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Im vorliegenden Bui^he sollen Geltung und Anwendung des Energie- 
principes in allen Gebieten der Naturlehre dargethan werden. Es 
geht aus vieljährigen Studien über die Verwendung des ^'nanntün 
Principes für den höheren Unterricht hervor, nämlich aus dem Be- 
atreben, mit Hilfe des Principe» uaeh einem eiuheitlieben Plane sowohl 
die einzelnen Erscheinungen eindringlicber zu behandeln, als auch den 
Zusammenhang derselben möglichst innig zu gestalten. Je mehr ich 
mich mit diesbezüglichen Studien beschäftigte, desto mehr kam ich 
zur Überzeugung, dafis das Energieprincip gut geeignet iat, der Öco- 
nomie des Denkens in diesem Sinne auch in der Schule zu dienen, 
und dasB mit dessen Verwendung zugleich eine Reibe didaktischer 
Tortheile verbunden ist. Das Ergebnis der Studien ist in der vor- 
liegenden Arbeit niedergelegt. 

Es könnte vielleicht als nnzeitgemääs bezeichnt^t werden, für eine 
umfassende Verwendung des Energieprincipes in der gegenwärtigen 
Zeit einzutreten, da Führer der Wissenschaft, wie Hertz, Boltzmann, 
Planck, sich gegen dasselbe als Grundprincip ausgeaprothen haben. 
Indessen bat J. Schütz (Wiener Akad. Ber. 1896. S, 162) gezeigt, dass 
das Hertz'sche Princip der geradesten Bahnen nichts anderes 
enthält, als das Hamilton'sche Princip, und dieses ist auf das Energie- 
princip zurückfüljrbar; und die von Boltzmann angefochtene Verwen- 
dung des Principes kommt in den vorgeführten Lehrgebieten riebt in 
Betracht. Die bezüglichen Einwendungen berühren daher die Arbeit 
nicht. 

Die Behau diu ngs weise des Energiepriucipes ist durchgebends nach 
der historischen Entwickelung der Naturlehre eingerichtet. Eine histo- 
riache Einleitung, die theilweise auch für Uli terrichtsz wecke geeignet 
sein dürfte, gibt gewissermassen den Bauplan des zu errichtenden 
Gebäudes und zeigt die Entwickelung und die Rolle des Energie- 
principea in der Physik. Den einzelnen Capitein liegen durchaus 
möglichst einfache Anschauungen zugrunde, und die Begriffaent Wicke- 
lungen erfolgen stets im Geiste der Geschichte der WisBenscbaft. 
Bei der quantitativen Behandlung der Erscheinungen mittelst des 
Energieprineipes wird dieses nur in den experimentell begründeten 
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Formen gebraucht. In der Mechanik liegt demselben der Satz der 
lebendigen Kräfte zugrunde. Zur Bestimmung der Energie der 
Kraftfelder wird die hydrostatische Grundgleichung als Aus- 
druck für einen Arbeitswert in Anwendung gebracht; damit werden 
der Arbeitswert eines Flüssigkeitsgewichtes, das Elasticitätsgesetz, die 
Cohäsionsarbeit, die Zustandsgieichung (gewonnen aus Elasticitäts ver- 
suchen und aus dem ersten Hauptsätze der mechanischen Wärme- 
theorie), das Gesetz des osmotischen Druckes, femer die Energie der 
elektrischen und magnetischen Felder als Volumsenergien (pv) 
dargestellt. Diesen von .Ostwald sogenannten Volum- oder Raum- 
energien werden auch die Distanz- und Oberflächenenergien als poten- 
tielle Energien beigeordnet. Das Helm'sche Intensitätsgesetz, nach 
welchem jede Energie in einen Intensitätsfactor und einen Exten- 
sitätsfactor zerlegbar ist, ermöglicht eine analoge Behandlung meh- 
rerer sehr verschiedenartiger Erscheinungsgebiete. Die Lehre vom 
Lichte wird nach der elektromagnetischen Lichttheorie in einer 
leicht auch elementar wiederzugebenden Weise behandelt. Die mo- 
dernen Lehren stützen sich durchaus auf die Arbeiten von Faraday, 
Maxwell, Helmholtz und Hertz. 

Von der Ostwald'schen Anschauung, dass die Energie ein reelles 
Agens sei, wird kein Gebrauch gemacht. 

In besonderen, als hypothetisch bezeichneten Paragraphen wird 
in der Lehre von der Wärme, der Elektricität und des Magnetismus 
eine anschauliche mechanische Deutung der betreffenden Kräfte 
angegeben; auch dabei wird die geschichtliche Entwickelung der 
Theorien berücksichtigt. Insbesondere gestützt auf die Anschauungen 
Faradäys, Maxwells und W. Thomsons (Lord Kelvin), werden die 
Kräfte im Felde mittelst molecularer Wirbel erklärt, und in selbstän- 
diger Weise werden die Wirkungen der Wärme, die elektrische und 
magnetische Polarisation durch die den Niveau flächen im Körper 
entsprechenden Formen der Molecüle zu erklären versucht. Die 
Maxwell-Hertz'schen Grundgleichungen des elektrischen Feldes 
gewinne ich aus den Grundgleichungen der Elasticität, indem 
ich die Kraft anstatt der relativen Verschiebung rfg der absoluten 
Verschiebung g der Raumelemente proportional setze (§ 52b), und 
darauf gestützt deute ich die elektrischen Kräfte — gegenüber 
der Cohäsion und Elasticität, welche Kräfte des Wechselwirkungs- 
potentials der Molecüle sind — als solche, die aus der Änderung 
des Selbstpotentiales der Körper oder deren Theilchen entspringen 
(§ lOOe). Eine mechanische Deutung der elektromagnetischen 
Kräfte wird in § 125 gegeben. Eine Beziehung zwischen optischen 
Brechungsexponenten, Dielektricitätsconstanten und Cohäsionsconstan- 
ten als Grund dafür, dass der Äther der einheitliche Träger der 
verschiedenen physikalischen Energien sei, ist in § 143 dargestellt. 
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Mehreren Lehrbüchern gegenüber wird bei Behandlung der Zu- 
sammenhangsformen der Körper ausdrücklich darauf hingewiesen, dass 
die leichte Verschiebbarkeit der Flüssigkeitstheilchen den Schluss auf 
eine geringe Cohäsion nicht begründet, und nach Stefan wird aus der 
Verdampfungswärme und auf andere Weise berechnet, dass die Cohä- 
sion der Flüssigkeiten als Druck auf 1 cm* zumeist mehrere tausend 
Atmosphären beträgt. 

Der behandelte StoflP fällt im allgemeinen mit dem Lehrstoff für 
den höheren Unterricht zusammen; doch gehen auch mehrere Para- 
graphen, die mir noch vom wissenschaftlichen Standpunkte für die 
Bedeutung des Energieprincipes von besonderer Bedeutung zu sein 
schienen, über diesen Rahmen hinaus. Die Rechnungen werden viel- 
fach mit den Zeichen der Differential- und Integralrechnung durch- 
geführt; dieselben sind aber zumeist so einfach, dass sie leicht in 
elementar mathematischer Form dargestellt werden können. An einigen 
Stellen findet sich hierzu eine kurze Anweisung. Den einzelnen 
Lehren folgen Andeutungen über die Anwendungen und in der Regel 
eine Anzahl von Aufgaben, von denen allerdings die meisten anderen 
Aufgabensammlungen entlehnt sind. Die Aufnahme solcher Aufgaben 
erschien mir wesentlich, da eben die Förderung der rechnungsmässigen 
Verarbeitung des physikalischen Lehrstoffes im Unterrichte ein Haupt- 
motiv zur Abfassung des Buches war. 

Die Ansicht mancher Schulmänner, das Energieprincip sei nicht 
im Anfange, sondern am Schlüsse des physikalischen Unterrichtes zu 
behandeln, bekämpfe ich nicht; denn diese Ansicht bezieht sich offenbar 
auf ein experimentelles Lehrverfahren in einem ersten Unterrichts 
kreise. Bei ausschliesslich qualitativer Behandlung der Naturerschei- 
nungen, wobei nur die ersten Begriffe gewonnen werden sollen, kann 
das alle Erscheinungen harmonisch zusammenfassende Energieprincip, 
in populärer Weise angewendet, einen recht gefälligen und die 
Schüler befriedigenden Abschluss bilden. 

In einem zweiten, höheren Unterrichtscursus aber, in dem die 
mathematische Begründung in Anwendung zu bringen ist, gehört das 
Gesetz der Rechnung vor dieselbe. Der Platz des Energieprincipes 
ist neben dem Newton'schen Kraftmasse, aus dem es für die Mechanik 
leicht zu gewinnen ist. Ebenso wie dieses hätte auch jenes am Ende 
der mathematischen Entwickelungen keinen Wert. Als Grundlage der 
Rechnung jedoch gestattet das Energieprincip die Gesetze der ver- 
schiedenen Naturerscheinungen nach einem einheitlichen Plane und 
zumeist in einfacher Weise zu ermitteln. Viele diesbezügliche Ent- 
wickelungen werden — nach einiger Übung der Schüler — von diesen 
als Aufgaben selbständig durchgeführt werden können. So muss das 
genannte Princip zu einer Vereinfachung und Erleichterung des Unter- 
richtes führen, und durch seine Anwendung bei der Lösung zahlreicher 
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Übungsbeispiele sowohl in der Mechanik, als auch in der Lehre von 
der Wärme, der Elektricität und des Magnetismus muss ein gründ- 
liches Verständnis des physikalischen Lehrstoffes und ein sicheres 
Wissen seitens der Schüler erzielt werden. 

Möge es dem Buche gegönnt sein, bei Erstrebung dieses Zieles 
mitzuwirken! 

Teschen, im September 1896. 

Hans Janu8chke. 
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Einleitung. 

A. Gegenstand nnd Methode der Natnrlehre. 

Die Gesamintheit der Dinge rings um uns her, die wir mit unseren 
Sinnen wahrnehmen, nennen wir Sinnenwelt oder Natur. Mit diesen 
Dingen steht der Mensch im innigsten Zusammenhange. Wenn auch 
wir bei den heutigen Lebensverhältnissen unsere Nahrungsmittel ein- 
kaufen und andere Lebensbedürfnisse auf künstliche Weise decken, so 
ist doch nicht zu verkennen, dass die Quellen des Lebens uns nur 
aus der Natur fliessen. Aus dem Thier-, Pflanzen- und Mineralreiche 
werden die Nahrungsmittel gewonnen, und viele Menschen voll- 
ziehen dabei gleichzeitig mancherlei nothwendige Lebens thätigkeit; 
auf uns alle üben Licht und Wärme der Sonne, die Farbenpracht 
der Blumen, das Treiben der munteren Thiere, der Duft des Waldes 
und der Wiesen, der Gesang der Vögel, das Rauschen des Wassers 
und des Windes mächtig belebende Wirkungen aus. 

Als Mittel der Wahrnehmung dienen unsere Sinne, und die ge- 
weckte Empfindung vermag oft unmittelbar über die Befriedigung 
unserer Bedürfnisse zu entscheiden: der Geruch über die Güte der 
Luft, die wir athmen, der Geschmack über die Zuträglichkeit der 
Speisen, wenn dieselben nicht künstlich verändert sind, und da? Gefühl 
über entsprechende Wärme und mechanische Thätigkeit. 

Der Verkehr mit der Natur ist für den Menschen nothwendig, 
und er fand auch zu allen Zeiten statt. Nur die dabei obwaltenden 
Verhältnisse haben sich im Laufe der Zeit wesentlich geändert. Auf 
der niedrigsten Culturstufe fand nur ein unmittelbarer Verkehr 
statt. Mit demselben war ein roher Kampf des Menschen ums Dasein 
gegen Thiere und Pflanzen, gegen Wetter und Wasserwogen verbunden. 
Die Natur und ihre Gewalten erschienen dem Menschen als Feinde, 
und sie, sowie die ausserhalb des unmittelbaren Gesichtskreises 
liegenden Quellen zu den Erscheinungen flössten ihm Furcht und 
Schrecken ein. 

Späterhin, als die Völker feste Wohnsitze einnahmen, vermochte 
die Natur an jedem einzelnen Orte der Erde nicht von selbst alle 
Bedürfnisse der Menschen zu decken; es musste die Lebens fürsorge 
ein Anstoss für die Begründung der Cultur werden, und deren Weiter- 
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erstreckung in räumlicher und zeitlicher Beziehung musste die 
Culturent Wickelung mächtig fordern. Heute wird die Menge und die 
Auswahl der Nahrungsmittel durch Viehzucht und Ackerbau geregelt, 
und fehlende Lebensmittel an einem Orte werden durch Zufuhr Ton 
einem anderen herbeigeschafft; Kleidung und Wohnung bieten Schutz 
gegen gefährliche Thiere und gegen rauhes Wetter; die Beheizung 
gewährt in kalten Gegenden die Annehmlichkeiten der Wärme, das 
künstliche Eis ersetzt in heissen Zonen die Vortheile der natürlichen 
Kälte, und die Beleuchtungen nach verschiedenen Systemen erhellen 
die dunklen W^ohnräume und die finsteren Strassen zur Nachtzeit; 
bei schwerer Arbeit wird die Kraft durch Maschinen und WaflFen be- 
liebig verstärkt. Die Culturent wickelung hat daher einen Ausgleich 
der Gegensätze in der Xatur erzielt; sie hat die Natur dem Menschen 
dienstbar gemacht, gewissermassen ein freundschaftliches Verhältnis 
zwischen ihr und ihm hergestellt. Der Lebensfürsorge wird dadurch 
unter den heutigen complicierten Lebensbedingungen in hohem Masse 
genügt. — Wodurch war es nun möglich diese Entwickelungsstufe 
zu erreichen, auf der die erforderlichen Bedingungen für die mensch- 
liclie Wohlfahrt fast zu jeder Zeit und an jedem Orte der Natur ab- 
gewonnen werden können? Dieses hohe Ziel wurde auf einem langen 
Weg und unter grossen Schwierigkeiten durch Ei-werbung der Kenntnis 
der Natur erreicht. 

Von den uns umgebenden Dingen nennen wir das Bleibende, 
das auf unsere Sinne einwirkt, Stoff, Materie oder Substanz; 
räumlich begrenzter Stoff heisst Körper. Von besonderer Wichtigkeit 
sind die Veränderungen, denen die Körper unterworfen sind: der 
Himmel wird trübe, es entstehen Wolken, es fällt Regen nieder und 
bfjfruchtet die Erde; das Wasser läuft vom Berg ins Thal \md treibt 
in seinem Laufe Mühlen; bei Tag werden die Körj)er von der Sonne 
orliellt, bei Nacht sind sie dunkel; Erschütterungen der Luft bringen 
(iinen Sehall hervor, u. s. w. Solche Veränderungen, die wir an den 
Körpern wahrnehmen, heissen Erscheinungen. Mit ihnen beschäftigt 
sich die Naturwissenschaft im allgemeinen. Die specielle Naturlehre 
oder Physik beschäftigt sich nur mit jenen Erscheinungen der un- 
organischen Körper, bei welchen der Körjier nicht dauernd oder wesent- 
lich geändert wird; sie behandelt mechanische. Schall-, Licht-, Wärme-, 
magnetische und elektrische Erscheinungen. — Zur Naturwissenschaft 
gehören noch die Naturgeschichte, welche die Naturgegenstände 
ihrer Form und ihrem Inhalte nach beschreibt, die Physiologie 
d. i. die Naturlehre der organischen Köqjer und die Chemie, welche 
die Erscheinungen behandelt, bei denen der Köri)er seine innere Zu- 
sammensetzung dauernd verändcii:. 

Viele Erscheinungen bieten sich dem Menschen in der Natur 
unmittelbar dar; die Kenntnis derselben wird instinctiv gewonnen. 
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Diese Kenntnis ist Itereits von grossem Nutzen. Kin scliwimmendcs 
Holzstück, die Schale einer Frucht, eine Muschel und der Stiih in 
der Hiind führten bereits frühzeitig zur Schifffahi-t und KUr Anfertigung 
von Geräthon und Werkzeugen. Die Funde in Uräbem zeigen, das« 
die betreffenden Formen sehr unvollkommen und schwerfällig waren. 
Desungeachtet liegt in den ersten Nachahmungen der Erscheinungen 
der Keim für das Studium durch Versuche, durch die wir freiwillig 
und planmässig die Erscheinungen hervornifen und die Bedingungen 
nachweisen, unter welchen sie z^i^tande kommen. — Man nennt die 
wesentlichen Bedingungen die Ursache der Erscheinung und die Er- 
scheinung selbst die Wirkung, Die Angnbe der Ursache heisst die 
Erklärung. Da die unmittelbare Wahrnehmung und die Nachahmung 
einander so 'nahe liegen, so sollte man glauben, dass das Studium 
mittelst Versuchen oder Experimenten zu den ältesten Methoden 
gehöre. Die Entwickelungsgeschichte der Nahirwissenschaft bestätigt 
aber die Vermuthiing nicht; sie zeigt vielmehr, dass die experimen- 
telle Methode erst in den letzten Jahrhunderten erfolgreich verwendet 
wurde. — 

Die ältesten Naturanschaunngen stehen auf mythologischem 
Standpunkte, indem besondere Gottheiten als Beherrscher des Lichtes, 
des Blitzes und Donners, des Windes, der Flüsse, des Meeres u. s. w. 
angesehen werden. Damit werden jene Ursachen, die nicht mehr in 
den Gesichtskreis des Menschen fallen, Übematörlichen Mächten zu- 
geschrieben, imd diese werden personifi eiert. Die Erklärung entspricht 
einer tiefen Betrachtung, welche — insofern sie als Grund der Er- 
scheinungen eine jenseits des Gebietes unserer Sinneswahmehmimgen 
gelegene unerforscli liehe Ursache, eine göttliche Macht postuliert — 
die Grundlage der Religion in sich schliesat, in dieser wie in philo- 
sophischer Beziehung für den Menschengeist ein Bedürfnis ist und 
zu allen Zeiten sich als eine Notwendigkeit erwiesen hat. 

Die Unvollkommenheit der mythologischen Lehren, Grenzüber- 
schreitungen auf sinnlichem Gebiet*, willkürliche und falsche An- 
wendungen bringen es aber mit sich, dass darnach das Verhältnis des 
Menschen zur Natur nicht immer vortheilhaft geregelt wird. So er- 
zählt Seneca von den Bewohnern von Argolis, dass sie zur Beruhigung 
eines Hagelwetters ein Lamm oder Huhn opferten oder sich in die 
Finger schnitten, um Blut zu vergiessen, Nach einer Herkniessage 
lieas der ägyptische König Buairis zur Verhütung grosser Dürre im 
Lande jährlich einen Fremden dem Jupiter zum Opfer schlachten. 
Nach der Bibel wurde noch Jonas ins Meer geworfen, um die hoch- 
gehenden Wogen zu berahigen. Kelten, Indianer, Neger und andere 
Stämme brachten Menschenopfer, nm herrschende Ki-ankheiten zu be- 
seitigen und sich vor anderen Übeln zu schützen. Die Opfer sollten 
die erzürnten Götter und Geister besänftigeu. Auch die sogenannten 
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Gottesurtheile im Mittelalter (Feuer- und Wasserprobe, das Bahr- 
recht etc.) hatten mit der Wahrheit nichts zu thun, und es wurde 
damit viel Unrecht und Grausamkeit verübt. Im Gegensatze hiezu 
hat der Cult aber auch Naturei-scheinungen dem Menschen dienstbar 
gemacht, wie z. B. das Feuer, das vermuthlich als Blitzstrahl vom 
Himmel niederfuhr und in den Tempeln (von den Vestalinen) bewahrt 
und erhalten wurde; es war eine Quelle reichen Segens, solange die 
Feuererzeugung mit grossen Schwierigkeiten verbunden war. Der 
Fetischbaum der Schiffe mit seinem Gottesbilde führte zur Kenntnis 
des Winddruckes und zur Anwendung der Segel. — 

Vom Standpunkte der Sinneswahrnehmung suchten griechische 
Philosophen die Abhängigkeit und den Zusammenhang der Natur- 
erscheinungen darzustellen. Thaies von Milet (um 640— 550 v. Chr.) 
erklärte — gestützt auf die Wechselbeziehungen zwischen Pflanzen- 
und Thierreich und auf die Wahrnehmung, dass Ägypten den Nil- 
überschwemmungen seine Fruchtbarkeit verdanke, — das Wasser sei 
das Princip aller Dinge, d. h. die Materie, aus der alles entstanden 
sei, und das Agens, das alle Veränderungen bewirke. Anaximenes 
setzte an Stelle des Wassers die Luft und Anaximander einen 
qualitativ unbestimmten, unendlichen Urstoff. Leukipp und Demo- 
krit (um 380 v. Chr.) sind die Begründer der noch heute anerkannten 
Atomtheorie, nach welcher die Erscheinungen aus der Bewegung 
kleinster, im Welträume verbreiteter Stofftheilchen erklärt werden; 
durch Verbinden und Trennen derselben entstehen und vergehen die 
Körper. Die angeführten Lehren, insbesondere die Atomtheorie sind 
auf dem Postulate der anschaulichen Ursächlichkeit aufgebaut. 

Von dem gegensätzlichen Postulate, nämlich dem der Zweck- 
mässigkeit gieng Aristoteles (384 — 322 v. Chr.) aus; er sah Feuer, 
Luft, Wasser und Erde als einfache Stoffe an, aus denen die Körper 
zusammengesetzt seien, und erklärte die Bewegungserscheinungen damit, 
dass jeder Körper seinen Ort suche. 

Von einer aus praktischen Rücksichten geforderten, genauer 
bestimmten Annahme gieng nur Archimedes (287 — 212 v. Chr.) aus, 
indem er sein Hebelgesetz mittelst des Satzes ableitete : Gleich schwere 
Grössen, in gleicher Entfernung vom Unterstützungspunkte wirkend, 
sind im Gleichgewichte, und gleich schwere Grössen, in ungleichen 
Entfernungen wirkend, sind nicht im Gleichgewichte, sondern die in 
grösserer Entfernung wirkende sinkt. Das daraus gefolgerte Gesetz 
gibt eine unveränderliche Beziehung zwischen den Bestimmungsstücken, 
nämlich zwischen Belastung und Länge der Hebelarme. Die Bemühungen, 
die Jlchtheit des Metalles der Krone des Königs Hieron zu prüfen, 
führten Archimedes noch zu dem nach ihm benannten Gesetze über 
den Gewichtsverlust der Körper, die in eine Flüssigkeit getaucht 
werden, und Euklid (um 300 v. Chr.) ermittelte aus der Lage eines 



G^genstandss und des Auges vor einem Spiegel dus Reflexions- 
gesetz der Licbtstralilen. 

Mit AusecblnsB der letzteren richtig ermittelten Gesetze, die aus 
praktischen Bestrebungen hervorgi engen, waren die Lehren der griechi- 
schen Philosophen auf Annahmen oder Hypothesen gestützt, aus 
denen die Erscheinungen abgeleitet oder deduciert wurden. Da 
die Hypothesen nicht genug geprüft und die benutzten Daten nicht 
genau bestimmt waren, so konnten darnach auch die Erscheinungen 
nur unvollkommen abgeleitet und nur mangelhaft in Gedanken nach- 
gebildet werden. Die betreffenden Lehren enthalten aber wohl die 
Keime, aus denen sich manche unserer beutigen Theorien, die deu 
inneren Zuaammenhang der Erscheinungen darstellen, entwickelten. 

Die Grundlage zu einem esacten Studium der Naturerseheinungen 
legte Galilei. Seine üntersuchnugen über den Fall der Körper, die 
er in seinem Werke ,,Discorsi e dimostrazioui matematiche" (Iö3l^) 
mittheilte, erfolgten nach einer mustergiltigen Methode: Er gieng von 
einer Annahme Ober die Geschwindigkeit der fallenden Körper aus, 
zog daraus Schluss folge rungen und prüfte diese durch Versuche; dio 
Übereinstimmung der Schlüsse mit den Tbatsacheu war für die Zu- 
lässigkeit der Annahme entscheidend. Auf diese Weise stellte er das 
Gesetz des Falles der Körper auf. Von deu mechanischen Prin- 
cipien gab er das Beharrungsvermögen und die Zusammen- 
setzung gleichzeitiger Bewegungen mittelst des Parallelo- 
grammes an. 

Kepler (1571 — 1630) leitete aus Tycho Brahe's und aus seinen 
eigenen Beobachtungen die nach ihm benannten drei Gesetze der 
Planetenbewegungen ab; er wandte die inductive Methode an. 

Newton (_1Ö43 — 1727) berechnete aus dem dritten Kepler'schen 
Gesetze über die Umlaufezeiten der Planeten und aus dem Füehkraft- 
gesetü sein berOhmtes Gravitationsgesetz, nach welchem zwischen 
je zwei Körpern im Himmelsraume Kräfte wirken, die im umgekehrt 
qnadratischen Verhältnisse mit der Entfernung abnehmen. Als Kräfte- 
mass bestimmte er, auf Galilei'« Leistungen gestützt, die Beschleu- 
nigung und lehrte die Resultierende mehrerer Kräfte durch die Dia- 
gonale des Kraft epai-allelogrammes auftinden. 

Damit waren nun die erforderlichen Bestimmungselemente und 
die Grundprineipien ihrer Verbindung im Gebiete der Mechanik ge- 
geben, und es konnte nun an eine deductive Behandlung der Mechanik, 
an eine mathematische Ableitung der einzelnen Erscheinungen, mit 
den besten Aussichten auf Erlbig geschritten werden. Eingehendei'es 
hierüber soll im nächsten Capitel folgen. Hier soll nur nocli auf die 
Vortheile hingewiesen werden, welche sich bei dieser Methode geltend 
machen. Es lassen sich die Erscheinimgeu rechnungsmässig genauer 
bestimmen, als es durch Beobachtung möglich ist, und alle jene, die 
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aus einem gemeinsamen Gesetze gefolgert werden können , treten in 
unserer Erkenntnis in innigen Zusammenhang; mit einigen wenigen 
Grundgesetzen beherrschen wir das weite Geltungsgebiet derselben. 
Die Deduction vermag auch zu völlig neuen, unbekannten Er* 
scheinungen zu führen, die darnach durch Beobachtung aufzufinden 
sind. Einen solchen Triumph hat die physikalische Wissenschaft that- 
sächlich gefeiert, indem Leverrier (1846) aus den Störungen des 
Planeten Uranus mit Hilfe des Newton'schen Gravitationsgesetzes die 
Stellung eines unbekannten Planeten berechnete, der darnach sofort 
von Galle gefunden und Neptun genannt wurde. Auch in der Lehre 
vom Lichte und von der Elektricität sind ähnliche Erfolge zu ver* 
zeichnen. 

Dasselbe hohe Ziel der wissenschaftlichen Ausbildung wie in der 
Mechanik wurde nicht gleichzeitig auch in den übrigen physikalischen 
Gebieten erreicht. Solange daselbst keine sicheren Grundlagen für 
die Deduction gefunden sind, hat die Forschung nur den Weg der 
Induction mit Hilfe der Beobachtung und der Versuche. Seit 
Beginn des 17. Jahrhundertes wird dieser Weg auch allgemein ein- 
gehalten und zur Aufßndung sicherer Gesetze verwendet. Galilei und 
die Florentiner Akademie benützten eine Art Luftthermometer zur 
Messung der Wärmegrade; Torricelli wurde aus Anlass des Baues 
einer Wasserpumpe zur Kenntnis des Luftdruckes geführt und mass 
denselben mittelst eines Barometers (1G43); Snellius fand (1620) 
durch Versuche das Brechungsgesetz der Lichtstrahlen; Papin 
Hess (1600) in einem Hohlcy linder Dampf auf einen Kolben wirken, 
verrichtete mit diesem eine Arbeit und gab damit das Princip der 
Dampfmaschine; Galvani entdeckte (1789) gelegentlich seiner Ver- 
suche die Bertthrungselektricität, deren wissenschaftliche und tech- 
nische Bedeutung Volta alsbald erkannte und durch den elektrischen 
Strom und seine Wirkungen zur Geltung brachte; Seebeck entdeckte 
(um 1820) den Elektromagnetismus (Anwendung bei Elektro- 
motoren, beim Telegraph etc.); und Faraday T\airde durch seine ziel- 
bewusste und planmässige Forschung über die Analogien der elektrischen 
Stromwirkungen mit der elektrostatischen Influenz zur Erzeugung der 
elektrischen Inductionsströme geführt (1831). Die hohe Bedeutung 
der letzteren Entdeckungen für die Cultur der Menschheit wird damit 
charakterisiert, dass man von einem Zeitalter des Dampfes und von 
einem Zeitalter der Elektricität spricht. 

Von ausserordentlicher Wichtigkeit für die Praxis und für die 
Wissenschaft ist auch das Studium der Farbenzerstreuung des Lichtes. 
Xewton hatte durch eine experimentelle analytische Methode, nämlich 
durch Zerlegung des weissen Lichtes mittelst eines dreiseitigen Glas- 
prismas, und durch synthetische Versuche mittelst mehrerer Glas- 
prismen, Linsen und Farbenkreisel die Zusammensetzung des weissen 
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Lichtes aus den einfachen Regeubogenfarbea nachgewiesen. Die Fort- 
setzung der beziigUchen Forschungen, die sich auf die Zerlegung des 
Lichtes der voi-schiedenartigsten Körper bezogen, führten Bunsen und 
Kirchhötf (l^CO) zur Entdeckung der Spectralanal_vse, die gestattet, 
durch Zerlegung des Lichtes mittelst Glasprismen die Zusammensetzung 
irdischer und kosmischer Körper zu erkennen. 

So haben Beobachtung und Versuch in rascher Folge zu reichen 
Naturkenntnissen geflihrt. Mit der Vermehi-ung der Kenntnisse macht 
sich immer mehr das Budiirfnia geltend, die Kenntnisse nach ihrem 
inneren Zusammenhange 'tn orihien, und es ist, wie in der Mechanik 
auch in vielen anderen Theilen der Naturlehre gelungen, örundprincipion 
auizustellen, nach welchen die Bestimmungselemente der Erscheinungen 
verbunden sind; so entwickeln Theorien des Sehalles, des Lichtes, der 
Wärme und der Eleklricität zahlreiche Erscheinungen ans Grund- 
gesetzen deductiv. Zur Erreichung dieses Zieles haben vergleichende 
Untersuchungen, wie z, B. über die Wellenbewegung, über dit; Foi-t- 
päanzung des Schalles, des Lichtes, der strahlenden Wärme, der 
Elektricität u. s, w. wesentlich beigetragen. 

Die vorstehende Skizze dürfte die Nothweadigkeit der Natur- 
kenntnis darthun und die Erwerbungsweise derselben erkennen lassen. 
Es ist daraus auch ersichtlich, dass nicht alle Menschen jene Kenntnis, 
die sie brauchen, unmittelbar erwerben können, sondern dasa- es 
uothwendig ist, die Naturkenntnis in möglichst einfacher Weise mittel- 
bar unter den Menschen zu verbreiten nnd sie auch den Nachkommen 
zu sichern. Diese Aufgabe löst die Naturlehre oder Physik nach 
den Mustern ihrer Begründer und Förderer. Die Naturlehre entspricht 
damit einer Lebensfürsorge in zeitlicher und raumlicher Beziehung, 
einer Forderung der Humanität im ausgedehnten Masse. Bei der 
heutigen fortgeschrittenen Cuitu reu twi ekel nng beschäftigt sich die 
Physik allerdings weniger mit den grossen Anwendungen ihrer 
Lehren, weil dieses Gebiet eine Special Wissenschaft der Technik 
geworden ist; ihr Studium ist aber dennoch vermöge der ihr zu- 
kommenden Gegenstände und ihrer Methode von grösster Bedeutung. 
Denn jede Thür, Klinke, Schlüssel, Messer, Gabel, Scheere, Wage, 
Uhr, alle Werkzeuge, Geräthschaften, Musikinstrumente und die mensch- 
lichen Glieder sind physikalische Apparate; die Bewegungserscheinungen 
auf der Erde und am Himmel, die Licht- und Warmeerscheimingen 
in und ausser dem Hau.se, die jedem Menschen begegnen und zum 
Denken anregen, werden in der Physik behandelt; sie lehrt uns Schutz 
suchen gegen den Blitz und zwar beim Aufenthalt im Walde unter 
niedrigen Buchen oder Nadelbäumen und im Hause unter Blitzableitern 
und Blechdächern, die mit dem Erdboden in leitender Verbindunj;: 
I stehen; sie lehrt die Wogen des Meeres mit kleinen Mengen von Ol 
' XU glätten und die Anpassung an die Natur in noch vielen anderen 
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Fällen; sie gibt die Grundlehren der Technik und somit das Ver- 
ständnis für eine Hauptstütze unserer heutigen Cultur, für eine reiche 
Quelle von Mitteln zur Ausübung der Humanität. 

Ihre Gegenstände sind aber nicht nur von praktischer Art, sondern 
sie sind auch zur Veredlung des inneren Menschen geeignet; hierher 
gehören z. B. die Astronomie, die Schall- und Gesichtswahrnehmungen; 
durch die Behandlung der letzteren werden die unmittelbaren Be- 
ziehungen der Natur zum Menschen und damit- auch die Grundlehren 
der Musik und der darstellenden Kunst dargethan; es wird uns in 
die Grossartigkeit und Schönheit der Natur ein Einblick eröffnet. 

Die Dinge der Natur sind an sich selbst gewiss geeignet, auf 
Herz und Geist der Menschen zu wirken; die Behandlungsweise, welche 
dieselben in der Physik erfahren, vermag diese Eindrücke noch sehr 
zu vertiefen. Durch die Beobachtung werden die Sinne geübt und 
geschärft; zur analytischen oder synthetischen Untersuchung der Er- 
scheinimgen, zur Auffindung der Bestimmungsstücke und deren Be- 
ziehungen zu einander sind rege Phantasie und logisches Denken mit 
mathematischer Strenge erforderlich. Es werden demnach sämmtliche 
geistigen Fähigkeiten in Anspruch genommen und entwickelt. Es 
wird eine sinnige Naturanschauung geweckt und die Überzeugung 
gefestigt, dass die Gesetze gelten müssen, dass nur diese die Ordnung 
erhalten. — 

Wenn wir einerseits durch Fernrohre und Spectrometer sichere 
Kenntnis erhalten von den in unmessbarer Feme stattfindenden 
Himmelserscheinungen, und andererseits bei Berührung und beim 
Stoss zweier in unmittelbarer Nähe befindlichen Körper vor tiefe 
Geheimnisse gestellt sind; wenn die ganze unermessliche Natur vor 
unser Auge geführt wird, und wir erkennen die Einflussnahme des 
Ganzen auf das Einzelne: dann empfinden wir die unendliche Grösse 
und Macht der Natur gegenüber unserer Kleinheit und unserem Un- 
vermögen; wir sehen aber auch, dass uns die Natur selbst ihre Hilfe 
dazu bietet, in der Erkenntnis der Wahrheit immer weiter vorzudringen. 
Endlich legt die Physik den Gnmd zu einer Weltanschauung, die die 
Philosophie nur noch weiter führt; denn die Naturgesetze stimmen 
mit den Gesetzen des menschlichen Individuums und der menschlichen 
Gesellschaft überein. Es ist nicht bloss ein zufällig passendes Bild, 
wenn ein Wasserlauf auf der Erde mit dem Lebenslauf des Menschen 
verglichen wird; die Übereinstimmung der Erscheinungen ist in der 
Übereinstimmung der Gesetze begründet; es ist dasselbe Gesetz, das 
den Process der Bildung, des Bestehens und Vergehens eines Sonnen- 
systemes regelt, und von dem Spencer in seinen Grundlagen der Philo- 
sophie nachgewiesen hat, dass es allen Erscheinungsformen der Natur 
und des menschlichen Lebens zugrunde liegt. Solche tiefgreifende 
Kenntnisse und Anschauungen müssen unbedingt auf das gesammte 
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Denken und Hanilelu des betreffenden Menschen von bestimmendem 
Einäuss seiu. 

Nach all dem Abgeführten ddrfte der Schliiss berechtigt sein: 
das Studium der Physik gewährt sehr viele praktische Vortheile; es 
vermag aber aueb in hohem Orade Herz und Geist zu bilden und 
auf die Charakterbildung massgebend mitzuwirken. 

B. Das Princi]) der Erhaltung der Energie. 

Die Naturlehre bat die Aufgabe, die Kenntnis der Natur- 
erscheinimgen zu vermitteln, und zwar duvcb unmittelbare Beobach- 
tung oder auch ohne dieselbe durch Versuche oder Beachreibungj 
wenn räumliche und zeitliche Hiiidemisse eine genaue Beobachtung 
nicht gestatten. Es gehört zum Wesen dieser Aufgabe, in mÖglichet 
einfacher und leichter Weise das Ziel zu erreichen. Der Forderung 
wird nach dem Stunde der Wissenschaft mehr oder minder voll- 
kommen entsprochen, der wissenschaftliche Fortschritt führt die Losung 
immer mehr der Vollkommenheit zu. 

Die Art und Weise, wie die Natnrlebre ihre Aufgabe zu lösen 
sucht, zeigt ihre historische Entwickeluug. Galilei sucht z. B, beim 
Fall der Körper die räumliehen und zeitlichen Grössen auf, ermittelt 
ihre Beziehungen und findet die Gesetze des freien Falles, der Be- 
wegung anf der schiefen Ebene und der Pendelbewegung. Die ge- 
fundenen Gesetze können nun in allen Fällen, in welchen die ent- 
sprechenden Bestimmungsstücke ebenfalls vorhanden sind, unmittelbar 
angewendet werden luid zur genauen Kenntnis der Erscheinungen 
dienen; so kann das Schwingungsgesetz des Pendels zur rechnungs- 
massigen Behandlung aller Erscheinungen (der Elasticität, des Schalles, 
des Lichtes u. s. w.) beuQtzt werden, die sieh auf eine schwingende 
Bewegung zurückführen lassen. Über die Anwendbarkeit des Gesetzes 
entscheidet der Vei-such, eventuell die unmittelbare Beobachtung in 
der Natur; zu diesem Zwecke werden manchmal die Bedingungen und 
immer die Resultate der Rechnung strenge geprüft. 

Die Naturlehre sucht also Naturgesetze und stellt deren An- 
wendungen dar. Je grösser das Geltungsgebiet eines solchen Gesetze-f 
ist, desto grösser ist seine Bedeutung för die Naturlehre. Nach dem 
heutigen Stande der Wissenschaft ist das bedeutungsvollste Gesetz 
„das Princip der Erhaltung der Energie"; es hat sich in allen 
Erscbeinungsgebieten als anwendbar erwiesen, und keine der genau 
bekannt-en Erscheinungen widerspricht demselben. Es verdient deshalb 
auch in der Naturlehre besondere Berücksichtigung. Folgende Skizze 
eoU eine Übersicht Über die Entwickeluug desselben geben'). 

1) Vgl. hier.» die Schriften ober das Kni-Tffieprincip von K. 
Weyrauch, Planck, Helm. 
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Die grundlegenden Betrachtungen beziehen sich auf bestehende 
Verhältnisse bei einfachen Maschinen. Diesbezüglich hat bereits Ari- 
stoteles die Beobachtung gemacht, dass bei der Drehung eines Hebels 
im Gleichgewichtszustande das grössere Gewicht an dem kürzeren 
Hebelarme den kleineren Weg und das kleinere Gewicht an dem 
längeren Hebelarme den grösseren Weg beschreibt. Die allgemeine 
Bedeutung dieser Wahrnehmung wurde aber weder von ihm selbst, 
noch von seinen Nachfolgern erkannt, und die Beobachtung hat somit 
zur Begründung des genannten Principes nichts beigetragen. Erst 
nachdem Stevin (1548 — 1620) bei einem Rollensysteme und 
Galilei bei der Untersuchung des Gleichgewichtes auf der schiefen 
Ebene durch Messung gefunden hatten, dass die im Gleichgewichte 
befindlichen Gewichte bei einer Verschiebung Fallhöhen zurücklegen, 
die im umgekehrten Verhältnis der betreflfenden Gewichte stehen, oder 
dass die algebraische Summe der Producte aus Gewicht und Fallhöhe 
gleich Null ist, erkannte Joh. Bernoulli die allgemeine Giltigkeit dieses 
Gesetzes und sprach es (1717) in einem Briefe an Varignon als „das 
Princip der virtuellen (möglichen) Bewegungen'' aus. Das 
Product aus Gewicht (Druck oder Zug) in den entsprechenden Weg 
wurde virtuelles Moment genannt. Nach Coriolis und Poncelet ge- 
braucht man heute dafür den Namen Arbeit. Mit Benützung dieses 
Ausdruckes heisst das Princip: Im Gleichgewichtszustand ist die Summe 
der bei einer virtuellen (möglichen) Bewegung geleisteten Arbeiten 
gleich Null. Der Satz drückt bereits das Princip der Erhaltung der 
Energie in seiner Anwendung auf Gleichgewichtszustände aus. Lagrange 
(1736 — 1813) hat das Princip der virtuellen Bewegung in seiner ana- 
lytischen Mechanik der gesammten Lehre vom Gleichgewichte der 
Körper zugrunde gelegt und daraus die hierher gehörigen Erscheinungen 
abgeleitet. 

Wenn eine Arbeitsleistung einen Körper in Bewegung setzt, wenn 
z. B. ein Körper infolge der Schwere auf einer schiefen Ebene sich 
herabbewegt oder frei fällt, so wird er leistungsfähig; er vermag dann 
infolge seines Bewegungszustandes ein Hindernis zu überwinden, selbst 
Arbeit zu verrichten. Ebenso vermag ein nach aufwärts in Bewegung 
befindlicher Körper sein eigenes Gewicht empor zu heben. Diese 
Leistungsfähigkeit eines bewegten Körpers heisst nach Leibnitz (1686) 
lebendige Kraft, nach Thomson kinetische Energie oder auch 
Energie der Bewegung. Mit Hilfe der Bewegungsgesetze von 
Galilei und des Newton'schen Masses der „Kraft" durch die Be- 
schleunigung lässt sich nachweisen, dass die zur Bewegung eines 
Körpers aufgewandte Arbeit stets gleich ist der Zunahme seiner 
lebendigen Kraft, und dass umgekehrt jeder Verlust an lebendiger 
Kraft gleich ist der vom Körper geleisteten Arbeit. Dieser Satz von 
der Äquivalenz der Arbeit und lebendigen Kraft heisst kurz der Satz 
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i!t>r lebe Uli igen Kräfte. Derselbe wtiiiIp zuerst tou Hiiygens (1H2Ü 
— 1695) zur Ableitung des Gesetzes des physischen Pendels verwendet, 
ohne »ber die eben angegebenen Auadrüeke zu gebrauchen. Joh. 
Bemouili entwickelte daraus die StoBsgesetze elastischer Kugeln und 
Daniel Bemouili (1T*I0 — 1782) die Bewegungsgesetze der Flilsaigkeiten. 
In etwas g^nderter Form bat es Lngrange als D'Alembert.'sehes Princip 
der Dynamik fester, flllssiger und gasförmiger Körper zngninde gelegt. 

Der Satz der lebendigen Kräfte führt leicht zum Principe der 
Erhaltung der Energie in der Mechanik. Es braucht nur bemerkt zu 
werden, dass nicht bloss bewegte Körper infolge ihrer Geschwindig- 
keit, sondern auch ruhende Körper, z. B, gehobene Gewichte leistungs- 
fähig sind; denn entzieht man diesen ihre Unterlage, so fallen sie zn 
Boden und leisten gleichzeitig eine Arbeit. Diese Arbeitsfähigkeit 
ruhender Körper nennt Helmholtz Spannkraft (1847) und Ranldue 
(1853) potentielle Energie; sie heisst auch Energie der Lage. 
Je tiefer der Körper fällt, desto mehr nimmt die potentielle Energie 
ab, aber desto mehr wächst die kinetische Energie, Wenn nun die 
eretere durch die Arbeit gemessen wird, so ist mathematisch leicht 
zu zeigen, dass die Summe der potentiellen und kinetisciien Euergien 
stets constant ist; und dieses Gesetz ist das Princip von der Er- 
haltung der Energie. 

Dasselbe gestattet nun, alle Bewegungserscheinungen der festen, 
fl&Bsigen und gasförmigen Körper als Umwandlungen der potentiellen 
Ener^e in kinetische oder umgekehrt zu betrachten: Beim Fallen 
und Steigen des Pendels wechseln diese Verwandlungen ab; wenn 
Wasser von den Bergen abläuft, wird potentielle Energie in kinetische 
verwandelt, vermöge welcher die Wassermasse Wiisserräder und Tur- 
binen zu treiben imstande ist; die Spannkraft oder potentielle Energie 
der Pulvergase wird in die lebendige Kraft oder kinetische Energie 
des Geschosses und diese wieder in die Energie, welche der Demo- 
lierungsarbeit entspricht, verwandelt n. s. w. Bei allen Erscheinungen 
bleibt jedoch die gesammte Energie constant, es geht weder Energie 
verloren, noch wird neue erzeugt. 

Das Princip achliesst den Satz der lebendigen Krafte und im 
Gleichgewichtsfälle auch das Princip der virtuellen Bewegungen in 
sich ein. 

Das Energieprincip fasst nach seiner Ableitimg aus den Galilei'schen 
Bewegungsgesetzen und dem Newton'schen Kraftmasse auch nur 
diese Gesetze passend und leicht anwendbar zusammen, und sein 
Geltungsgebiet reicht nur so weit als das dieser Gnmdgesetze, 
Ausser diesen Gesetzen bedarf die Mechanik auch noch das von 
den genannten Begründern herrührende Princip der Zusammen- 
setzung und Zerlegung gleichzeitiger Bewegungen und der Kräfte, 
Erst damit lässt sich der Verlauf der Erscheinungen bestimmen, 
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wenn die vorhandenen Bewegungsbedingungen bekannt sind. Die 
letzteren Principien müssen auch dem Energiegesetze hinzugefügt 
werden, wenn dasselbe zum allgemeinen Gebrauehe geeignet sein soll. 
Eine genauere Betrachtung zeigt nun, dass die betreffenden Principien 
mit einander in inniger Beziehung stehen, dass man nur, um der 
Forderung der Vereinigung zu entsprechen, das Energieprincip in der 
angegebenen Fassung ebenso wie auf einzelne Kräfte und Richtungen 
auch auf Massen- und Kräftesysteme anzuwenden und die Gesammt- 
arbeit oder -Energie der Summe der Arbeiten der einzelnen Kräfte 
gleich zu setzen hat. — Die gegenseitige Beziehung ist darin be- 
gründet, dass die Änderung der kinetischen oder potentiellen Energie 
bei der Bewegung längs der Wegeinheit der Newton'schen Kraft 
entspricht, und dass die Summe aller betreffenden Energieänderungen 
in der Wegrichtung gleich ist der resultierenden Energieände- 
rung oder gleich der der resultierenden Kraft entsprechenden 
Energieändenmg. Der Zerlegung der Kräfte entspricht die Zer- 
legung einer Arbeit oder Energieänderung in mehrere passende 
Summanden. — 

Eine andere Form für die Zusammenfassung der angegebenen 
Principien lässt sich durch den Nachweis gewinnen, dass die resul- 
tierende Energieänderung das Maximum der unter gegebenen Be- 
dingungen auf einer bestimmten Weglänge überhaupt möglichen 
Energieänderungen ist. Daraus folgt nämlich, dass die Erscheinungen 
in der Richtung des stärksten Energiefalles verlaufen. W. Ost- 
wald spricht den Satz folgendermassen aus: Von allen möglichen 
Energieumwandlungen wird diejenige eintreten, welche in gegebener 
Zeit den grösstmöglichen Umsatz ergibt^). 

Erläuternde Beispiele sind der Abfluss des Wassers von einem 
Berge und die Wurfbewegung. In beiden Fällen sind es zwei Com- 
ponenten, welche die resultierende Bewegung hervorbringen, nämlich 
im ersten Falle die Schwere des Körpers und der elastische Wider- 
stand der schiefen Fläche (bei Vernachlässigung der Reibung), und 
im zweiten Falle die Schwere des Körpers und die Fliehkraft der 
Wurfbewegung. Die resultierenden Kräfte leisten die grösstmöglichen 
Arbeiten; denn unter allen möglichen Bewegimgen erfolgt jedesmal 
die in der steilsten Richtung nach abwärts, bei welcher die rascheste 
Umwandlung der potentiellen Energie in kinetische stattfindet. — 
Beide Beispiele sind auch geeignet, zu zeigen, dass die eingeschlagenen 
Bahnen unter möglichst geringem Widerstand oder Zwang erfolgen, 
indem sie sich der verticalen Richtung der Schwere möglichst nähern 
(Gauss' Princip des kleinsten Zwanges), imd dass sie auch eine mög- 
lichst geringe Krümmung besitzen, also möglichst gerade sind (Princip 



1) W. Ostwald: Lehrb. d. allg. Chemie. II. 1. Chemische Energie S. 37. 



von Hertz — beim Wurf au erweisen aus der Beziehung der lebendigen 
Kraft, die einem Muximum zustrebt, zur Fliehkraft, die als Wider- 
stand möglichst gering ist). 

Ausser den hiermit angedeuteten Gesetzen hat noch ein weiter 
reichendes in der Newton'schen Kräftezusammenaetzung seinen Grund, 
nämlich das Intensitätsgesetz von G.Helm'). Dit» Intensität nach 
Helm ist ein Factor der Energie; in der Mechanik wird sie durch die 
Kraft dargestellt. Daher ist ersichtlich, da«s die Bewegung stets im 
Sinne der grössten Intensität erfolgen muss, und dasa Gleichgewicht 
herracht, wenn zwei gleiche Intensitäten einander entgegenwirken. 
Das Gesetz läast sieh auf die Übrigen physikalischen Gebiete aus- 
dehnen und ist von grosser Fruchtbarkeit. 

Das Energieprincip ist nicht bloss für die Mechanik von grosser 
Bedeutung. Vereuche haben gezeigt, dasa gleichwie zwischen schweren 
Massen und der Erde auch zwischen sogenannten magnetischen und 
elektrischen Massen Wechselwirkungen bestehen; insbesondere hat 
Coulomb (1785) mittelst der Drehwage nachgewiesen, dass die be- 
züglichen Äuziehungen und Äbstossungen im umgekehrt quadratischen 
Verhältnis zur Entfernung der wirkenden Massen stehen, dasa also 
die Form des Newton'schen Giitvitation-sgesetzys auch hier Geltung 
hat. Die in der Mechanik gebräuchliche Behandlung der Kräfte ist 
deshalb auch auf die Gebiete des Magnetismus, der Elektricität und 
der Mülecularphysik zu übertragen, und das Energieprincip Kndet 
auch hier seine Anwendung. Thatsäcblich lassen sich z. B. die Ver- 
theilung der Elektricität auf der Oberfläche von t'onductoren und die 
Gestalt der Flüaaigkeitsoberflächen im freien Zustande und in Ge- 
fässon damit erklären, dass die betreffenden potentiellen Energien den 
klein st möglichen Wert haben; und bevor die Gleichgewichtszustände 
erreicht sind, verlaufen die elektrischen und die Flüssigkeitsströmungen 
in der Hichtung des grössten Enei^iegef alles. Von diesem Gesichts- 
punkte wirkender Centralkräfte hat U. v. Helmholtz (1847) das Energie- 
princip in seiner allgemeinen Bedeutung ausgesprochen mid bei den 
Anwendungen desselben auch Wärme-, chemische, und elektromagne- 
tische Erscheinungen in Betracht gezogen'). 

Aber schon vorher, nämlich im Jahre 1842, hatte R. Mayer') 
von einem allgemeineren Stundpunkte das Princip der Erhaltung der 
Enei^ie erkannt und dessen Bedeutung für alle Naturerscheinungen 
ausgesprochen. Seine wichtigste Leistiing ist die zahlenmässige 
Bestimmung des mechanischen Wärmeäi{ui valentes, das er aus 



1) G. Helm: Die Leljrf i 
3) H, V. HelmhoUzr Übi 
ClasBikcr d, esacten Wisa. 

3) B. MajiT: Die Mechanik der Wärme. HerauBgegeb, v, Weyrauch. 



die Erlialtunj; der Kraft. Siehe auch Oatwald's 
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der Arbeit zur Zusammendrückung eines Gases und aus der dabei 
entwickelten Wärme ermittelte; er selbst erklärte die betreflfende Zahl 
für wertvoller, als eine ganze Bibliothek voll wohlklingender Hypo- 
thesen. — Nach Mayer berechnete Joule (1843) das mechanische 
Wärmeäquivalent, indem er durch mechanische Arbeit mittelst einer 
dynamoelektrischen Maschine einen elektrischen Strom erzeugte, durch 
diesen Wärme entwickelte und das Verhältnis der Arbeit zur Wärme 
aufstellte. Joule bestimmte auch die Wärme im elektrischen Strom- 
kreise als einen Theil der chemischen Verbrennungs wärme im gal- 
vanischen Elemente. 

Damit wurde nun ziffermässig dargethau, dass nicht bloss in der 
Mechanik, sondern auch in allen anderen physikalischen Gebieten die 
Erscheinungen als Energieverwandlungen zu betrachten sind, dass die 
Wärme des Dampfes in die Arbeit der Maschine, die Arbeit einer 
elektrischen Maschine in elektrische Energie, Licht und Wärme ver- 
wandelt wird. Energie wird dabei weder vernichtet, noch neu erzeugt; 
darauf gestützt spricht Clausius (1865) den Satz aus: Die Energie des 
Weltalls ist constant. 

Das Energieprincip vermag nun infolge seiner in vielen Gebieten 
verbürgten Giltigkeit der Naturlehre die grössten Dienste zu leisten; 
es vennag jedoch allein noch keine Erklärung der mannigfachen 
Erscheinungen zu geben. Denn es fasst ja nur die Bestimmungsstücke 
der Erscheinungen gesetzlich zusammen; es vermittelt aber im all- 
gemeinen die Erscheinungselemente nicht, wenn es auch oft auf das 
Vorhandensein einzelner schliessen lässt und aus bekannten einzelne 
unbekannte Elemente zu bestimmen ermöglicht. Die Bestimmungs- 
stücke der Erscheinungen, die Bewegungsbedingungen u. s. w. müssen 
im allgemeinen gegeben sein. Das Energieprincip hat sich aus dem 
Studium der Erscheinungen bei bekannten Maschinen entwickelt, und 
es ist gleichwie hier, auch sonst auf Naturvorgänge in bestimmter 
Weise nur anwendbar, wenn deren Bestandtheile und die Beziehungen 
zum Energieprincipe bekannt sind. Die Forderung, die somit als Be- 
dingung für die Anwendung des Energieprincips an die Naturlehre 
gestellt wird, fällt mit der Forderung einer anschaulichen Natur- 
erklärung überhaupt zusammen. Derselben wurde zu allen Zeiten 
Rechnung getragen; immer hat man die verschiedenen Naturerschei- 
nungen auf bekannte einfache Thatsachen zurückzuführen gesucht. 
Mit Rücksicht auf die grosse Bedeutung dieser Erklärungsversuche 
auch für das Energieprincip soll auf die wichtigsten derselben kurz 
hingewiesen werden. 

Wie im vorhergehenden Capitel bemerkt wurde, suchten bereits 
die griechischen Philosophen vor 2^/^ Jahrtausenden das Princip aller 
Dinge in Stoffen, die mit besonderen Eigenschaften begabt seien und 
den Raum ausfüllen. Unseren heutigen Anschauungen am nächsten 



kommen Demokrit (um 400 v. Chr.) und Epikur (342—270 v. Chr.) 
mit ihren Ätomtheorieu, iiBch welchen unendlich viele kleinste 
Körperchen in dem leeren Welträume verbreitet seien, die bei ihren 
Bewegungen an einander prallen und durch Wirbel sich zu Körpern 
zusammen ballen; die Wirbel seien der Anfang der Weltbildung, (ie- 
Htiltzt auf dieae Hypothese erklärte Lucretius (9(> — »5 v. Chr.) die 
Wirkung des Magnetes durch ein Ausströmen von Atomen, das ringsum 
einen luftleeren Raum erzenge, in welchen das Eisen hinein stürze. 
Cabeo (16ii0) stellte eine ähnliche Theorie für die Elektricitat auf. 
Deacartes (15116 — 1650) legte den Grund zu einer Ätherhypothese ; 
er lehrte, es gebe keinen leeren Raum und keine Atome; doch nimmt 
auch er an, dasa der „Himmelsstoff" aus kleinen Kügelchen be- 
stehe, welche Wirbelbewegungen in der Grösse der Planetenbahnen 
und auch fortschreitende Bewegungen ausführen; die Kügelchen des 
Himmelestoffes vennögen die Körper zu Bewegungen anzuregen. Jakob 
und Job. Bernoulli und Euler verbesserten die Athertheorie, indem 
sie dieselbe den Ei'scheinungen besser anpassten. Der letztere suchte 
(17fi2j die Anziehung zweier Körper im Himmelsraum aus dem 
Druck und der Bewegung des Äthers abzuleiten. Er nimmt dabei 
an, dttss die Körper in ihrer Nähe die Elasticität des Äthers ver- 
ändern. Der elektrische Zustand entstehe durch eine Pressung oder 
Verdünnung des Äthers in den betreffenden Köi-pem; rings um solche 
Körper bilde sich durch Veränderung der Luft eine elektrisdie Atmo- 
sphäre. Auch Magnetismus, Licht und Wärme werden auf Wirkungen 
des Äthers zurückgeführt. Huygens begründete die im wesentlichen 
noch heute gillige Wellentheorie des Lichtes (HiSlO), 

Mit Ausnahme der letztgenannten Lichttheorie, die nach einer 
mustergiltigcn Methode aufgestellt wurde, erscheinen die bis zu Be- 
ginn des gegenwärtigen Jahrbundertes angegebenen Ätbertheorien nur 
in unbestimmten Formen. Dem gegenüber stellt das auf esacte Weise 
gewonnene Newton'scbe Oravitationsgesetz für die Naturlehre eine 
ausserordentliche Errungenschaft dar; ist es ja doch nicht bloss ge- 
eignet, als Grundlage zu eorrecten Deductiouen in der Mechanik zu 
dienen, sondern auch in der Lehre des Magnetismus, der Elektricität 
und im erweiterten Sinne in der Molecularphysik, nachdem man als 
Träger der erstgenannten Kräfte unwägbare Stoffe, (he Impondera- 
bilien, angenommen hat. Newton erklärte, er habe nicht dahin ge- 
langen können, aus den Erscheinungen den Grund der Eigenschaft 
der Schwere abzuleiten, und Hypothesen erdenke er nicht; in seiner 
Optik führt er sogar ausdrücklich die Verschiedenheit in der Äther- 
dichte als Ursache der Gravitation an. Dennoch erklärten Roger Ootes 
and die anderen Schüler Newton 's die unmittelbare Fernewirkung 
als eine wesentliche Eigenschaft der Masse. Die genannten Vertreter 
der Athertheorie machten gegen diese neue, unbegreifliche Eigen- 
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Schaft der Materie gewichtige Gründe geltend, dennoch gelangte sie 
zu allgemeiner Annahme; sie ist noch heute in den Lehrbüchern der 
Physik in ausgedehnter Verwendung. Nur die Wärme wird nebst 
dem Lichte durch einen Bewegungszustand erklärt, nachdem Melloni 
(1798 — 1854) nachgewiesen hat, dass die Wärmestrahlen denselben 
Gesetzen folgen wie die Lichtstrahlen, und nachdem Rumford, Davy u. a. 
qualitativ und Robert Mayer quantitativ die Äquivalenz von Arbeit 
und Wärme nachgewiesen haben. 

In Bezug auf die dynamische Massenwirkung in die Ferne konnte 
nur durch eine genauere Kenntnis der thatsächlichen Verhältnisse eine 
Entscheidung getroffen werden; diese Kenntnis wurde durch die 
Forschungen Faraday's (1791 — 1867) über das elektrische und 
magnetische Kraftfeld gewonnen^). Er zeigte, dass die indu- 
cierende Kraft eines elektrischen Conductors durch eine Metallplatte 
aufgehalten wird, dass sie sich aber um den Rand in krummen Linien 
fortpflanzt, dass also keine unmittelbare Fernewirkung stattfindet. Er 
bewies, dass die elektrische Ladungsarbeit eines Condensators in dem 
isolierenden Zwischenmittel aufgespeichert ist, und dass die Länge, 
Form und Farbe des elektrischen Funkens von dem Raummittel ab- 
hängen. So stellte er fest, dass sich die Kraft im ganzen Räume 
ausbreitet; ihre Richtung wird von den Kraftlinien bestimmt, für 
welche die bekannte Figur der Eisenfeilspäne in der Nähe der Magnet- 
pole ein anschauliches Beispiel liefert. Normal zu den Kraftlinien 
stehen die Niveauflächen oder die Flächen gleicher Arbeit. 
Die Richtigkeit dieser Auffassung, die Faraday auch auf das Feld 
des elektrischen Stromes übertrug, fand durch die Entdeckung der 
Inductionsströme eine glänzende Bestätigung. Sie führte noch zu 
den weiteren Nachweisen, dass alle Körper zwischen den Polen eines 
kräftigen Magnetes magnetisches Verhalten zeigen, und dass das magne- 
tische Feld nicht nur auf elektrische Ströme, sondern auch auf das 
Licht wirkt, dessen Polarisationsebene es zu drehen vermag. Sie führte 
nach den aufgedeckten Beziehungen zwischen Elektricität, Magnetismus, 
Licht und Wärme zu dem Satze: Alle Naturkräfte sind um wandelbar 
und im Grunde nur Formen einer einzigen Kraft. 

Faraday's Lehre vom Kraftfelde gestattet bereits mit Hilfe der 
Kraftlinien und Niveauflächen eine zahlenmässige Bestimmung vieler 
Erscheinungen. Maxwell hat dieselbe noch genauer mathematisch for- 
muliert und durch mechanische Principien begründet^). Damach werden 
die Kräfte auf die Wirkungen eines Raummittels (des Äthers) zurück- 

1) Michael Faraday: Experimental-Untersuchungen über Elektricität. Deutsch 
von Kalischer. 

2) J. M. Maxwell: Lehrbuch der ElektricitUt und des Magpietismus. Deutsch 
von B. Weinstein. 

Femer Werke über MaxwelKs Theorie von L. Boltzmann, Föppl u. a. 
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geführt, das sich in einem Zwangszustande befindet. Dieser Zustand 
wird durch eine „elektrische Verschiebung*' hervorgebracht gedacht. 
Durch die aufgespeicherte Verschiebungsarbeit im Felde entsteht die 
potentielle Energie. 

Mit diesen Feststellungen sind auch die Beziehungen zwischen 
Elektricii&t, Magnetismus und Licht gegeben, die sich als Kräfte des 
Äthers äussern. Maxwell entwickelte in der That eine elektro- 
magnetische Lichttheorie, und diese wurde in neuester Zeit 
durch die berühmten Versuche von Heinrich Hertz über die Aus- 
breitung der elektrischen Kraft und über die elektrischen Schwingungen 
auf das vollkommenste bestätigt^). 

Ebenso wenig wie die Wirkung eines leuchtenden Körpers lassen 
sich die neu entdeckten Erscheinungen im elektrischen und magne- 
tischen Kraftfelde durch unmittelbare Femewirkung erklären. Wie 
jene, so fordern auch diese, dass einem Raummedium, dem Äther, 
eine Rolle zugestanden werde. Mit der Ausbildung der bezüglichen 
Lehren sind gegenwärtig die hervorragendsten Forscher beschäftigt, 
und die " erzielten Erfolge sind schon jetzt für die Wissenschaft und 
für die Praxis von grösster Bedeutung. 

Nach der so begründeten Annahme eines allgemein verbreiteten 
Raummittels kann die potentielle Energie der sogenannten fem- 
wirkenden Kräfte aus dem Bewegungszustande dieses Mediums, d. h. 
als kinetische Energie des Äthers, erklärt werden; es besteht 
kein wesentlicher Unterschied mehr zwischen potentieller und 
kinetischer Energie, und die Energielehre gewinnt im mechanischen 
Sinne ausserordentlich an Anschaulichkeit: die Erscheinungen lassen 
sich als Energietransport zwischen dem Raumäther und den Körpern 
auffassen. 

Dass die Energie des Äthers in den verschiedenen physikalischen 
Kraftfeldern mechanischer Natur sei, ist eine Hypothese, die sich 
aus dem zuerst bis zu einem gewissen Grade der Vollkommenh(3it 
ausgebildeten Studium der mechanischen Erscheinungen entwickelt 
hat; man suchte die übrigen Erscheinungen auf bekannte Vorstellungen 
zurückzuführen und umgekehrt aus mechanischen Principien sämmt- 
liche Erscheinungen zu erklären, in Gedanken nachzubilden. Die 
Hypothese liefert mindestens sehr passende Vergleiche, sie ermöglicht 
eine einheitliche, übersichtliche Naturauffassung und leistet der Natur- 
forschung die besten Dienste. 

Man kann sich von derselben aber auch unabhängig stellen, die 
verschiedenen physikalischen Energieformen als wesentlich unbestimmt 
betrachten und doch weitgehenden Forderungen der Naturlehre ent- 

1) H. Hertz: Untersuchungen ilber die Ausbreitung d. elektr. Kraft. Ge- 
sammelte Werke. Bd. 11. 

Jftnatcbke, ErhAltang der Energie. *^ 
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npnAtn. Wenn mechanische Arbeit und elektrische Energie in eine 
aqaifridente Menge Wärme Terwandelt werden können^ so folgt wohl 
die Gleichwertigkeit der Terschiedenen Energien, aber nicht ihre 
We«ensgleichheit- Der Begründer des Energieprincipes R, Mayer 
^Mbüert sfygsLT ausdrücklich: «,dasSy um Wärme werden zu können^ die 
Bewegung aufhören muss, Bewegung zu sein**. Dieser Standpunkt 
wird auch in neuester Zeit von Ostwald u. a. Forschem eingenommen, 
liabei erleidet das Energieprincip keine Einschiänkung: im Gegen- 
theil, e« gewinnt erhöhte Bedeutung. Denn die Werte fiir die in 
einander nmwandelbaren physikalischen Energien sind immer einander 
gleich: durch die Erhaltung der Energie werden alle Erscheinungs- 
gebiete innig verknüpft: die verschiedenen Energiewerte zeigen auch 
fibereinstimmende mathematische Formen und gestatten analoge An- 
wendungen ohne irgend welche beschränkende Annahmen. Wie bei 
einer Fläche immer zwei Dimensionen unterschieden werden ^ so sind 
auch bei den meisten Energie werten zwei Bestimmungsstücke, zwei 
Fa^rtoren zu unterscheiden: bei mechanischer Arbeit Kraft und W^, 
bei der Wärme: speci fische Wärme (Capacität) und Wärmegrad 
('Temperatur^, bei der elektrischen Energie: Elektricitätsmenge und 
Klektncitätsgrad TPotential) u. s. w. Einer der beiden Factoren ist 
stet« für den Eintritt einer Erscheinung oder für das Gleichgewicht 
ents<;heidend', G.Helm nennt ihn den Intensitätsfactor und spricht 
den Satz aus: „Jede Energieform hat das Bestreben, von Stellen, an 
welchen sie in höherer Intensität vorhanden ist, zu Stellen niederer 
Intensität überzugehen.'' Der Satz entspricht dem mechanischen Satz 
über die Kräftiezusammensetzung, nach welchem die Bewegung stets 
in der Richtung der stärkeren Kraft erfolgt und Gleichgewicht dann 
eintritt, wenn entgegengesetzt wirkende Kräfte einander gleich sind. 
Der Übergang der Wärme erfolgt vom höheren zum niederen 
Wärmegrad und jener der Elektricität vom höheren zum niederen 
Elektricitätsgrad. Mechanische Kraft, Wärme- und Elektricitäts- 
grad sind die Intensitätsfactoren der betreflfenden Energien. Den 
zweiten Factor der Energie nennt Helm Extensität oder Wir- 
kungsraum. 

Auch die Berechnung der in einem Energiefelde aufgespeicherten 
Arbeit ist durchftihrbar mit Hilfe der aus Versuchen festgestellten 
speciellen Gesetze für die betreffenden Erscheinungsgebiete und ohne 
eine mechanische Hypothese. Man erhält als Wert für die potentielle 
Energie stets ein Product aus den eben angedeuteten zwei Factoren. 
Diese Berechnungsart soll in den folgenden Ausführungen in be- 
gründeter Weise zur Anwendung kommen. 

Bei dieser allgemeinen, von einer mechanischen Hypothese un- 
abhängigen Auffassung wird somit doch die Analogie der vei-schiedeuen 
physikalischen Probleme mit jenen der Mechanik gewahrt, und die 
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Erklärungen können noch immer von einem einheitlichen Gesichts- 
punkte erfolgen, und zu dieser Behandlungsweise ist das Princip der 
Erhaltung der Energie das wichtigste Mittel. 

Dass das Energieprincip über das Gebiet dieser Analogien noch 
hinausreicht, mag hier nur kurz bemerkt werden; die folgende Be- 
handlung der physikalischen Lehren wird es deutlich darthun. 

Das Energieprincip leistet daher der Naturlehre die grössten 
Dienste. Seine historische Entwickelung folgt stets der Aufstellung 
der Grundgesetze in den verschiedenen physikalischen Gebieten un- 
mittelbar nach, und es ermöglicht bereits für einen grossen Theil der 
Naturlehre eine Behandlung, wie sie von Robert Mayer (1845) mit 
folgenden Worten gefordert wurde: „Es gibt in Wahrheit nur eine 
einzige Kraft (Energie). In ewigem Wechsel kreist dieselbe in der 
todten wie in der lebendigen Natur. Die Kraft (Energie) in ihren 
verschiedenen Formen kennen zu lernen, die Bedingungen ihrer Meta- 
morphose zu erforschen, das ist die Aufgabe der Physik." 



I. Bewegug der festem KSrper. 

§ 1. GleicMormige Bewegung. Ein Bote, ein Pferd, ein Fahrzeug 
bewegen «ich gleichförmig, wenn sie in gleichen Zeiten gleiche Wege 
Zurücklegen. Ihre Geschwindigkeit wird durch den Weg in der Zeit- 
einheit gemessen. Damach besteht zwischen W^ L, Zeit T und 
Geschwindigkeit v das Gesetz 

Zur Messung des Weges wird zu wissenschaftlichen Zwecken ge- 
wohnlich ein Centimeter (L), in der Technik ein Meter (m), zur 
MfjsHung der Zeit eine Secunde (T) beziehungsweise Minute (min.) 
odfff Stunde (h; benutzt. Mit den Masseinheiten L und T lässt sich 
die Geschwindigkeit v in der Form \L - T~*] darstellen; man nennt 
diesen Ansilruck die Dimension der Geschwindigkeit im absoluten 
Masssysteme. 

Aus einem verschwindend kleinen Zeittheilchen dT und dem 
Wegeleraente dL ergibt sich die Geschwindigkeit t; = dL/dT, 

Aufg. L Wie gross ist die Geschwindigkeit einer Brieftaube, wenn 
dieselbe 625 km in 5 Stunden zurücklegt? — (29*17 m.) 2. Wie gross 
ist die Umlaufsgeschwindigkeit des Schwungrades einer Dampfmaschine, 
wenn es bei 5 m Durchmesser 30 Umläufe in der Minute macht? — 
(7*854 m.) 3. Wie weit ist eine Kanone entfernt, wenn man das Ab- 
feuern derselben 18 Secunden früher sieht als hört? Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Schalles ist 333 ra. — (5994 m.) 4. In welcher 
Zeit würde ein Eisenbahnzug mit 15 m und eine Schnellpost mit 3'2 m 
Geschwindigkeit den Weg um die Erde von 5400 geogr. Meilen a 7420*44 m 
zurücklegen? — (30 Tg. 22 Std. und 144 Tg. 22 Std.) 5. Wie gross 
ist die Drchungsgeschwindigkeit der Erde am Äquator, wie gross unter 
der Breite von 53®? — (464 m am Äquator. 464 cos 53.) 6. Wie gross 
sind die Umlaufsgeschwindigkeiten der Erde und des Jupiter, wenn man ihre 
Bahnen als kreisförmig ansieht und die Halbmesser derselben zu 20 140000 
Meilen und zu 104 Millionen Meilen gerechnet werden? Uralaufszeit des 
Jupiter = 11*87 Jahre. — (41 Ml. und 1*75 Ml.) (Dr. Müller-Erzbacb.) 

§ 2. Freier Fall. Galilei's Gesetze (1602). Die Körper über der 
Erdobei-fläche zeigen ein sehr verschiedenes Verhalten, wenn sie sich 
frei überlassen werden: die meisten fallen zur Erde, manche steigen 
in der Luft empor, viele schwimmen auf dem Wasser. Bis zu Galilei 
wurde dieses Verhalten von den Aristotelikern durch die Annahme 
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erklärt, dass jedes Ding seinen Ort suche; der Ort schwerer Körper 
sei unten, der leichter oben. Die Bewegung infolge dieses Strebens 
wurde natürliche Bewegung genannt; jede andere Bewegung, wie 
z. B. die Wurfbewegung hiess gewaltsame. Aus den Annahmen 
wurde gefolgert, dass schwerere Körper rascher, leichtere langsamer 
fallen. Was müsste darnach geschehen, wenn man zwei gleich schwere 
Körper mit einander verbände und sie fallen liesse? Der Schluss, 
dass sie schneller fallen müssten, wird von den ausgeführten Ver- 
suchen nicht bestätigt. Hierdurch, sowie durch die Überzeugung, dass 
das Mittel (Luft oder Wasser) auf die Bewegung einen Einfluss 
nimmt, veranlasst, sucht Galilei durch Rechnung und directe Messung 
die Beziehungen zwischen Weg, Zeit und Geschwindigkeit. 

Körper, die den Luftwiderstand leicht überwinden, fallen ungefähr 
gleich schnell zur Erde; dabei wächst ihre Geschwindigkeit augen- 
scheinlich. Galilei macht die Annahme, dass die Geschwindigkeit pro- 
portional mit der Zeit wachse, und gelangt zu Ergebnissen, die durch 
den Versuch als richtig bestätigt werden. Die Geschwindigkeits- 
zunahme in der Zeiteinheit heisst Beschleunigung oder Acce- 
leration {Ä), Somit ist die Geschwindigkeit nach t Secunden 

Ein Wegelement ist 

dL = V ' dt = Ä • t ' dt 
und der ganze Weg^) 

Die Werte für v und L geben vollständig die Gesetze für den 
freien Fall. Die Beschleunigung Ä wird als unveränderlich voraus- 
gesetzt, und die Bewegung heisst deshalb gleichförmig be- 
schleunigt. 

Aus dem Weggesetz folgt demnach: 1) Die Fallräume verhalten 
sich wie die Quadrate der Fallzeiten. Und durch Subtraction der 
Wege in zwei aufeinander folgenden Secunden erhält man: 2) die 
Wege in den aufeinander folgenden Secunden verhalten sich wie die 
ungeraden Zahlen. 

Die Richtigkeit dieser Gesetze lässt sich mittelst der Galilei'schen 
Fallrinne und mittelst der Atwood'schen Fallmaschine (1781) leicht 



1) Die hier auszuführende Summierung Ct- dt gestaltet sich leicht elementar, 
wenn man setzt ^ = — (f^ + ^n-f i) ^^^ ^^ ==" (^n-fi ~~ ^n) • ^^^^ erhält 

Nimmt man die Wege in den auf einander folgenden Secunden als gegeben an, 
80 lässt eich L als Summe einer arithmetischen Progression ermitteln, und 
daraus erhält man v = JL/Jt und Ä == v/t . 



nachweisen; dsraus folgt auch die Richtigkeit der Gftlilei'sohen Voi 
aasaetzongea. 

Ausser den Fallversuchön nuf der schiefen Ebene mit Kugeln t 
verschiedenen Substanzen zeigen Fallversuche in einer luftleer 
pumpten Röhre ganz allgemein, dass die Beschleunigung A 1 
alle Körper an demselben (^rte gleich gross ist. Sie ist am M 
niveau unter 45" geogr. Breite 9806 m, also nngeHihr 10m. 
Dimension ist [L • T-^]. 

Ans verschwindend kleinen Weg- und Zeitelementen berechnet, sinffi 

dL , . d'i 

V = -,, und -4 = -TTi- 
dl dt' 

Eine Verbindung der gewonnenen Gesetze über die gleichförmig 

und gleichförmig beschleunigte Bewegung i"Qhrt zu den Gesetze! 

der Wurfbeweguug vertical nach abwärts uud nach aufwärts. 

beiden sei die Anfangsgeschwindigkeit v^; dieselbe wird beim Wui 

nach abwärts um die Beschleunigung vermehrt, beim Wurf nach atd 

wärts vermindert; demnach ist die Geschwindigkeit nach t Secundc 



und der Weg 



-At 



L = ßva±Al)dt = Vot± ^A^. 



Aofg. 1. Es sind Endgeücb windigkeit uod Zeit aus dem Weg Z i 
der Beschleunigung A beim freien Falle zu bestimnien, S. Beim Wurf nac 
aufwärts seien die Wurfhöhe {der Weg) // und die Beschleunigung -if gegeben* 
wie gross sind Anfangs- und Endgeschwindigkeit, Steig- und Fallzeit?] 
3. Auf der Ebemburg ist ein Brunnen, in den ein Stein in 4'/^ Secundei 
hin&bf^llt; wie tief ist derselbe, welche Geschwindigkeit hat der Stein beia 
AufBchlagen? ^1 = 10 m. — (lOl'/j m Tiefe, 45 ra Geschw.) i. ~ 
i^eit würde ein Stein brauchen, um von der Spitze des Strassburger Münster 
125 m herunterzufallen, und mit welcher Geschwindigkeit würde c 
langen? — (5 See, 50 m.) B. Von welcher Höhe mnss ein Stein herabfalle! 
um eine Geschwindigkeit von 100 m zu erlangen? — (500 m.) 6. WÜfl 
lange und wie hoch steigt eine Kugel, die mit einer Geschwindigkeit vonl 
800 ra senkrecht aufwärts geKchossen wird, und mit welcher Geschwindig- 
keit langt sie wieder auf dem Boden an? — (80 See, 32 000 m hoch, J 
800 m Geschw.) 7. Ein Zug von 12 m Geschwindigkeit verliert nach 
Dampfabschluss in jeder Secunde O'l m Geschwindigkeit; welche Ge- 
schwindigkeit hat der Zng nach 1 Minute, wann und nach welcbem Wege 
kommt er zur Ruhe? — (6 m., 120 See., 720 m Weg.) (P. Reis.) 

§ 3, Maas der Kraft. (Newton 1686.) Alle irdischen Körper 
haben das Bet^treben, in verticaler Richtung zur Erde zu fallen. Sie 
besitzen die Eigenschaft der Schwere. (Versuch mit dem Bleiloth.) 
Werden sie durch Aufhängen oder Unterstützen aufgehalten, so Oben 
sie einen Zug oder Druck aus, dessen Grösse ihr absolutes Gewicht 
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heisst. Die wissenschaftliche Gewichtsbestimmung geschieht durch 
das Grammgewicht (g*), die technische durch das Kilogramm- 
gewicht (kg*). 

Frei gelassene Körper fallen mit der Beschleunigung 9*81 m zur 
Erde. Die Ursache einer Bewegungsänderung nennt man nach Newton 
„Kraft". Die Beschleunigimg der Schwere ist die Wirkung der Schwer- 
kraft und kann zur Messung derselben benützt werden. Um zum 
Newton'schen Mass der Kraft zu gelangen, lassen wir einen Körper 
unter Einwirkung verschiedener Kräfte verschiedene Beschleunigungen 
annehmen; z. B. wir lassen einen zerlegbaren Körper etwa im Gewichte 
von 120 dg frei fallen; er gewinnt da eine Beschleunigung von ungefähr 
10 m, alsdann theilen wir den Köi*per und belasten die beiden Schnur- 
theile einer festen ^Rolle (Atwood'sche Fallmaschine) etwa auf einer 
Seite mit 80 dg und auf der anderen mit 40 dg; im letzteren Falle 
erhält der Körper von 120 dg Gewicht durch das Übergewicht von 
40 dg eine Beschleunigimg von 33 m. Der Körper erhält also unter 
der Einwirkung zweier verschiedenen Kräfte F^ und F^ die Be- 
schleunigungen Ä^ und A^ . Setzen wir nach Newton die Kräfte 
ihren Wirkungen, nämlich den Beschleunigungen proportional, so er- 
halten wir 

-Z*j I ±2 ^^^ -^1 • -^ • 

Damach ist 

A, A, 

eine von den wirkenden Kräften und den erzeugten Beschleunigungen 
unabhängige Grösse, welche ihren Wert beibehält, solange der Körper 
derselbe ist. Diese für den Körper charakteristische Grösse, welche 
unter der Einwirkung einer Kraft eine bestimmte Beschleunigung an- 
nimmt, heisst die Masse des Körpers. 
Die Gleichung 

F==^MA 

gibt nun die Beziehung zwischen Kraft, Masse und Beschleunigung 
an und bestimmt eine der Grössen, sobald die beiden anderen ge- 
geben sind; sie gibt das dynamische Mass einer constanten Kraft. 
Newton wählt als bekannte Grössen die Kraft und die Be- 
schleunigung; als Mass für die erstere nimmt er das statische Kraft- 
mass, nämlich die Gewichtseinheit an. Nach diesem Muster wird noch 
heute in der Praxis zumeist das Kilogrammgewicht (kg*) als Kraft- 
einheit angenommen. Im vorstehenden speciellen Falle wären die auf 
den 120 dg schweren Körper wirkenden Kräfte 1*2 kg* und 0*4 kg*, 
welche dem Körper beziehungsweise die Beschleunigungen 10 und 
3*3 m ertheilten. Damach ergibt sich die Körpermasse 

itf = F/^ = 1-2/10 = 0-4/ 3-3 = 012 Masseneinheiten. 
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Die Mesgung der Kmfte durch Gewichte ist richtig, solange es 
sich nm Massenvergleichungen an einem und demselben Orte handelt, 
wo die Beschleunigung für alle Körper constant und das Gewicht der 
Masse proportional ist. Für wissenschaftliche Zwecke wird sie aber 
unbrauchbar, wenn Gewichtsbestimmungen mittelst der Hebelwage an 
verschiedenen Orten der Erde ausgeführt werden. Eine solche Wägung 
gibt für denselben Körper überall dasselbe Gewicht, während es in 
Wirklichkeit wegen der Veränderlichkeit der Beschleunigung in ver- 
schiedenen geographischen Breiten verschieden ist. Unveränderlich 
ist die Masse der Körper; deshalb ist es vortheilhaft, die Gewichte 
als Mass für die Masse zu benützen, wie es auch im geschäftlichen 
Leben der Fall ist. Man wählt darum (im Centimeter-Gramm-Secunden- 
sjstem) die Masse eines Grammes, Grammmasse genannt, als 
Masseneinheit. Für die absolute Krafteinheit erhält man dann 
im dynamischen Kräftemass die Gauss'sche Definition, nämlich jene 
Kraft, welche der Masseneinheit (Gramm) in der Zeiteinheit (Secunde) 
die Einheit der Geschwindigkeit (cm) ertheilt. Diese Krafteinheit 
heisst Djn; ihre Dimension ist [LMT~^]. 

Ein Grammgewicht entspricht 980*6 Dyn, oder 1 Dyn ungefähr 
1 Milligrammgewicht. 

Viele Messungen werden mit Vortheil auf die Volumseinheit 
bezogen, und man nennt das Gewicht der Voluraseinheit eines Körpers 
specifisches Gewicht und die Masse in der Volumseinheit Dichte. 

Nach dem angegebenen dynamischen Kräftemass F = MÄ ist 
die Beschleunigung für die Eintheilung der Kräfte entscheidend. Da 
die Beschleunigung der Schwere in einem nicht allzuweit ausgedehnten 
Versuchsgebiete sich als constant erweist, so ist auch die Schwer- 
kraft «als constante Kraft zu betrachten. Ist die Beschleunigung 
während des Weges veränderlich, so heisst auch die Kraft veränder- 
lich. Auch für solche Kräfte kann das obige Kräftemass in Anwen- 
dung gebracht werden; man kann nämlich den Weg und die Zeit in 
so unendlich kleine Theile getheilt denken, dass während eines solchen 
Theilchens die Kraft als constant angenommen werden darf. Aus 
einem Wegelemente dL und dem zugehörigen Zeitelemente df erhält 
man nach obigem 

dL M dv d*L j T-» Ttjr A TtJtd^L 

Aufg. 1. (Wo es nicht anders angegeben ist, sind die Gewichte als 
Kraftmasse zu betrachten.) Wie viele Masseneinheiten enthält ein Körper, 
der ein Gewicht von 29*43 kg hat? ~ (29-43/9-81 = 3.) 2. Auf einen 
Körper von 200 kg Gewicht wirkt 20 Secunden lang eine Kraft von 30 kg; 
welche Geschwindigkeit erlangt er? Ä = 9'81 m. — (29*43 m.) 3. Welchen 
Druck erleidet eine Hand, die ein Gewicht von 2 kg trägt, wenn sie 
sich mit einer Beschleunigung von 05 m auf- oder abwärts bewegt? — 
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(31 lind ri* li)?,) 4. Mit welcher Besehleiinigung iiiüsste sich die Haiiil 
aulwUils bewegen, wenn sie den doppelten Dmck, mit welcher abwätrts, 
wenn sie gar keinen Drack des auf ihr liegenden Gewichtes empfinden 
aolite? — (+ 9'81 m.) 5. An den Enden eines schwerlosen Fadens, der 
Aber eine Bolle gelegt ist, sind Gewichte von bez. 5 nnd 3 kg befestigt. 
Wie grosa ist die BeschleuuigTingV — (2*4.') m.) (Fliedner und Krelis.) 
6. Die specifischen Gewichte sind vuu Wasser 1 g, Schmiedeeisen 7'S g, 
Kupfer 8'9 g, Ülei 11'35 g, tjuecksilber 13'6 g; wie gross sind die Dichten 
dieser Stoffe und wie verhalten sich dieselben zu einander? 7. Wie viel 
Dyn entsprechen die speciüscheu Gewichte der vorhergehenden Aufgabe? 

§ 4. Gleichwertigkeit der Arbeit und Energie. (Huygens lfi73,) 
Wenn ein Körper fällt, so wirkt die Schwerkraft längs der FnllhÖhe; 
man sagt., sie leistet eine Arbeit. Das Ergebnis der Arbeit ist der 
BewGgungszu stand, die Geschwindigkeit des Körjiei's. Umgekehrt ver- 
mag ein Körper, der mit einer gewissen Geschwindigkeit verticsl 
nach aufwärts geworfen wird, infolge seines Bewegungszustnndes sein 
eigenes Gewicht um eine gewisse Höhe emporzuheben, also Arbeit 
zu verrichten. Arbeit und Bewegungszii stand stehen daher in einer 
bestimmten Beziehung zu einander, die nach den Galilei- Newton - 
scheu Gesetzen leicht mathematisch ermittelt werden kann. Ans der 
Schwerkraft F^ MA, dem Wege beim Wurfe nach auf- oder ab- 
wärts L ^ Vgt + At* und der Geschwindigkeit nach der Zeit (, 
nämlich v = v. 4- AI, erhält man die Form 



FL = 



(}. jjf „' _ 1 Mr,,") . 



Die linke Seite der Gleichung gibt die Leistung der Kraft längs 
des Weges L; der Ausdruck führt nach Coriolia und Poncelet 
den Namen Arbeit. Die allgemeine Bedeutung desselben lässt sich 
durch zahlreiche Beispiele erläutern: bei der Bewegimg der Körper 
in verticaler Richtung nach abwärts leistet die Schwerkraft eine 
Arbeit; bei der Dampfmaschine ist es die Spannkraft des Dampfes, 
welche den die Maschine treibenden Kolben längs des (Jylinders fort^ 
schiebt; beim Abfeuern eines Geschützes wirkt die Expanaivkraft der 
Pulvergase auf das Projectil längs des Rohres und treibt das Geschoss 
gegen das Ziel etc. Werden F^ l und L=\, dann erhalten wir 
in dem Producte {FL) die Arbeitseinheit, als welche im praktischen 
Leben ein Kilogramm-Meter und fBr wissenschaftliche Me.^ungen 
nach dem Centimeter-Gramm-Secundensystem ein Erg, d. i. die Arbeit 
von 1 Dyn auf 1 cm angenommen wird. 

Die Ausdrücke der rechten Seite der Gleichung haben die Form 
Y-Jfv*. welche nach Leibniz und Coriolis lebendige Kraft oder 
nach Thomson kinetische Energie genannt wird. 



26 I- Bewegung der festen Körper. [§ 4. 

Mit Benutzung der angeführten Benennungen gibt die vorstehende 
Gleichung ftlr den Wurf nach abwärts den Satz: Die Arbeit einer 
Kraft, welche zur Bewegung eines Körpers verwendet wird, 
ist dem Zuwachs an lebendiger Kraft des Körpers gleich. — 
Die obigen Gleichungen gelten auch für eine gleichförmig verzögerte Be- 
wegung z. B. für den verticalen Wurf nach aufwärts. In diesem Falle 
haben Kraft und Weg entgegengesetzte Richtungen und die Arbeit wird 
negativ, es verrichtet der bewegte Körper die Arbeit der Hebung 
seines eigenen Gewichtes, indem er Geschwindigkeit verliert und mit 
Bezug darauf gibt die letzte Gleichung den Satz: Die von einem 
Körper während seiner Bewegung geleistete Arbeit ist gleich 
dem Verluste, den er an lebendiger Kraft erleidet. Es wird die 
gesammte lebendige Kraft zur Arbeitsleistung verbraucht, 
wenn Vq = wird, d. h. wenn der Körper zur Ruhe kommt. 

Die gewonnenen Sätze von der Äquivalenz der Arbeit und der 
lebendigen Kraft lassen sich auf zahlreiche Vorgänge anwenden, welche 
zugleich das Wesentliche der Bezeichnungen ,4ebendige Kraft", „actuelle 
oder kinetische Energie" deutlich zu machen vermögen. Durch die 
lebendige Kraft hebt der nach aufwärts geworfene Körper sein Ge- 
wicht, treibt ein Wasserfall Wasserräder und Turbinen, bewegt das 
Schwungrad die Maschine, während der Kolben in seinen todten 
Punkten steht, verrichtet das Geschoss sein kriegerisches Demolierungs- 
werk etc. Immer vermag die lebendige Kraft eine ihr äquivalente 
Arbeit zu leisten und dieser physikalischen Bedeutung entspricht die 
Definition: die lebendige Kraft oder kinetische Energie ist die Leistungs- 
fähigkeit eines bewegten Körpers. 

Die bisherigen Feststellungen beziehen sich nur auf constante 
Kraftwirkungen. Es unterliegt jedoch keiner Schwierigkeit, das Gesetz 
der Äquivalenz der Arbeit und der lebendigen Kraft auch auf die 
Fälle inconstanter Kraftwirkungen auszudehnen. Man hat dann nur 
die Wege in solche Elemente zu zerlegen, längs welchen die wirkende 
Kraft als constant gelten kann, und die auf diesen Wegelementen 
geleisteten Arbeitselemente zu bestimmen. Für ein Wegelement k 
gilt dann ebenfalls die obige Gleichung 

und für alle Wegelemente 

Die Summe der Arbeitswerte erstreckt sich auf alle Wegelemente. 
Die Gleichung besagt wieder die Äquivalenz von Arbeit und leben- 
diger Kraft. 

Die Dimension der Arbeit und lebendigen Kraft ist [L^MT^^]. 



In der Tuchnik ist es von Wicbtigkeit, die Arbeitsleistung in einer 
bestimmten Zeit zu kennen; man nennt die Arbeit, welche in einer 
Secunde jfeleistet wird, Effect und nimmt als Einheit desselben das 
Secunden-Kilogramm-Meter (kgm/s) oder bei grösseren Eifecten 
die Pferdekraft ^ 75 kgm/s. Die Dimension des Effectes im ub- 
solnten Masasysteme ist [L'MT~^]. 

Aufg. 1. Wie riele Erg enthttU die Arbeit 1 g-em? — (980f).) 

3. Wie viele Erg enthalt 1 Icgm? — (10' ■ 9-806.) 8. Wenn 10' Erg 
= 1 Joule, und der Effect dieser Arbeit in einer Secunde 1 Watt ge- 
nauüt wird, wie viele Watt sind 1 PferdekraftV — (735'45 Watt.) 

4. Weiche Arbeit (kgm) wird aufgewendet, wenn Ü5 kg 12 m hoch ge- 
hoben werden? — (300 kgiu.). 5. Welche Arbeit ist nöthig, um einen 
Eimer voll Wasser, 30 kg wiegend, aus einem Brunnen von 15 ni Tiefe 
üu ziehen? — (450 kgm.J 6. Wekbe Arbeit verrichtet ein Mensch von 
70 kg Gewicht, wenn er auf einer wagrechten Bahn 1 Meile (7420 m) 
weit geht und bei jedem Schritte (ä ÜO cm) seineu Körper 2 cm hebt, 
und wenn die Arbeit zur Bewegung der Glieder ausser Rechnong bleibt? 
— (17 313'/^ kgm.) 7. Welche Arbeit consumiert ein Postwagen, der 
mit dem Inhalte 1 500 kg wiegt, auf einer wagrechten Strasse von 3 Meilen 
(ii 7420 ml lang, wenn der Wideretand der Reibung auf 1 30 des Ge- 
wichtes geschützt wird? — (1113 000 kgm.) 8. Welche Arbeit pro- 
daciert Dampf, der mit einem Drucke von 3 Atmosphären (ä 10338 kg 
auf 1 cm^) einen Kolben von CO cm Dm-chmesser 200mal in einem 
Cylinder von 1 m Länge hin- und herachieblV — (.'1504 200 kgm.) 
8. Wie gross ist die Arbeit des Dampl'es der vorhergehenden Aufgabe 
bei einem Kolbenhiibe, wenn der Druck des Dampfes von 3 Atm. gleich- 
m&ssig bis '/.a [Null abnimmt? — (4380 kgm,) 10. Wie gross ist der 
Effect eines Wasserfalles, bei welchem in jeder Secunde 850 kg Wasser 
6 m hoch herabfallen? — (5100 kgni/s.^ U. (iOOO kg Wasser fiiessen 
in jeder Secunde durch den Querschnitt eines Flusses mit einer mittleren 
Geschwindigkeit von 2 ra; wie gross ist die lebendige Kraft des Flass- 
wasaers? .^ = 10 m. — (1200 kgm.) 12. Ein 600 kg schwerer Rammklotz 
soll in der Minute lOmal 3 m hoch gehoben und der einzelne Mann dabei 
auf nicht mehr als 1 1 kgm pro Secunde beansprucht werden; wip viel Mann 
sind zu dieser Arbeit anzustellen? — ('^7 Mann.) 13. Wie gross muss die 
Geschwindigkeit eines 240 000 kg schweren Eisenbahn zuges sein, wenn er 
nach Abstellung des Dampfes bei dem Widerstände von 650 kg nur noch 
1500 m weiter gehen soll? Die Beschleunigung der Schwere sei 10 m. — 
(9"01 m.) 14. Wie weit bewegt sich ein Eisenbahnzug von 15 m Geschwindig- 
keit ohne Dampf kraft weiter, wenn der Beibunga widerstand l/USO vom 
Gewichte des Zuges ausmac.bt? — (2812% ni,) 15. Die im Jahre 1779 
vom Vesuv ausgeworfenen Steine erreichten eine Höhe von 3430 m; 
wie gross war ihre Anfangsgeschwindigkeit? A = 9'81. — (259'4 m.) 
16. Wie gross ist der absolute Effect einer Dampfmaschine, wenn der 
Dampf eine Spannung von 4 Atm, ("A 1'0328 kg auf 1 cm^) hat, und 
wenn der 40 cm breite Kolben in jeder Secunde 15m zurücklegt? — 
(7787 kgm/s = 104 Pferdekrft.) 17. Wie viele Pferdekräfte sind er- 
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forderlich, um einer Masse gleich der unserer Erde (= 5 Quadrillionen 
kg) binnen 6000 Jahren die Geschwindigkeit der Erde um die Sonne 
(= 30 000 m) zu geben? — (Über 16 Trill. Pferdekräfke.) 18. Wenn 
ein Hammer von 05 kg Gewicht mit einer Geschwindigkeit von 10 m 
auf einen in einem horizontalen Brette steckenden 2^agel schlägt und ihn 
5 cm tief eintreibt, wie gross müsste ein Gewicht sein, um auf den Nagel 
gelegt, durch seinen Druck dieselbe Wirkung auszuüben? Die Beschleu- 
nigung der Schwere sei 9*81 m. — (51*5 kg.) 19. Welche Kraft ist 
erforderlich, um einen Eisenbahnzug von 27 000 kg Gewicht auf einer 
horizontalen Schienenbahn binnen 4 Minuten aus der Geschwindigkeit von 
7 m in die von 14 m zu bringen? Die Schwerebeschleunigung sei 
9*81 m. — (80*28 kg.) 20. Welche Arbeit ist erforderlich, um einer 
10 000 kg schweren Locomotive auf einer horizontalen Bahn eine Ge- 
schwindigkeit von 10 m zu ertheilen? — (Ohne Rücksicht auf die Beibung 
50 968 kgm.) 21. Wie gross ist, in Pferdekräften ausgedrückt, der Effect 
einer Dampfpumpe, welche in 3 Minuten 600 hl Wasser 3 m hoch zu 
heben vermag? — (iS^/g Pferdekräfte.) [Die Aufgaben sind entnommen 
6—9 d. Lehrb. v. P. Reis, 10—15 d. Aufgabenslg. v. Müller-Erzbach, 
17 — 21 d. Aufgabenslg. v. Fliedner u. Krebs] 

§ 5. Arbeit bei unfreier Bewegung. Es soll die Arbeit ermittelt 
werden, welche die Schwerkraft leistet, wenn sie einen Körper längs 
einer schiefen Ebene herab bewegt. Die Reibung bleibe unberück- 
sichtigt. Der gesuchte Wert folgt leicht aus der Anwendung des 
Satzes von der Gleichwertigkeit der Arbeit und lebendigen Kraft 
auch für den gegebenen Fall. Um zum gewünschten Resultate zu 
gelangen, kann Galilei's Betrachtung der Bewegung auf der schiefen 
Ebene dienen. Nach dieser erlangt ein schwerer Körper längs der 
schiefen Ebene dieselbe Geschwindigkeit, als wenn er im freien Falle 
die verticale Höhe der betreflFenden Ebene zurücklegte^). Die Richtig- 
keit dieser Annahme folgt aus der Unmöglichkeit des Gegentheils. 
Denn würden wir annehmen, dass ein Körper bei der Bewegung 
längs der schiefen Ebene eine grössere Geschwindigkeit erlangte als 
beim Fall längs der Höhe, so könnten wir denselben mit der er- 
langten lebendigen Kraft auf eine andere schiefe oder verticale Ebene 
übergehen lassen, auf welcher er zu einer grösseren als seiner ur- 
sprünglichen Höhe emporsteigen müsste. — Bei der Annahme, dass 
der Körper etwa eine kleinere Geschwindigkeit längs der schiefen 
Ebene erreiche, würde eine Umkehrung des Processes dasselbe Re- 
sultat ergeben. In beiden Fällen könnte ein schwerer Körper von 
selbst nach aufwärts steigen, es würde Arbeit aus Nichts entstehen, 
Arbeit und Energie wären nicht äquivalent; diesen Schluss halten wir 
für unmöglich. 



1) Siehe E. Mach: Die Mechanik in ihrer Entwickelung S. 123 etc. und 
Grandries der Naturlehre. 
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Dieselbe Betrachtungsweise wendet Galilei auf die Bewegung 
eines Pendels (Fig. 1) an; eine kleine Kugel A^ die an dem Faden AO 
aufgehängt ist, macht eine Halbschwingung AB mit dem Radius AO 
und die weitere Halbschwingung BG 
mit dem Halbmesser 0^5; um die 
letztere Halbschwingung zu erreichen, 
schlingt sich der Faden OB um einen 
Stift 0^. Wenn die Pendelbewegung 
von A beginnt, so muss das Pendel 
auch bis zur Horizontalen AG^ auf- 
steigen; kleine Differenzen haben in 
dem Luftwiderstand ihren Grund. — 
Würde beim Herabfallen auf einer _ 

Seite eine grössere lebendige Kraft er- 
reicht als auf der anderen, so Hesse sich eine Vorrichtung treflfen, 
dass das Pendel von selbst immer höher stiege; es liesse sich Arbeit 
aus Nichts erzeugen. Da wir diese Möglichkeit für ausgeschlossen 
halten, so folgt, dass die lebendige Kraft und auch die Arbeit bei 
der Bewegung nicht von der Richtung und Krümmung der Bahn, 
sondern nur von der verticalen Fallhöhe abhängen, dass also sowohl 
bei der Bewegung längs der schiefen Ebene, als auch bei der Pendel- 
bewegung die von der Schwerkraft geleistete Arbeit gleich der Arbeit 
beim freien Fall längs der gleichen 
verticalen Fallhöhe ist. 

Für die schiefe Ebene (Fig. 2), 
deren Länge ü, Höhe ä und Neigungs- 
winkel a sind, ergeben sich nach 
diesen Überlegungen folgende zahlen- 
mässige Bestimmungen: 

Um einen Körper von der Basis 
zum höchsten Punkte der schiefen Ebene 

etwa längs der Höhe h zu heben, ist die Arbeit W=^F'}i er- 
forderlich, wenn F die wirksame Schwerkraft bezeichnet. Diese 
Arbeit wird in eine gleichwertige lebendige Kraft umgewandelt, wenn 
der Körper wieder in die Wagrechte der Basis 6 zurückfällt; dabei 
kann die Richtung und die Form des Weges auf das Ergebnis 
keinen Einfluss üben, wenn Arbeit weder gewonnen werden, noch 
verloren gehen soll. Es ist demnach auch die Arbeit längs der 
schiefen Ebene 

TT = F • Ä = -F . Z • sin a = (F . sin a) • / . 

Der wirklich zurückgelegte Weg ist /, von diesem ist die Fall- 
höhe h die Projection auf die Richtung der Schwerkraft, und es gilt 
demnach der Satz: Wenn Kraft und Weg nicht in gleicher Richtung 



Fig. 2. 
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liegen, so ist die Arbeit gleich dem Producte aus der Kraft in ( 
Projection des Weges auf die Kraftrichtung. 

Der Ausdruck W läaat in der zuletzt angegebenen Form aoci 
tine andere Deutung zu: Man kann (F ■ sio a) = f als die Erafl i 
der Richtung des Wegea l betrachten, welche die Arbeit thatsächlid 
verrichtet. Die Richtigkeit dieser Auffassung wird durch den Vet^ 
BUch, den Köri>er auf der schiefen Ebene in Ruhe üu erhalten, b»'" 
stätigt; denn wirklieh ist eine Kraft /*=/■'- sin h, die längs de^ 
schiefen Ebene nach aufwärts gerichtet ist, imstande, Ruhe oder Oleid 
gewicht berzustelleu. Mittelst des Gleichgewichtes zwischen F und j 
lüsst sich die Richtigkeit des Arbeitswertes Fls\na'=f-l ottfl 
somit der vorstehende Satz auch durch den Versuch direct 
weisen. (Vgl. §§ 6 und 7, Fig. 3 und 4.) 

Die Kräfte lassen sich auch graphisch darstellen, 
zwar zunächst F, indem man vom Angriffspunkte in der verticided 
Kraftrichtung ebenso viele Längeneinheiten aufträgt, als F I' "^ 
einheiten enthält; f erscheint dann, in der Richtung der Länge t 
schiefen Ebene diirgeatellt, als die Projection von F und heisat eini 
Seiteukraft oder Componente von F. Mit Bezug auf solche Dai 
Stellung kann man sagen: Die geleistete Arbeit wird auch gefundM 
wenn man <lie in die Wegrichtung fallende Componente mit doi 
zurückgelegten Wege multipliciert. 

Ein Arheitselement d W längs des Weges äl ist 



^W=F-dk = 



■ dl = F ■ aina -(11 = f- dl. 



Durch Summierung erhält man den oben angegebenen Wert der ganze 
Arbeit. Daraus ist zu entnehmen, duss die Arbeitsänderung d W dazo-fl 
benutzt werden knnn, um die Kräfte F und f zu berechnen. Man-| 
erhält sofort 



F=^ 



und /■ = 



dW 

" dl ' 



d. h.: Jede der Kmfte ist gleich der Arbeitsleistung, welche in] 
der betreffenden Kraftrichtnng auf die Wegeinheit entfällt. 

Der Satz gestattet auch die Berechnung der Kräfte aus ArbeitstJ 
werten für Wegelemente knimmliniger Bahnen, wie z. B. der be-g 
wegenden Kräfte des Pendels längs seiner Bahn. 

Eine tiefer gehende Betrachtung führt zur Zerlegung und Zu- 
sammensetzung der Bewegungen und der Kräfte. Vor deren Behandlung 
soll noch die Beschleunigung n bestimmt werden, mit welcher sich 
der Körper auf der schiefen Ebene herab bewegt. Wir benützen 
hierzu die Kraft f in der Bewegungsrichtung; dieselbe ist, mit Hilfe I 
der Schwerkraft F^ MA berechnet, 
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/■=F sinß = af -^■Hma = Jlf.fl. 

Daraus folgt die Beschleunigung a-=^ Ä- smu. 

Beharrungsvermögen. Aiia der Betrachtung der Beweguai 
auf der schiefen Ebene schliesst Galilei auf das fJesetz des 
harrungavermiigens. Dasselbe ergibt sich durch Specinlisierung des 
Wertes für die Beschleunigung a. Wendet man denselben auch auf 
horizontale Ebenen an, so ist a = und n ^ '1 , Die Bewegung auf 
einer horizontalen Ebene erfährt daher keine Beschleunigung. Die 
Geschwindigkeit bleibt unverändert dieselbe, der Körper beharrt in 
seinem Zustande. Auch aus Newton 's Definition der Kraft folgt das 
Beharrungsvermögen; denn in einer horizontalen Ebene wird aucbj 
die Componente /' der Schwerkraft mit dem Neigungswinkel gleita 
Null, und daher kann auch keine Bewegungsänderung eintreten. 

Aufg. 1. Wie verhalt sich ili« Kraft f zur Last F bei einer schief^ 
Ebene, ilereo Höhe h und Länge l siiid? — 2. Wie gross ist die Pende 
besthleunigung bei dem AuBSchlagswiDkel a? — (Aus W = AI (l - 
folgt II = (l W/ 1 ■ da^Asm tt). 3, Welche Arbeit produciert ein Meni 
von 70 kg Gewicht, der eine Last von 20 kg auf einen Berg von 500 « 
Höhe trii;gty — (45 000 kgm.) 4. Ein Eisenbuhnzug leistet durchschnin 
lieh der Fortbewegung einen Widerstand von 1/200 seines Gewichte 
welche Arbeit ist nothwendig, um einen Zug 1 Meile (= 7420 m) i 
fortzubewegen, wenn er hiebei um 100 m steigt? Das Gewicht des Zuge 
beträgt 150 Tonnen ü 1000 kg. — 

(j^ ■ 150000 ■ 7420 + 150 000 ■ 100 = 20566 000 kgro.) 

6. Welches ist das Verhältnis der Kräfte in der vorigen Aufgabe. 
den Zug in der horizontalen und auf der schiefen Ebene fortzubewegen 
vermögen? — (750 : 2772 oder ungefähr 10 : 37.) 6. Welche Arbeit 
consumiert ein Hobochlitten von 10 kg Gewicht, der 50 kg trägt, wenn 
er auf einer Bahn von 1000 m, die ö7o Steigung besitzt, fortbewi 
werden soll, auf welcher die Reibung y, der Last betrögt? ^ (33 000 kj 
(P. Reis.) 

§ ü. ZDaammensetzung und Zerlegung der Bewegungen und der 
K)?äfte. Beispiele der Zusammensetzung zweier Bewegungen bieten 
der horizontale und der schräge Wurf. Die Ariatoteliker erklärten 
den Wurf aus der Zusammensetzung der natürlichen Fallbewegung 
und der gezwungenen Wurfbewegung; darnach sollte der Körper 
zuerst die gewaltsame geradlinige Bewegung, sodann die kreisförmige 
zusammengesetzte und schliesslich die geradlinig natürliche Bewegung 
nach abwärts vollziehen. Galilei erklärte die Zusammensetzung durch 
eine erweiterte Anwendung seines Behnrrungsgesetze8 auf zwei 
gleichzeitige Bewegungen und erläuterte damit das Princip der 
Zusammensetzung gleichzeitiger Bewegungen. Der gewori'ene 
Körper führt beide Bewegungen aus: Er bewegt sich längs der 
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Wurfrichtung gleichfiirmig und fällt infolge der Schwere gleich- 
f()rmig beschleunigt^ so dass er am p]nde einer gewissen Zeit an 
einer Stelle sich befindet, an der er auch sein würde, wenn die 
einzelnen Bewegungen in ihren Richtungen nach einander statt- 
gefunden hätten-, die betreffende Stelle wird durch den Endpunkt der 
Diagonale des Parallelogrammes der beiden gleichzeitigen 
Bewegungen angegeben. 

Andere anschauliche Beispic^le solcher Zusammensetzung von Be- 
wegungen sind: Das Ziehen einer Linie längs eines Lineales, welches 
gleichzeitig nonnal zu seiner Länge bewegt wird; — das Heranziehen 
eines mit der Strömung eines Flusses schwimmenden Körpers zum 
Ufer u. s. w. 

Der Satz vom Parallelogramm der gleichzeitigen Bewegungen 
führt leicht zum Geschwindigkeits-, Beschleunigimgs- oder Krilften- 
parallelogramm, wenn die Seiten beziehungsweise Geschwindigkeiten, 
Beschleunigungen oder Kräfte darstellen. Das Geschwindigkeits- 
parallelogramm wird selbstverständlich gebildet aus zwei gleich- 
zeitigen, während einer Secunde in gleichförmiger Bewegung zurück- 
gelegten Wegen. Das Beschleunigungsparallelogramm wird con- 
struiert aus zwei den betreffenden Beschleunigungen entsprechenden 
Wegen in der Zeit t = 1^2 (und zwar nach der Form A == 2L/fi). 
Die Diagonale gibt die resultierende Beschleunigung der Richtung 
und Grösse nach an. Das Kräfteparallelogramm (Newton 1687) 
erhält man (nach der Gleichung F = MA) aus dem Beschleunigungs- 
parallelogramm, indem man die Seiten desselben so oftmal vergrössert, 
als die Masse des zu bewegenden Körpers Masseneinheiten enthält. 
Die Seiten des vergrösserten Parallelogrammes sind die graphischen 
Darstelhingen der Seiten- oder Componentenkräfte; die Diagonale, 
gleich der Jf-fachen resultierenden Beschleunigung, ist die graphische 
Darstellung der resultierenden Kraft oder Mittelkraft; sie gibt 
die Grösse und die Richtung von dieser an. 

Die Zerlegung einer Bewegung, Geschwindigkeit, Beschleunigung 
oder Kraft ist die Umkehr iing der Zusammensetzung; sie geschieht 
mittelst des Parallelogrammes, in welchem das gegebene Stück der 
Bewegung die Diagonale und die Componenten die Seiten des Parallelo- 
grammes sind. 

Als ein Beispiel für die Zerlegung und Zusammensetzung der 
Beschleunigungen und der Kräfte mag die Bewegung eines Körpers 
auf einer schiefen Ebene dienen (Fig. i)). Auf den Köi-per wirkt die 
Schwerkraft F in der Richtung OB, In dieser Richtung kann aber 
der Körper nicht fallen, sondern nur in der Richtung 01\ Wird 
deshalb JF" in 2 Componenten f^ und f^ zerlegt, welche beziehungs- 
weise längs der schiefen Ebene und nonnal zu derselben wirken, so 
ist ersichtlich, dass nur die erste eine Bewegung hervorbringt, während 
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die letztere durch den elastischen Widerstand der Ebene aufgehoben 
wird. Aus dem Kräfterechteck OPRQ erhält man die wirksame Com- 
ponente f^=F'8ma oder auch die entsprechende Beschleunigung 
a = -4'sina, welche Ausdrücke mit 
den in § 5 gefundenen Werten über- 
einstimmen. 

Es ist bereits bemerkt worden, 
dass die Richtigkeit des Wertes für 
die bewegende Kraft f^ durch den 
Versuch bestätigt wird, indem man 
durch eine gleiche Gegenkraft /i den 
Körper in Ruhe zu erhalten vermag. 

Auf eine ähnliche Weise kann 
man das Vorhandensein der normal 

gerichteten Kraft /^ nachweisen, indem man anstatt des elastischen 
Widerstandes der schiefen Ebene an einer Schnur in der entgegen- 
gesetzten Richtung von OQ die Kraft f^ = F'C09a wirken lässt. 
Man kann alsdann die schiefe Ebene wegheben und der Körper bleibt 
in seiner Lage in Ruhe; die drei Kräfte Fy /i und f^ halten einander 
das Gleichgewicht. Da jede derselben die Wirkung der beiden anderen 
aufhebt, so lässt sich hiernach auch jede als die der Resultierenden 
der beiden anderen Kräfte gleiche und entgegengesetzt wirkende Kraft 
betrachten. 

Nun lässt sich mit Rücksicht auf die elastische Widerstandskraft f^ 
der schiefen Ebene die Bewegungserscheinung auf dieser so erklären, 
dass die Elasticität f^ und die Schwerkraft F die Resultierende f^ 
geben, vermöge welcher die Bewegung eintritt. 

§ 7. Fortsetzung. Die eben an- 
gegebene Zusammenstellung der Re- 
sultierenden und ihrer Componenten 
im Gleichgewichtszustande — nur in 
allgemeinerer Form — soll nun ver- 
wendet werden, um die Zusammen- 
setzung und Zerlegung der Kräfte 
auch mittelst der Arbeitswerte durch- 
zufahren. Es sei eine Schnur über 
zwei Rollen gezogen, deren Achsen 
befestigt seien (Fig. 4). An einer 
Stelle zwischen den Rollen hänge 
das Gewicht F, und diesem werde 
durch die Gewichte /i und f^ an den 

Enden der Schnur das Gleichgewicht gehalten. Eine Kraft, die 
graphisch durch OB dargestellt werden mag, welche F gleich ist 
und entgegengesetzt wirkt, ist alsdann die Resultierende von f^ und f^ . 



Fig. 4. 




Janaschke, Erlialtang der Energie. 
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Es sollen nun die Bedingungen des Gleichgewichtes ermittelt 
werden. Zu diesem Zwecke benützen wir die Arbeitswerte der ge- 
gebenen drei Kräfte, nämlich F H, fi\ und f^\j deren Hohen 
von der Erdoberfläche aus gerechnet seien. Der Arbeitswert aller 
drei Kräfte zusammen ist 

W=F-H+f,-h,+f,.h,. 

Bei einer verschwindend kleinen virtuellen Verschiebung z. B. um 
dH soll der Ruhezustand nicht gestört werden. Eine mathematische 
Bedingung hieför liefert der Satz von der Gleichwertigkeit der Arbeit 
und lebendigen Kraft, angewendet auf den vorliegenden Fall, in 
welchem drei Kräfte auf einen Punkt wirken. Es soll im voraus 
bemerkt werden, dass in dieser weiter gehenden Anwendung des 
Arbeitsgesetzes das Princip der Zusammensetzung und Zerlegung der 
Kräfte enthalten ist. Wir nehmen also an, dass bei der angegebenen 
Verschiebung im Ruhezustande keine lebendige Kraft erzeugt wird, und 
dass daher auch die geleistete Arbeit gleich Null ist, also dass 

dW=F'dH—f^^dh^—f^'d\ = 0. 

Die Bedingung ist erfüllt, wenn 

F'dH=f\'d\+f^'d\, 

d. h. wenn die Arbeit der Resultierenden F der Summe der Arbeiten 

der Seitenkräfte f^ und f^ gleich ist. 

Die Gleichung gestattet bereits die Stärke der Resultierenden 

zu bestimmen. Aus den Bewegungsbedingungen, die in der Figur 

ersichtlich sind, folgen nämlich die Verkürzungen der Schnurtheile 

d\ = dH ' cos a und dh^ = dH - cos ß, es sind zugleich die Projec- 

tionen des Weges dH auf die betreflFenden Kraftrichtungen; und 

damit wird 

F = f\ cos « + /"g cos ß . 

Diesem Ausdrucke für die Stärke der Resultierenden wird genügt, 
wenn man aus den graphischen Darstellungen der Kräfte f^ = OP 
und f^= OQ ein Parallelogramm verzeichnet und die Diagonale OJR 
zieht; dann ist OR = F. Die Resultierende kann auch als eine Seite 
des Kräftedreieckes OPR angesehen werden; sie ist dann gleich 
der Summe der Projectionen der Componentenkräfte. Sie erscheint 
auch als die grösstmögliche Summe dieser Projectionen, die überhaupt 
auf einer durch den Angriffspunkt oder sonst wo in der Ebene 
der Kräfte gezogenen Geraden erhalten werden kann^). 

Die Richtung der Resultierenden kann durch Anwendung des 
Ausdruckes für W beziehungsweise für dW auf eine zu JF normale 
virtuelle Verschiebung A ermittelt werden. Bei dieser Bewegung sind 
dH= 0, dhi = — A sin a und dh^ = A sin /J. Demnach ist 

1) Vgl. Thalhnayer, Arch. f. Math. u. Ph. 1891. S. 810. 
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dTr= — /"i • A • sin a + /'g • A • sin /J == 0, 
oder 

/i : /jj = sin ß isin a. 

Die Gleichung entspricht dem aus der Trigonometrie bekannten 
Sinussatze iiir das Dreieck OPR und lehrt; dass die Diagonale des 
Kräfteparallelogrammes auch die Richtung der Mittelkraft bestimmt. 
Durch Quadrieren und Addieren der aus den beiden Verschie- 
bungen dH und k entstandenen Arbeitsgleichungen erhält man ftlr 
die Mittelkraft den Wert 

F' = f^* + f»' + 2/; . f, ■ cos (« + ß), 

der nach dem Camot'schen Lehrsatze auch für die Seite OB des 
Blräftedreieckes gilt. 

Damit ist nun der Satz vom Parallelogramm der Kräfte 
erwiesen. Der Nachweis basiert auf der Zusammensetzung der Arbeits- 
wei*te oder auf dem Satze ^ dass die Mittelkraft stets dieselbe Arbeit 
leistet, als die Seitenkräfte zusammen. Es ist nun leicht, auch um- 
gekehrt den letzteren Satz aus der Kräftezerlegung mittelst des Pa- 
rallelogrammes zu erhalten: Wird jede der Krafbe /^ und f^ in der 
Richtung der Resultierenden und normal dazu in Componenten zer- 
legt, so heben sich die letzteren gegenseitig auf, und die Summe der 
ersteren gibt die Resultierende. Eine Bewegung in der Richtung 
dieser erfordert nur eine Arbeit der Resultierenden. 

Es soll nun noch gezeigt werden, dass die resultierende Bewegung 
in der Richtung der grösstmöglichen Arbeitsleistung erfolgt. 

Nach der vorstehenden Figur mögen auf einen Punkt die 
Kräfte /\ und f^ wirken. Der Punkt kann jede Bewegungsrichtung 
innerhalb des Winkels ^ == (a -|- ^) einschlagen. Bei irgend einer 
Bewegung, die etwa unter dem ^ cc gegen f, hin geschehe, wird die 
Arbeit geleistet 

^W = fj^-JH ' cos a + /i • ^H' cos (g> — a). 

unter einem bestimmten Winkel a wird diese Arbeit ein Maximum 
sein, nämlich wenn 

-^^ = JH' [— /; . sin a + /; . sin (g) — a)] = 0. 

Die Bedingung entspricht dem bereits angegebenen Sinussatze für das 
halbe Kräfteparallelogramm (fif^F) und gibt somit die Richtung 
der resultierenden Kraft. — Für deren Stärke erhält man die Arbeit 
längs der Wegeinheit in ihrer Richtung, nämlich 

F= ;^-^ = /; cos a + ^2 . cos (tp — a) 

wie oben. 

Vom Kräfteparallelogramm kann man nun zufolge der Be- 

3* 



'M I. Ii4*wf*Kuiif]r (lor fr^flten KOrper. [§ 7. 

/i<rljijrig<;rj F -^ M ' A = M ' v/t auf das BeschlennigQngs- and 
O'rhrli wirMligkffitHpiirHlIologramm übergehen and in derselben 
VVi.'iwi wi<* di«' Kriiftxj aurh Ik*Mchleunigungen {Ä) and 6esehwindig> 
k<'il('ri (r) ziiHiirniri<!iiHet/.on und zerlegen. 

In He/jig unf (liiN ArbüitHgesetz entspricht die Zerlegung dieser 
ihÖHHi'U i*itwr Zerlegung der resultierenden Arbeit, beziehungsweise 
liurh der Aenderung der lebendigen Kraft, in mehrere Sammanden. 

Aufg. 1. Kh »ind die Miitelkrttfte für die speciellen FftUe, dass die 
Hei Uiuk rillte dii* } tp = <>", 1*0^, 180® einschliessen, zu berechnen. 2. Es 
int die J^tKiillienfndi; von nii^hr als zwei Componenten za berechnen and 
griipliirtch dar/u8tellen. (Krtlftenpolygon. F = £f cos (F * ff). 8. Welches 
VerhillUiiH beHii^lit zwischen der Stttrke dreier Kräfte, die einander das 
(j leichte wicht halten, und den zwischen ihnen liegenden Winkeln? (Gleich- 
f^ewichtHbedin^ung beim Keil.) 4. Wie gross ist die geweckte Elasticität 
rieH Pendel faden rt und die Resultierende aus dieser und dem Gewichte F 
für den AuHschla^Hwinkel aV 5. Die Gelenkstangen einer Kniepresse 
bilden d(;n VVinkid 150"; eine Kraft in der Stärke von 20 kg wirke in 
der Ilalbierunf^Hlinio dieses Winkels; wie gross ist der in der Bichtnng 
eifu-r (ielunkstiuiK" wirkend«» Druck? — Bei welcher Grösse des Winkels 
übt die Knicjjrcssc die ^rnnaiv Wirkung aus? ~ (3864 kg, bei 180®.) 
0. Wie stark niiiss eine auf einem Eisenbahnwagen von 12 m Geschwindig- 
keit beiindlicbe U/)bre nacli vorne geneigt werden, damit Regentropfen, 
weiejie mit ICi m Geschwindigkeit Intnibfallen, durch die Mitte der BOhre 
bindiircbgehen? — (.'JH" 40'.) 7. Wie stark wird ein von Nord nach Süd 
webender Wind ristiicb abgelenkt, w(!nn er mit einer Geschwindigkeit von 
IJ m vem <»0". zum r)9*\ vorscbreiUjtV -— Krdhalbmesser s= 6370 km. — 
(V2^**Ji\) 8. Drei \uiU)v rechten Winkeln an einen Punkt angreifenden 
Krilft/itn von 4, 0, 8 kg soll durch eine vierte das Gleichgewicht gehalten 
werden; wie gross ist dieselbe und welche Winkel bildet ihre Richtung nut 
iliw der ursjiranglichen Kräfte? (7^^= 10*77 kg, 4/F=cos 68® 11' 54".) 
U, 'Alt /eigen, wie (>ine fliegende Brücke durch die Stromkraft über den 
FluHH gel rieben werden kann. 10. Kbeuso zu zeigen, dass man auf der 
Kei* durch Anwendung von Segeln nach allen Richtungen, nur nicht gerade 
dem Winde entgegen, fahren kann. 11. Wie muss man auf einem Kahn 
die Hegel stellen, um den Wind möglichst auszunützen? — (Das Segel 
muss den Winkel zwischen Wind- und Fahrrichtung halbieren.) 12. Ein 
H(;hiir H(dl an einem 32 ni langen, in der Mitte des Schiffes befestigten 
Keiln von Pferden stronuiufwärts gezogen wenhm; die Pferde ziehen mit 
einer Kraft von 2riO kg am Seile, a) Um welchen Winkel ß muss das 
Schiff gegen die mit dem Ufer parallele Strömung verdreht werdeji, damit 
es stets H m Mntfernung vom Uferwege bleibt? b) Wie gross ist die 
Kraft der KtWimung F und welchen Druck /' übt sie auf eine Seite des 
Hchin'es ans? c) Wie weit Ittsst sich im ilussersten Falle das Schiff an 
demselben Heile vom Uferwege entfernt erhalten? — (/3 = 1 7® 3' 23". 
>'-- 22288« kg, /'= r,r)"37ö kg, c) 10% m. [Die Aufg sind: 5 von 
Kliedner und Krebs, (>— H von Müller -Erzbach, 9 und 10 von Reis, 11 
von Martus, 12 von Daurer.J 
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Anmerkung. Die Aufgaben lassen sich graphisch und rechnungs- 
mässig durch Zerlegung und Zusammensetzung der Kräfte und Geschwindig- 
keiten mittelst des Parallelogrammes behandeln. Die Lösungen gestalten 
sich aber auch sehr anschaulich, und die Rechnungen werden nicht com- 
plicierter, wenn man unmittelbar Arbeitswerte betrachtet. So z. B. er- 
klärt sich die Wirkung der Segel beim Schiff aus der Differenz der leben- 
digen Kräfte der zuströmenden und längs der Segelfläche abfliessenden 
Luftmasse und der bei der Bewegung des Schiffes geleisteten Arbeit. Die 
Aufgabe erfordert die Berechnung der Arbeit des normal zur Segelfläche 
wirkenden Winddruckes bei der Bewegung des Schiffes. Die Lösung der- 
selben führt (nach Abkürzung der betreffenden Gleichung durch den Weg) 
auf die Berechnung der in die Bewegungsrichtung des Schiffes fallenden 
Componente des Winddruckes. 

§ 8. Züsammeiisetzüng der Kräfte an starren Körpern. Im Au- 
schluss an die vorstehenden Aufgaben soll folgender Fall betrachtet 
werden: An den End- ^ . 

Flg. 5. 

punkten einer unbieg- 
samen Geraden (Stange) 
wirken zwei Kräfte f^ 
und f^ (Fig. 5); es soll 
die Lage und Starke der 
Mittelkraft F bestimmt 
werden. Die Aufgabe 
findet ihre Lösung in 
der Aufstellung der 
Arbeitsgleichungen für 
zwei Bewegungen, bei 
welchen die Summe der 
Arbeiten der Seiten- 
knLfte der Arbeit der Re- 
sultierenden gleich ist. 
Die betreffende Ar- 
beitsgleichung für eine sehr kleine Parallelverschiebung A der Stange 
in der Richtung der Resultierenden ist: 

F- A = /; . A • cos (/;a) + /; . a • cos (/;a) 

oder 

F=/;.cos(/;F)-f /;.cos(/iF). 

Und für eine sehr kleine Drehung g) um den Angriffspunkt C der 
Resultierenden, bei welcher die entsprechend verlegt gedachten An- 
griffspunkte der drei Kräfte die Wege 0, \fp, l^fp beschreiben, ist 
die Arbeitsgleichung 

daraus folgt 

fi'k=fi'k} 
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oder durch Einführung von * = sin a und -y- = sin /J 

f\ : /]; = sin /3 : sin a . . 

Die hiemit aus den beiden Bewegungen gewonnenen Gleichungen enir 
sprechen auch dem Krüfteparallelognimm, das ausgehend vom Schnitt- 
punkte I) aus den Seitenkriiften f\ und f^ construiert werden kann. 
Sie bestimmen rechnungsniilssig und graphisch die Mittelkraft F voll- 
ständig. 

Ein Product aus der Kraft in die Normale, welche vom Dreh- 
punkte C auf die Kraft gefällt wird, wie z. B. f^ • l^ oder f^-Uj heisst 
Moment der Kraft inbezug auf den Punkt C. Die Arbeitsgleichung 
für die Drehung ergibt vorstehend den Satz, dass die Momente der 
Seitenkräfte inbezug auf einen Punkt der Resultierenden einander 
gleich sind. Der Satz ist für die Zusammensetzung und Zerlegung 
von Kräften von grosser Wichtigkeit, wenn dazu keine Arbeitswerte 
verwendet werden. Bei Benützung der Arbeitswerte ist das Eraft- 
moment bereits in diesen eingeschlossen; denn es ist nichts anderes, 
als die auf die Winkeleinheit entfallende Dreharbeit. 

Aufg. 1. Die Kräfte f\ und f^ seien parallel mit einander und wirken 
im Abstände /; es ist die Lage und Grösse der Resultierenden zu be- 
stimmen. Praktische Anwendungen? 2. In den Punkten A und B einer 
starren Geraden greifen die Kräfte 16 kg und 8 kg an, mit der Goraden 
beziehungsweise die Anwinkel 150® und 90® bildend; wie gross ist die 
Resultierende und wo schneidet sie die Strecke -4JBV — 

fF= 8 y? = 21*166 kg; sie schneidet AB in der Mitte.) 

3. Zwei Männer, welche in einer Entfernung von 2'6 m hinter einander 
gehen, tragen auf einer Stange eine Last von 85 kg, die mn. 0*5 m der 
Schulter des Voranschreitenden näher ist, als der des Nachfolgenden; wie 
viel hat jeder zu tragen? — (51 kg, 34 kg.) 4. Eine gewichtslose 
Stange l ist gegen eine Wand unter dem <^ a gestellt und trägt in den 
Abständen a und h von den beiden Enden die Last F-^ welchen Druck 
übt dieselbe gegen Wand und Boden aus, und mit welcher Schubkraft 
strebt sie an Wand und Boden hinzugleiten? [Die Aufg. 2 und 3 sind 
von Daurer und 4 von Reis.] 

§9. Kinetisclie und potentielle Energie. Die kinetische Energie 
oder lebendige Kraft ist die Arbeitsfähigkeit eines bewegten Körpers. 
Für eine Masse w, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, wurde 
in § 4 dafür die mathematische Form y^ • mv^ gefunden. Diese 
Energie wird z. B. bei einem vertical nach aufwärts geworfenen Körper 
in Arbeit verwandelt, indem sie das Gewicht des Körpers um eine 
bestimmte Höhe emporhebt. Wird der Körper im höchsten Punkte 
seines Weges durch Unterschieben einer Unterlage vor dem Fallen 
geschützt und in Ruhe gehalten, so scheint es, als wäre die geleistete 



Arbeit verloren gegangen. Doch ist in Wirklichkeit auch der ge- 
hobene Körper leistungsfähig, er besitzt ebenfalls Energie; denn ent- 
fernt mau die Unterlage, so fällt der Körper längs seiner früheren 
Steighöhe zurück und erhängt genau die ursprüngliche kinetieche 
Energie wieder. (Vgl. § 2.) Ahnliche Beispiele sind dif Leistungs- 
fähigkeit eines gespannten Bogens, einer zusammengedrückten elasti- 
schen Feder, eines comprimierten Gases, Die Energie der ruhenden 
Körper heisst Energie der Lage, nach Kankine potentielle Energie 
und nach Helmholtz Spiinnkraft. Dna Auftreteu der potontiellän 
Energie ist immer mit einer Änderung der Lage der Körper oder 
ihrer Theile verbunden, Schwere Körper müssen von der Erde empor- 
gehoben werden. Der Bogen muss gekrümmt, das Gas zusammen- 
gedrückt und daher dessen Theüchen einander genähert werden, um 
eine Energie der Lage oder potentielle Energie zu erzeugen. 

Gleichwie die kinetische so wird aucli die potentielle Energie 
durch eine äquivalente Arbeit gemessen; so wird z. B. die potentielle 
Energie eines gehobenen Gewichtes durch das Product aus Gewicht 
und Hubhöhe bestimmt. 

§ 10. Das Prinoip der Erhaltung der Energie, Gestützt auf die 
Gleichwertigkeit von Arbeit und lebendiger Kraft, und mit Benützung 
der voranstehenden Benennungen lässt sich nun leicht das genannte 
Princip darstellen. Wir beziehen uns zunächst wieder nur alif Körper 
unter dem Eintluas der Schwerkraft F. 

Für einen Körper, der auf der Erdoberfläche oder auf einer an- 
deren Grundfläche liegt, sei allgemein die potentielle Energie W^. 
Bei Hebung auf die Höhe /i, wächst dieselbe auf (W,, -|- /'"- Aj. In 
der Höhe h^ ist sie {Wo-\- F-k^. Bei der Bewegung von einer 
Höhe in die andere, nach aufwärts oder nach abwärts, frei oder auf 
vorgeschriebener Bahn, ändert sich die kinetische Energie um die 
Differenz der potentiellen Enei^en. Sind die Geschwindigkeiten dös 
Körpers in den beiden Höhen beziehungsweise r^ \md v^, so besteht 
daher die Gleichwertigkeit 

(^<. + -f ■/'.)- (M'o + -?■■''*) =4 «"*/-| »'"i' 
und daraus folgt 



^Wa + F- h^ + l- »uy = const. 



Die durch das Gleichheitszeichen verbundenen Ausdrücke geben die 
Summe der potentiellen und kinetischen Energien des Körpers be- 
ziehungsweise in den beliebigen Höhen h^ und h^ an, und daher lehrt 
die Gleichung den Satz: „Die Summe der potentiellen und kinetischen 
Energien oder kurz die Energie dea Körpers bleibt wahrend der Be- 
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UIJ.MIIIW .iHiNljint " hii's ist il«T Sntz von dt^r Erhaltuiii? der 

n. I lii I IU\\i'i,ninu^ ii.H-li .-infwärts tiTulm die EiKTgioändenintren 
IUI I uIl'« u« nu<v« i/ii'ii Simit- .st;itt, iils Im«! dtT Bewepin^ nach abwärts: 
ilii ^MUhiiii tii I i-iiii luMi-ii l)li*il)t iiliir immer dieselbe. 

NN.i.ii tul ilrii K.iijMi- mrlii-rri' Kräfte wirken, z. B. anf einfaebe 
\LimIiuiiii Kr.jll iiml L:i>i . Jiuf das |diysisehe IVndel n. a., so kann 
.1.1 ».<i-.fl In Ulli >i\\.' .Uli jtdi- i'in/i'lne Knift be/.o^^n. und die daniach 
,. I. ,1,1.1. n m.iilii iiiJtliNilitii l'ornifii künn^n dureh Addition verbunden 
M.i.l. >i M. I NtMj'Mhi; i>! ilmrli das in den {?§ (i und 7 behandt'lte 
t'iiii. i|> ili I Ki.ifl. iis.ininh'MM't/.uM^ L^ivehtfi-rtigt. Man erhält somit 
Ml .111 ^M'hiii \i«ii Ki:ilhMi und Mjissfnthcih'hen 

II., I ^'(/7/ I ]^ /,,/•-) = oimst. 
II,, ''nuiiii. . i Hil illi' Klüüi' und Massrnthfile auszudehnen, die an 

A. • li> ««> i.Mii.- (Iit iliu-hiiii-n 

p.. iii. I. iiuiiir l'.\\;ihii suli in alliMi irrnanntt'ii .speciellen Fällen, 

o Ml. Ii ni MdiMimiii dtr l»ft redenden (lesetze benutzt 

„...;... i. ii.n MI. in i.ithi M«' |.'«lt»i-li zur i.ösunp dieser Aufgaben 

.11.1 .11 II.». Ii »In- Mt'N^t irnni^slu'dingungen, die von der 

• 1.1 \l » . Inii.'u .i1»1mi.!:i n. L^tinni bt-kannt sein und mathe- 

. ...M.1..II \\.id'i» 1*1« l'c'irctlt lulrii Hedingnniren lassen sich 
,.., .1. iii I 11. M ..-..:. M I ( Müiiu' \('rl>inden und auf einfache 

y .'.... ,.»..11. •» \!i\x. nil;mc*t5 m>11 Morli in Kürze auf die 

1,....,.»,..... .;, rnii. ip* -• dtr Krhaliung di-r Energie hin- 
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I. !,,i .1.' i'it inir!i.i'.iisi*lu' Arlu'it verbraucht 

. I. ,. !,»\. !i.i:. U'lM'iuliu^r Knift /um Vorschein 

1, , 1 ., |*«I'' iliL r.n*.;i>sii; br\\ii'>rn, dass auch 

y I., ,, ,,u l»i \. :!.':.''. s;«l'.t. ^or.dorn dass dafür 

j^,,,;, ».,\\..Ni **.:.i.:'. Kr drüi'kte durch 

,,,,,,,,.. ...li '.:\v.d, *i:)>s tino der Arbeit 

..,,1 .\y.'.\ \\\.uu\ t(V:*.or liiiss umifekehrt 

. ...;,•.■«.'.•..:;:(' Aviuit wieder zu 

• ., . ,!.,:.-.• N. ::: s:'\.:::!tr. :il> sie sieh 

,. .,,:, , .:.•.- ..'../:: vi;. ^^ iirme eine 

, :.. :' \;:\ .t i:!r:K'!: wertige 

. : ... u. lJ.x;:.:r .-:; :-:.\*h:i;iisclier 

■ ,. \.;». .: .■■ l . '-'^ M*-.:'.K:ur.g der 

. \\ . .,.. . •.; S.::;::. l /••:. Klektri- 
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cität und Magnetismus Energien. Wenn daher durch mechanische 
Arbeit Wärme oder Elektricität erzeugt wird, so ist die Arbeit 
nicht verloren, sondern sie ist in eine gleichwertige Menge einer 
anderen physikalischen Energie übergeführt worden. Die gesammte 
in Erscheinung tretende Energie bleibt dem Werte nach unverändert. 
Auf diese umfassende Bedeutung der Erhaltung der Energie hat 
bereits R. Mayer ausdrücklich hingewiesen. In seiner Anwendung auf 
alle Energien der Natur nimmt der Satz die von Clausius (1865) 
ausgesprochene Form an: „Die Energie des Weltalls ist con- 
stant." 

Damach gilt das Energieprincip für alle Naturerscheinungen und 
wird zu einer Grundlage für die ganze Naturwissenschaft: Eine Er- 
scheinung kann für sich allein niemals bestehen, sondern sie ist immer 
im Zusammenhange mit einer Reihe anderer Erscheinungen; die Ver- 
bindung gibt das Energieprincip. Dasselbe zwingt uns, die Erschei- 
nungen als eine Umwandlung der Energie von einer Form in 
eine andere zu betrachten und gibt damit zugleich Ursache und Wir- 
kung an. Auf diese Weise werden sämmtliche Naturerscheinungen in 
Zusammenhang gebracht, und die Lehre von diesen Erscheinungen 
als die Lehre von den Energieverwandlungen gekennzeichnet. 

Anmerkung. Aus der angegebenen mathematischen Form lassen 
sich einige historisch wichtige Principien der Mechanik ableiten: 

a) Der Satz der lebendigen Kräfte. Man erhält denselben 

durch Bildung der Energiedifferenzen mit Rücksicht darauf, dass 

die Aenderungen dh und dv entgegengesetztes Vorzeichen erhalten. 

Man erhält 

2;F. dh = Umvdv. 

Findet die Bewegung infolge von Unfreiheit nicht in der Richtung 
dhy sondern längs dl statt, so ist zu setzen 



F'dh = F'{^)dl = f'dl 



und man gewinnt für die Äquivalenz von Arbeit und lebendiger 

Kraft die Form 

Uf- dl = Umvdv, 

Die Summe bezieht sich zunächst auf die verschiedenen Kräfte und 
Massen; sie kann aber auch auf eine beliebige Anzahl von Weg- 
elementen ausgedehnt werden. 

Der Satz der lebendigen Kraft wird auch in den späteren Unter- 
suchungen oft angewendet werden; desgleichen: 

b) das Princip der virtuellen (möglichen) Verschie- 
bungen. Dasselbe geht aus dem Satze der lebendigen Kräfte her- 
vor, wenn die Geschwindigkeitsänderung dv = gesetzt wird; seine 
mathematische Form ist 
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2^Q^'-2f-"-o- 



Es gilt fQr den Gleichgewichtszustand eines Kräftensystems und sagt 
aus^ dass in diesem Zustande die Summe der bei einer virtueUen 
oder mit dem Systeme verträglichen (möglichen) Verschiebung ge- 
leisteten Arbeiten gleich Null ist. 

c) Das D'Alembert*sche Princip. Dasselbe ist eine besondere 
Form des Satzes der lebendigen Kräfte; denn setzt man in der Glei- 
chung für diesen v = dh/dt, so erhält man den gesuchten Ausdruck 

Hierin ist dv/dt = a die Beschleunigung der betreflFenden Massen- 
theilchen m. Für eine beliebig gerichtete Bewegung dl gilt 

In dieser Form ist auch die Beziehung zum Principe der virtuellen 
Verschiebungen, aus dem der D'Alembert'sche Satz hervorgegangen ist, 
deutlich zu erkennen. Denkt man die auf jedes Massentheilchen m 
wirkende Kraft f um ihre Wirkung ma vermindert, so wird die Be- 
wegungsänderung aufgehoben, und es herrscht Gleichgewicht. Die 
letzte Summe gibt für diesen gedachten Gleichgewi chtezustand den 
Satz der virtuellen Verschiebungen an. 

d) Der Hamilton'sche Satz. Seine mathematische Form ist 

d ßU+ T)dt = oder HdU + dT)dt = 0, 

to to 

dU und dT bedeuten die Änderungen der Arbeit und lebendigen 
Kraft, die für die Anfangs- und Endzeit verschwinden müssen. Der 
Satz folgt leicht aus dem Satze der lebendigen Kräfte oder aus dem 
D'Alembert'schen Principe^). 

§ 11. Bewegung auf der scliiefen Ebene. Die schiefe Ebene 
wurde bereits (§ 5 und 6) zur Erläuterung der Gnmdgesetze benützt; 
es sollen nun die Bewegungserscheinungen auf derselben durch die 
Energiewerte und die daraus abgeleiteten Grössen behandelt werden. 

Es sei gegeben das Gewicht F und die Masse w eines Körpers, 
ferner die Länge l und die Neigung a der schiefen Ebene; die Be- 
schleunigung der Schwere sei Ä. (Siehe § 6, Fig. 3.) Mit diesen 
Grössen ausgedrückt ist der unveränderliche Energiewert, bezogen auf 
die Basis der Ebene, 

1) Siehe E. Mach: Entwickig d. Mech. S. 356. 

W. Thomson u. P. G. Tait: Handb. d. theor. Ph. Deutsch v. Helmholtz u. 
G. Wiedcmann. S. 279—284. 
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und nach der Bewegung um die Strecke x 

W = F ' {l — a;) sin a — y mv^. 

Um zunächst die Beschleunigung a längs der schiefen Ebene zu 
ermitteln, setzen wir für F = mÄ und bestimmen die Energieände- 
rungen bei der Bewegung um dx] wir erhalten aus der letzten Gleichung 

dW = = — niA ' sin a ' dx -{- mvdv . 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf dx = v • dt 

^ . du 

A ' 8in a = -TT = a, 

dt 

Mittelst des Wertes lür die Beschleunigung a oder mittelst der leben- 
digen Kraft lassen sich nun auch andere Stücke bestimmen; z. B. 
die Endgeschwindigkeit 

V = y2Ä~T~8mä = y2Ä • h 
oder die Zeit 



-V: 



J. • sm a 

Der Wert für die Fallzeit t längs der schiefen Ebene kann dazu 
dienen, um an der Hand einer einfachen geometrischen Construction 
den Galilei'schen Satz nachzuweisen: Der verticale Durchmesser 
(?/sin a) eines Kreises ist isochron mit jeder vom oberen Endpunkte 
in diesem Kreise gezogenen Sehne (l), — Da ein Körper, von dem 
höchsten Punkte eines Kreises ausgehend, in der Richtung jeder be- 
liebigen Sehne sich bewegen könnte, um dem Energieprincipe zu ent- 
sprechen, in Wirklichkeit jedoch längs der steilsten Sehne, des längsten 
Weges in derselben Zeit, fällt, so folgert Ostwald allgemein: Von 
allen möglichen Energieumwandlungen wird diejenige eintreten, welche 
in gegebener Zeit den grösstmöglichen Umsatz ergibt^). 

Die Zerlegung der Schwerkraft F in die Componenten längs 
der schiefen Ebene und normal zu derselben ergibt sich durch ent- 
sprechende Zerlegung des Arbeitswertes oder der Änderung der po- 
tentiellen Energie. Befindet sich m in der verticalen Entfernung z 
über der Basis in Ruhe, so ist die Energie w = F - und demnach 
ein Arbeitselement 

In der Figur lässt sich nämlich dz als Diagonale eines Parallelogrammes 
darstellen, dessen Seiten das Längenelement dx und das Normal- 
element dy sind; dz erscheint darnach als die Summe der Projec- 
tionen von dx und* dy auf der Diagonale, und es sind die Quotienten 

1) W. Ostwald: Lehrb. d. allg. Ch. Bd. I. Chem. Energie. S. 87. 
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^ SIU c; Ulld , = COS f:, 

t/.r rfw 



,/rf = /' • sill tL ■ :ij -\- F ' COS C • rfy 
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Pig 6. 



Anstoss in normaler Richtung zur Ausschlagsebene die Geschwindig- 
keit V. Wenn die potentielle Energie von der tiefsten Lage des 
Pendelkörpers gezählt wird, so ist sie gegeben durch 

F(l — h) = mÄ'l(l — cos a) , 
und die gesammte Energie ist 

W = mA'l(l — cos a) + Y • mv^ . 

Dieser Wert bleibt während der ganzen 
folgenden Schwingungserscheinungen un- 
venLndert erhalten. Setzt man 



V 



r • o 




wobei (o die Geschwindigkeit eines 
Punktes, für welchen r = 1, die soge- 
nannte Winkelgeschwindigkeit ist, 
so wird 

W = mA ' 1(1 — cos a) 

+ -r- ''^^^ * ^* = const. 

Die Energieänderung mit Rücksicht auf 
die Änderung der potentiellen und kine- /*-* 
tischen Energie im entgegengesetzten 
Sinn ist 

dW = m ' A ' l sin a ' da — ma^rdr 

— mr^odcj = 0. 

Durch Einführung der Werte, die aus den Beziehungen r = Z sin a 
und V = (o ' r folgen, erhält man 

dW = Im ' A ' ig a — m ~)dr — mr* • a> da> = . 

Die beiden Glieder von dW bedeuten die Arbeiten von Kräften, 
welche beziehungsweise in der Richtung des Kreishalbmessers r 
und dazu normal wirken. Ist die erstere Kraft;, die durch den 
Klammerausdruck gegeben ist, gleich Null, so wird gleichzeitig auch 
mit der Änderung der Winkelgeschwindigkeit d(o die zweite gleich 
Null. Dies sind die Bedingungen für eine gleichförmige Kreis- 
bewegung von m um h. Aus dem Verschwinden des Klammer- 
ausdruckes (= dW/dr) folgt 



V' 



m-A' ig cc = m — ^=f. 



Diese infolge der kinetischen Energie der Kreisbewegung entwickelte 
Kraft wirkt in der Richtung des Halbmessers nach auswärts und 
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heisst Fliehkraft oder Centrifugalkrafb; sie ist der kinetischen Energie 
direct und dem Krümmungshalbmesser indirect proportional. 

Eine einfache geometrische Darstellung (die verticale Projection 
der Fig. 6) zeigt^ dass der letzten Bedingungsgleichung dann ent- 
sprochen wird, wenn die Mittelkraft von der Schwerkraft F und der 
Fliehkraft f die Richtung des Fadens hat. Da in diesem Falle die 
Wirkung der Kräfte aufgehoben wird, hätte die Bedingung auch un- 
mittelbar angenommen werden können. 

Die drei Kräfte, nämlich Schwerkraft, Fliehkraft und Faden- 
spannung, halten einander das Gleichgewicht; jede einzelne kann der 
Grösse nach als die Resultierende der beiden anderen angesehen 
werden. Schwerkraft und Fadenspannung geben somit eine Resul- 
tierende, welche der Fliehkraft f gleich und entgegengesetzt gerichtet 
ist; weil dieselbe zum Kreismittelpunkte hin wirkt, heisst sie Gentri- 
petalkraft. Die Umlaufszeit T des Pendels, während welcher die 
Pendelmasse den Kreis 2r% beschreibt, ist nach dem Gesetze der gleich- 
förmigen Bewegung und nach den vorstehenden Werten für f und r 



T^^I^ = 2nyi 



cosa 



Für sehr kleine Ausschlagswinkel, für die cos a = 1 ist, erhält man 

Demnach ist die TJmlaufszeit unabhängig von der Masse des Pendel- 
körpers und direct proportional der Quadratwurzel aus der Pendellänge 
und indirect proportional der Quadratwurzel aus der Beschleunigung 
der Schwere. 

Das Gesetz stimmt auch mit der Schwingungsdauer eines ein- 
fachen Pendels überein, das kleine Schwingungen in einer Ebene 
ausführt. Um dies zu beweisen, haben wir den auch für andere 
Schwingungsbewegungen wichtigen Satz zu begründen, dass eine 
geradlinige Schwingung als Projection einer gleichförmigen 
Kreisbewegung betrachtet werden kann. 

Figur 6 mag zwei Pendel versinnlichen: ein ebenes einfaches 
Pendel, das sehr kleine Schwingungen in der Zeichnungsebene 
ausführt, und das bereits behandelte Kegelpendel, von welchem der 
Basiskreis des Kegels in der horizontalen Projection dargestellt ist. 
Der Kreishalbmesser r und <^ a des Kegelpendels entsprechen dem 
grössten Ausschlage des anderen einfachen Pendels. Die in einer 
beliebigen Lage des Pendels (siehe Fig.) zum Kreismittelpunkt wir- 
kende Kraft (Gentripetalkraft) des Kegelpendels 

f=m'Ä'tga = m'A' r/h 

lässt sich in zwei Componenten zerlegen, von denen die eine f^ zur 
Schwingungsebene parallel und die andere f^ dazu normal ist. Die 
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eratere, parallele Componente ist nun der bewegenden Componente 
des ebenen Pendels gleich- denn die eine ist 



und die andere dea ebenen Pendels 

m ■ A ■ am^ = m- A- -,-' 

Für sehr kleine Äusscblagswinkel a ist h nahezu gleich /, und beide 
Kräfte sind einander gleich. In der Richtung der Scbwingnngaebene 
wirken alsü auf beide Pendel gleiche Krüfte; die normal zu dieser 
Ebene wirkende Componente dea Kegelpendela hat auf die Bewegung 
in der Richtung der Schwingungsebene keinen Einflusa. Sähen 
wir von dieser normalen Kraft ab, so mässten beide Pendel dieselbe 
Bewegung vollführen; infolge ihrer Wirkung wird das Kegelpendel 
von dem anderen Pendel nur normal zur Scbwingnngaebene verschoben. 
Der Ort der Pendelmaase dea ebenen Pendels muss daher in jedem 
Augenblicke als die Projection dea Ortes des Pendelkörpers vom Kegel- 
pendel auf die Schwingungsebene erscheinen, und es folgt, daas eine 
geradlinige Schwingung als Projection einer gleichförmigen Kreis- 
bewegung betrachtet werden kann. 

Ohne Rücksicht auf das einfache, ebene Pendel gilt der aus- 
gesprochene Satz allgemein für jene geradlinigen Schwingungen, deren 
Kraft nach demselben Gesetze wirksam ist, wie die in die betreffende 
Richtung fallende Componente des Kegelpendela, also stets der Elon- 
gation X proportional ist. Dieses Gesetz ist fSr elastische Kräfte 
giltig- 

Für die Pendelbewegung folgt, dass bei entsprechend kleinen 
Äusschlagswinkeln die Umlaufszeit des Kegelpendels der Schwingungs- 
zeit dea ebenen Pendels gleich ist, und dass somit mit dem obigen 
Gesetze flir die Umlaufszeit auch das Gesetz der Schwingungs- 
dauer eines einfachen Pendels gegeben ist. Die Richtigkeit desselben 
lässt sich leicht durch Versuche bestätigen. 

Die Abhängigkeit von der Beschleunigung der Schwere kann 
man mittelst des Mach'schen Apparates nachweisen, bei welchem die 
Schwingungsebene gegen eine Vertiealebene unter beliebigem Winkel ß 
geneigt werden kann; die hier wirksame Componente der Schwerkraft 
ist A cos ß; dieselbe kann mit dem Winkel ß beliebig geändert werden '). 

Aufg. 1. Die Kuppel der Peterskirche in Korn würde gestatten, ein 
annSbemd einfaches Pendel von 128'5 m Länge anzubringen. Wie gross 
wüte Jossen Schwingungsdaner, wenn A = 9'803 m zu setzen ist? — 



I) Eine genauere elementare Ableitong fOr die Schwingnngsdaue 
liebig groB»eni AnBSchlagBwinkel hat W. Pselieidl (Zt«eh. f. Rlw Wi( 
S. 407) gegclmn. 
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(11*37 See.) 2. Um wie viele Schwingungen macht ein 1 m langes, ein- 
faches Pendel in einem Tage weniger als ein Secondenpendel, die Be* 
schleunigung A = 9'809 m vorausgesetzt? — (266 Schwingungen.) 8. Ein 
Pendel von 3*975 m Länge hat eine Schwingungszeit von 2 See, wie 
gross ist die Beschleunigung? — (9*808 m.) 4. Eine Uhr mit Secunden- 
pendel, die in Paris (unter 48® 50' 14" nördl. Br.) richtig gieng, also 
täglich 86 400 See. schlug, hlieh, wie Richer 1672 heohachtete, in 
Cajenne (unter nahe 5® nördl. Br.) täglich 128 See. zurück. Um wie 
viel musste das Pendel, dessen Länge = 0*99385 m war, verkürzt werden, 
damit es in Cajenne Secunden schlagen konnte? — (0'002942 m.) 
5. Die Kugeln des Centrifugalregulators einer Dampfmaschine machen 
n Umläufe in der Minute; wie gross ist die Höhe h des dadurch gebil- 
deten Kegels? -4 = 9*81 m. — (Aus zwei Werten für die ümlaufszeit 
folgt 894*8/n*m.) 6. Wie gross ist bei einem Centrifngalregulator, dessen 
Pendelstange l Meter lang und dessen Winkelgeschwindigkeit co sind, die 
Eöhe z^ um welche die auf der Achse gleitenden Mufife gehoben werden? — 
(z ==z l — A/cD^.) 7. Am Äquator ist die Länge des Secundenpendels 
1q = 0*99093 m, in Duisburg (unter 51® 26' nördl. Br.) i^^ = 0*99408 m, 
am Pol /j = 0*99608 m. Wie gross ist für diese drei Orte die Be- 
schleunigung der Schwerkraft? — (9*7800 m, 9*8112 m, 9-8308 m.) 
8. Eine Uhr, deren Pendel, wenn sie richtig geht, eine Schwingungsdauer 
= y^ See. haben muss, geht täglich 10 Minuten vor. Um wie viel muss 
der Schwingungspunkt gesenkt werden, damit die Uhr richtig gehe? — 
(000766 m.) [Die Aufg. 1 und 2 sind von S. Daurer, 3—6 von Fliedner 
und Krebs, 7 und 8 von Budde.] 

§ 13. Wurfbewegung. Die Bewegung, welche ein horizontal 
oder schief geworfener Körper ausführt, ist nach Galilei eine Zu- 
sammensetzung einer verticalen Fallbewegung und einer horizontalen 
oder schiefen gleichförmigen Bewegung; die Bewegungen gehen unab- 
hängig von einander vor sich. Die Anwendung des Parallelogrammes 
der gleichzeitigen Bewegungen (§ 6) führt leicht zur graphischen Dar- 
stellung der Flugbahn. Bei der Berechnung mittelst des Energieprin- 
cipes muss die Grösse der constanten Energie, die durch die Anfangs- 
lage und die Anfangsgeschwindigkeit des Körpers bestimmt wird, 
femer die Grösse und Richtung der Schwerkraft bekannt sein. In 
letzterer Beziehung setzen wir voraus, dass die Schwerkraft constant 
und ihre verticalen Richtungen in den einzelnen Punkten der Bahn 
parallel zu einander sind. 

Der allgemeinste Fall ist der schiefe Wurf; für denselben gilt 
folgende Betrachtung: Ein Massentheilchen m werde unter dem 
Winkel a gegen die Wagrechte X mit der Geschwindigkeit Vq in 
Bewegung gesetzt (Fig. 7) und alsdann der Einwirkung der Schwer- 
kraft, deren Beschleunigung = -4, überlassen. Wird die potentielle 
Energie nach der Erhebung über der X-Achse gerechnet, also nach 
der F-Coordinate, so ist der unveränderliche Energiewert gegeben 
durch die anfängliche kinetische Energie % * ^'^*o^* Hat sich der 
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Körper um die Höhe y erhoben, so ist die potentielle Energie m- Ay, 
die kinetische %mv^ und die Summe beider muss der anfänglichen 
Energie gleich sein; es besteht daher für jeden beliebigen Punkt der 
Flugbahn die Energiegleichung 



Fig. 7. 




Die ganze Erscheinung beruht nun auf einer Umwandlung der kine- 
tischen Energie in potentielle und umgekehrt. Dijs dabei stattfindenden 
Energieänderungen kann man nach 6alilei*s und Newton's Zerlegungs- 
princip in Theile zerlegen, indem man in der Form 

setzt. Nach der ersteren der beiden letzten Gleichungen folgt 

" (£) ^"^ = ^' 

d. h. in der horizontalen Richtung findet keine Energieäuderung 
und keine Änderung der Geschwindigkeit statt; die Bewegung in 
dieser Richtung ist gleichförmig; die Geschwindigkeit ist 

Vje = V cos <p = Vq cos a . 

Der Satz ist von ganz allgemeiner Bedeutung: Die wagrechte Rich- 
tung ist nämlich die normale Richtung zur wirkenden Schwerkraft; 
in der Horizontalen findet daher keine Arbeitsleistung statt und es 
gilt der Satz vom Beharrungsvermögen. Horizontale Flächen 
haben wegen dieser Besonderheit auch einen eigenen Namen; man 
nennt sie Niveauflächen oder Flächen gleicher Arbeit in Bezug 
auf die Schwerkraft. 

Aus der Zerlegung der lebendigen Kraft 

mvdv == mvdvx + mvdvy 

Janaaohke, Erhaltung der Energie. 4 
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folgt, da dVjc = 0, 

dvy = dv. 

Der zweite Theil der Energieändenmg dW, der sich auf die verticale 
Richtung y bezieht, ergibt demnach 

m ' A • dy — mvdv = 
oder 

niAy = mVq — - mv^. 

Auch diese Gleichung hat eine ganz allgemeine Bedeutung; sie lehrt, 
dass die gesammte EnergieUnderung nicht von der Form der Bahn, 
sondern nur von der Länge des Weges y in der Kraftrichtang ab- 
hängt. Für die schiefe Ebene und das Pendel wurde der Satz bereits 
besonders erläutert. 

Mit Rücksicht auf die vorhergehenden Gleichungen nimmt die 
letztere die Form an 

Zu dem gröfsten Werte von y = hy welcher Wurf höhe genannt 
wird, gehört eine horizontale Bahntangente, für welche q) = ist; 
damit erhält man die Wurfhöhe 

Vrt*- sin* a 



Ä=^ 



2A 



Dieser Wert ist direct zu gewinnen, wenn man die bei der Hebung 
des Körpers geleistete Arbeit m - A - h gleich setzt der mit der verti- 
calen Geschwindigkeitscomponente Vq sin a berechneten lebendigen 
Kraft, welche zur Hebung verbraucht wird. Die Wurfhöhe erscheint 
demnach als der Weg eines verticalen Wurfes mit der Verticalcom- 
ponente der Geschwindigkeit nach aufwärts; sie wird, nachdem der 
Körper den höchsten Punkt erreicht hat, von dem fallenden Kölner 
wieder in gleicher Zeit zurückgelegt wie von dem aufsteigenden. Die 
Zeit des Steigens oder Fallens folgt aus dem Fallgesetze 



sie ist 



h = i Ät'; 



. Vq Bin a 



Betrachtet man in ähnlicher Weise die Bewegung infolge der unver- 
änderlichen horizontalen Componente Vq cos a der Geschwindigkeit v^, 
so folgt leicht die Wurfweite, d. i. die in den Horizont fallende 
Sehne der Flugbahn; sie wird in der Zeit zurückgelegt, in welcher 
der Körper steigt und fällt, also in der Zeit 2/ und ist demnach 

2 t? ' w * 

l = —f- • sin a • cos « = ^ . sin 2a . 

A A 
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Dieses Gesetz für die Wurfweite gilt im leeren Räume; es besagt, 
dass die Wurfweite zunimmt im quadratischen Verhältnis mit der 
Anfangsgeschwindigkeit und proportional dem Sinus des doppelten 
Erhebungswinkels. Es kann dieselbe Wurfweite mit zwei verschie- 
denen Erhebungswinkeln erreicht werden, wenn der eine um ebenso 
viel grösser als der andere kleiner als 45^ ist. 

Das Energieprincip gestattet aber, nicht bloss einzelne Stücke 
der Flugbahn, sondern auch die Form der Bahn genau zu bestimmen. 
Für das angenommene Goordinatensjstem lässt sich die analytische 
Gleichung der betreffenden Curve wie folgt ermitteln. Die auf die 
Masseneinheit bezogene Energiegleichung 

erfordert noch die Bestimmung von v aus den Coordinaten. Diesem 
Zwecke dient der Wert für die Änderung der kinetischen Energie 
nach irgend einer Richtung, beziehungsweise för die entsprechende 
Kraft. Man kann entweder in Rechnung ziehen, dass die Horizontal- 
flächen Niveauflächen der Schwerkraft sind, längs welchen keine 
Änderung der kinetischen Energie stattfindet, oder man kann den 
Ausdruck für die Fliehkraft benützen, welche der zur Bahn normal 
wirkenden Componente der Schwerkraft das Gleichgewicht hält. Nach 
der ersteren Rücksicht ist 

V • cos q) = Vq» cos a 
und damit geht die Energiegleichung in die Form über: 

Setzt man hierin für tg g) = ^ = y' und demnach cos^g) == , ., , 
so erhält man die Curvengleichung " 

für den höchsten Punkt der Curve ist y' = und daher 



y = 



Vq* sin'a 



2A ' 



dies ist der Wert für die Wurfhöhe. Durch Verschiebung des 
Coordinatensystems, bis der Mittelpunkt mit dem höchsten Pimkte 
der Flugbahn zusammenfällt, erhält man für y die Coordinate 

t?ft' sin'a 

und als Curvengleichung 

— 2A'q + Vq* • cos* a • 1^'* = ; 
daraus folgt 
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und ferner*) 



ro cos a - y^ 



u9 2r*C0B*a 



Dies ist die Scheitelgleichung einer Parabel. Will man die Glei- 
chung für das Achsensystem (XY) darstellen, so hat man für ij die 
Rücksubstitution zu machen und auch den entsprechenden Wert für 
6 einzuführen. Setzt man für rj die Wurf höhe, so erhält man für | 
die halbe Wurfweite + v^^ sin 2a/2A\ man hat demnach einzuführen 

,. tJrt* • 8in2« 

c = X 7 

^ 2Ä 

und erhält die Parabelgleichung der Flugbahn in der gesuchten Form 

/ t?Q*- 8m2a\* *2v<j*co8'a / t?o'-8in'a\ 

V^ 2Ä / ~ Ä V^ 2Ä / ' 

Diese Gleichung gilt nur für Flugbahnen im leeren Räume. In der 
Luft erleidet das Bewegliche einen Widerstand, indem es einen Theil 
seiner lebendigen Kraft an die im Wege stehenden Lufbtheilchen ab- 
geben muss; durch die beständige Verminderung der Geschwindigkeit 
wird die Parabel in der Richtung des Luftwiderstandes etwas zu- 
sammengedrückt. Die im Lufträume zurückgelegte Bahn heisst 
ballistische Curve. 

Aufg. 1. Die vorstehende Parabelgleichung für die Flugbahn ist f&r 
die Fälle zu specialisieren und zu deuten, in welchen der Erhebungs- 
winkel a = 0^ und 90^ ist. 2. Es sind die im höchsten Punkte der 
Flugbahn wirkenden verticalen Kräfte zu ermitteln. (Man setze in 
dW/dy = für v das Product aus Krümmungsradius r in die Winkel- 
geschwindigkeit 0), dann erhält man als entgegen wirkende Kräfte die 
Schwerkraft und die Fliehkraft, nämlich mA = mv^/r.) 8. Es sind an 
einer beliebigen Stelle die zur Flugbahn normalen Kräfte zu bestimmen. 
(Aus dW/dr = mid i; = w • r ergibt sich A cos q> = v^/r d. h. ?) 
4. Aus der allgemeinen Energiegleichung für W und dem in der vorher- 
gehenden Aufgabe ermittelten Werte für die Fliehkraft ist die Gleichung 
für die Flugbahn abzuleiten. (Die gegebenen Gleichungen und die ana- 
lytischen Formen für ig (p = dy/dx = y' und für den Knunmungshalb- 
messer r = (l -f- y'^y^^/y" führen zu der bereits abgeleiteten Parabel- 
gleichung.) 5. Am Äquator der Erde, des Mondes, des Jupiters erfahren 
frei fallende Körper beziehungsweise die Beschleunigungen 9*78 m, 1*65 m, 
21*17 m; wie hoch muss auf jedem dieser Himmelskörper ein Bewegliches 



1) Um die Siunmierang elementar auszuführen, ist zu setzen 

d»2 = ^. - ^n-i = (V^ - >^vli) • 2 yij". 
Damach folgt leicht 
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gelanget), das sich mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 5 m über dem 
Boden erhebt? — Sprung eines Turners. (1*28 m, TOS m, 0-59 m.) 
6. Eine Kanonenkugel wird unter einem Erhebungs winke! von 15" mit 
einer Geschwindigkeit vun 550 m abgeschossen; wie gross sind Wurfweite 
und Wurfhöhe ohne Rücksicht auf den Luftwiderstand? (Für A=10m, 
15 125 m, 1013 m.) 7. Eine unter dem Erhebungs winke I von 20" und 
mit der Geschwindigkeit von 500 m abgeschossene Kanonenkugel Bchlug 
nach 24 Secunden in die Erde ein; wie gross war die Scbuss weite? - — 
(11274 m.) B. Eine mit 5U0 m Geschwindigkeit abgeschossene Kanonen- 
kugel schlug nach 6 See. in einen 80 m gegen das Kanonenrohr hSher 
liegenden Punkt ein; wie gross war der Erhebungswinkel? — (4* 5»' 19".) 
9. Eine Kugel wird mit einer Geschwindigkeit von 500 m unter dem 
Erhebungswinkel von 12" abgeschossen; in welcher Höhe trifft sie einen 
1500 m entfernten Erdwall? — (271-81 m.) 10. Unter welchem Winkel 
muss eine Kanonenkugel abgeschossen werden, damit sie möglichst weit 
fliegt, und vde gross ist dann die Scbui^s weite und die grösste HOhe der 
ine Geschwindigkeit derselben von 55U m? — (a = 45", 
30 250 m, 75C2 m.) [Aufg. 5 ist von Daurer, 6—10 von Müller-Erzbach,] 

14. Fliehkraft. (Hujgens 1673.) Die Bedingungen, unter 
weichen die Fliehkraft oder Ceutrifugal kraft in Erschejjinng tritt, und 
ihr Gesetz wurden gelegentlich bereits bei Behandlung des Kegel- 
pendela und des schiefen Wurfes (Äufg. 2 und Ü) erhalten. Damach 
entsteht bei jeder krummlinigen Bewegung die Fliehkraft; sie ist 
normal zur Bahn und halt einer ablenkenden Centripetal kraft das 
Gleichgewicht. Beim Kegelpendel hält die Fliehkraft der Mittelkraft 
aus Schwerkraft und Fadenspnnnung, und beim Wurf einer Com- 
ponente der Schwerkraft, speciell im böcbaten Punkte der Schwer- 
kraft selbst das Gleichgewicht, Das für sie gewonnene Gesetz ist 



F=ti 



dr ' 



wenn r der Krümm ungahalbiueaser in dem betreffenden Bahnelement ist. 

Die erstere Form des Gesetzes, die unmittelbar aus dem Aus- 
drucke für die kinetische Energie hervorgegangen ist, gestattet eine 
ODBchauliche Auslegung: Infolge des Beharrungsvermögens sucht der 
bewegte Korper in derselben Richtung mit constnnter lebendigen 
Kraft sich fortzubewegen; eine normal zur Bahn gegen den Krüm- 
ln ungsmittelpu nkt hin wirkende Kraft, die Centripetalkraft, lenkt 
den Körper aus seiner geradlinigen Richtung ab und sucht die kine- 
tische Energie zu ändern; die Kraft, welche diese Energieänderung 
äussert, ist die Fliehkraft. Dieselbe ist der Centripetalkraft gleich 

entgegengesetzt. Der Verlust an vorhandener lebendiger Kraft 
kann durch den Gewinn infolge der Arbeit der Centripetalkraft ersetzt 
und dadurch die lebendige Kraft auch constant erhalten werden, wie 
dies beim Kegelpcndol der Fall ist. 

Das Gesetz soll noch in folgendem Beispiele allgemein abgeleitet 
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wcrdun. An beiden Enden eines Fadens von der Linge (r^ -f- r,) seien 
bezifthun^HweiHe die Ma.sson m^ und tn^ befestigt; die Massen werden 
initUilHt einer Srhwiin^miischine gleichförmig in concentrischen Kreisen 
mit den Radien t\ und n gedreht; es ist die Fadenspannung f&r den 
stfitionären ZuHbiiid /u berechnen^). Die kinetische Enei^e des an- 
gegebenen Syntemea ist 

(jleiehgewieht herrseht zwischen den beiden Massen, wenn bei einer 
sehr kh;inen Vf.Tschiebung in d(T Fadenrichtung keine Energieanderong 
eintritt^ also wenn 

(l jr= m^Vidi\ — m^v^dv^ = 0. 

Die einander das üleicligewicht haltenden Kräfte sind die Fliehkräfte 

Setzt man für jede Geschwindigkeit v die r-fache Winkelgeschwindig- 
keit ü), so findet man leicht die gesuchte Form der Fliehkrafbe oder 
die Fadenspannung 

Es ist von allgemeiner Bedeutung, zu bemerken, dass die kinetischen 
Energien der Massen mit Hilfe der einander das Gleichgewicht hal- 
tenden Kräfte ausgedrückt werden können; man kann nämlich dafür 
setzen: 

Die Kräfte erscheinen hier als Factoren der Energie; sie werden 
nach Helm „Intensitätsfactoren'' der Energie genannt; wir werden 
sie auch „Wirkungsgrade" der Energie nennen. 

Das iliehkraftgesetz kann mit Hilfe der Centrifugalapparate 
von Pscheidl, Weinhold, Fr ick u. a. bestätigt werden. 

Aufg. 1. Eine Glocke von 6 q Gewicht erhält beim Läuten einen 
Ausschlag von 60®; mit welcher Kraft werden die Achsenlager in An- 
spruch genommen, wenn die Glocke sich im tiefsten Punkte befindet? — 
(12 q.) 2. Wie oft mal in der Secunde, beziehungsweise in einer Minute 
muss ein mit Wasser gefülltes Glas in einem Kreise mit 0*5 m grossem 
Halbmesser herumgeschwungen werden, damit das Wasser nicht ausfliesseV 
(Mindestens 071, bez. 43 mal.) 8. Wie gross ist die mittlere Anziehung 
des Mondes durch die Erde, wenn die Umlaufszeit des Mondes 27 Tage 
7 St. 43 Min. 12 See. und sein mittlerer Abstand 51800 geogr. Ml. (zu 
7420 m) beträgt? — (00027 m.) 4, a) Wievielmal schneller müsste 

1) Vgl. meine Abhandlimg „Über die Drehung eines Körpers im Kreise" in 
Exner's Rep. 1891. S. 436. 
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sich die Erde um die Acbs«! di'ebea, damit am Ätjuator die auf einen 
Körper wirkende Schwerkraft von der Fliehki'aft aufgehoben würde, der 
Körper also gewiehtBloa erschiene? r= 6 370000 m, A ^ 978 m. — 
(IVmal.) 4. b) Mit welcher Geschwindigkeit mtlsste, vom Luftwiderstände 
abgesehen, eine Kugel horizontal abgeschossen werden, damit sie nicht aut' 
die Erde herabhele, soodei-n sie umkreiste? Wie gross wäre ihre Um- 
laufszeitV — (17 • 463 = 7871 m, 1-41 St.) 5. Wie viel muss bei dem 
Krümm angshalbmesser von 500 m einer Geschwindigkeit von 16 m und 
bei einer Spurweite von 1-435 m die Äussere Eisenbahnschiene höher 
liegen als die innere, wenn durch die Neigung der Bahn die Fliehkraft 
aufgehoben werden soll? — (75 mm.) 6. An einem r = 1 m langen 
Faden von J'= 10 kg Festigkeit ist eine Kugel von /"= 0-25 kg Ge- 
wicht befestigt; sie wird in einer lothrechten Ebemt um das freie Ende 
des Fadens mit steigender Geschwindigkeit jfescbleudert, bis zuletzt der 
Faden zerrejsst. Wie hoch, wie weit und wie lange wird die Kugel 
fliegen, wenn der Faden wahrend des aufwürt« gehenden Theiles einer 
Schwingung genau in dem Augenblicke /erreisst, in welchem er mit dem 
Horizonte einen -^ o ^ 45" bildet? Die Entfernungen sind vom Mittel- 
punkte der Schleuderbahn aus zu rechnen. — (10707 m, 39'988 m, 
2905 See.) [Die Aufg. 3—5 sind von Müller -Erzbach, PÜedner und 
Krebs, 6 von Budde.] 

Zu den Cen tri fugalappa raten gehören Centrifugal-Gtbläse, -Pumpen, 
-Trockenapparate etc. 

Dass das Gesetz für die Fliehkraft mit dem Elasticitätsgesetz über- 
einstimmt, und der Einfluaa der Fliehkraft auf die Schwerkraft sollen 
an spaterer Stelle erörtert werden. 

§15. Centralbewegung. Gesetze von Kepler und Newton. Ebenso 
wie die Bewegungen der Körper auf der Erdoberfläche wurden auch 
die Bewegungen der Himmelskörper ursprünglich als einfache Br- 
ach ein imgen betrachtet und durch einen philosophischen Grundsatz 
zu erklären gesucht. Man bemerkte frühzeitig, daas der ganze Sternen- 
himmel täglich sich um eine Weltachse dreht, deren Richtung sehr 
nahe durch die Verbindungsgerade von der Erde zum Polarstern ge- 
geben ist; von der Erde nahm man an, dass sie im Mittelpunkte 
des Weltalls rube. Durch die Drehung des Himmebgewölbes mit 
Sonne, Mond und Sternen vmrde die Erscheinung des Tages und der 
Nacht erklärt. 

Weitaus die meisten, nachts sichtbaren Sterne stehen in Gruppen, 
sogenannten Sternbildern, unveränderlich beisammen; sie heissen 
Fixsterne. Von ihnen lehrt Aristoteles, dass sie vom HimmelastoSe, 
dem Äther, in der vollkommensten Bewegung, nämlich im Kreise, 
in alle Ewigkeit gleichmäsaig fortgeführt würden. Schon mit freiem 
Auge bemerkt man, dass die Sonne sich nicht in ein Sternbild ein- 
reihen läiBst, sondern dass sie von Sternbild zu Sternbild sich ost- 
wärts vorschiebt; diese Eigenbeweguug geht so vor sich, dass das 
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Himmelsgewölbe immer nach einem Vierteljahre um dieselbe Abend- 
stunde stets um eine Vierteldrehung in der Richtung von Ost nach 
West gedreht erscheint. In einem Jahre haben die Fixsterne eine 
Drehung mehr um die Weltachse ausgeführt, als die Sonne. Noch 
vor einer genaueren Bestimmung der Orte am Himmel mittelst der 
gebräuchlichen sphärischen Coordinaten wurde die Stellung der Sonne 
zu den Fixsternen gefunden, indem man die Abstände von der Sonne 
zum Mond und vom Monde zu den betreflFenden Fixsternen mit Hilfe 
von Visiervorrichtungen bestimmte. Solche Messungen ergaben, dass 
die Sonne am Himmelsgewölbe unter den Fixsternen in einem grössten 
Kreise sich fortbewegt, und in den 12 Monaten des Jahres die 12 
Sternbilder des Thierkreises (Zodiakus) passiert. Schon 1400 v. Chr. 
war den Ägyptern bekannt, dass die Sonne ihre Bahn, Ekliptik 
genannt, in Sßöy^ Tagen vollendet. Durch die Neigung der Ekliptik 
gegen den Himmelsäquator (Schiefe der Ekliptik = 23® 27') wird es 
bedingt, dass im Sommerhalbjahre die Sonne sich nördlich vom 
Äquator befindet, und dass während dieser Zeit die nördliche Erd- 
hälfte stärker und täglich länger beleuchtet und erwärmt wird, als die 
südliche. Während des Winterhalbjahres befindet sich die Sonne süd- 
lich vom Äquator und erwärmt und beleuchtet mehr die südliche Erd- 
hälfte. So werden durch die Bewegung der Sonne in der Ekliptik die 
Jahreszeiten mit ihren verschiedenen Tages- und Nachtlängen begründet. 
Zur Erklärung der bisherigen Erscheinungen genügen die an- 
genommenen Kreisbewegungen noch vollständig. Für die Planeten- 
bahnen reicht derselbe Erklärungsgrund aber nicht mehr aus. Bei 
den mit freiem Auge sichtbaren Planeten, Venus, Mars, Jupiter und 
Saturn, kann man schon durch gelegentliche Beobachtungen erkennen, 
dass sie ähnlich wie die Sonne in der Nähe der Ekliptik unter den 
Fixsternen sich verschieben, femer dass Venus nur auf der Sonnenseite 
als Morgen- oder Abendstem erscheint, während die anderen Planeten 
sowohl in Conjunctions- als auch in Oppositionsstellung zur Sonne 
gelangen. Eine genauere Aufzeichnung ihrer Stellungen zwischen den 
Fixsternen zeigt eine östliche Bewegimg mit Schleifenbildung. Ptole- 
mäus (um 140 n. Chr.) in AJexandria suchte diese Bahnen damit zu 
erklären, dass er annahm, die Planeten bewegen sich in Kreisen, deren 
Mittelpunkte aber auf je einem in der Nähe der Ekliptik befindlichen 
Kreis weiter schreiten; die Planetenbahnen wären darnach Epicyklen. 
Bei dieser Erklärung wird die Erde in der Mitte des Weltraumes 
ruhend gedacht. Ptolemäus' „Almagest" mit seinem geocentrischen 
Systeme blieb 1400 Jahre lang massgebend. Vergleiche zwischen den 
Epicyklen und den wirklichen Bahnen ergaben aber Differenzen; um 
diese auszugleichen wurden exentrische Stellungen der Kreise ange- 
nommen oder auch dritte Kreise, auf welchen die betreffenden Planeten- 
bewegungen vor sich gehen sollten. 
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Von solchen Complicationen suchte sich Copemicus unabhängig 
zu machen und forschte nach einem einfachen Zusammenhange der 
Erscheinungen. Auf einen solchen liessen ihn die Constanz der epi- 
cyklischen Umlaufszeit sämmtlicher Planeten schliessen, insbesondere 
führte ihn der Umstand, dass die langsamsten Planeten (Jupiter 398, 
Saturn 378, Uranus 369 und der 1846 entdeckte Neptun 366 Tage) 
ungefähr ein Jahr zur Bildung jeder Schleife beanspruchen, zu der 
Annahme, dass diese Schleifenbildung in der Bewegung der Erde um 
die Sonne ihre gemeinsame Ursache haben. Die Schleife ist darnach 
nur das perspectivische oder parallaktische Bild, das der betreffende 
Planet infolge der Erdbewegung am Himmelsgewölbe verzeichnet. Die 
Längen der Schleifen sind die Parallaxen, bezogen auf die Endpunkte 
eines Erdbahndurchmessers •, dieselben gestatten die Entfernungen der 
Planeten von der Sonne in Erdbahnhalbmessem zu berechnen. Durch 
derartige zahlenmässige Bestimmungen gelangte Copernicus (1543) zur 
Aufstellung seines heliocentrischen Planetensystems, nach welchem 
die Planeten in der Reihenfolge Mercur, Venus, Erde, Mars, Jupiter, 
Uranus und Neptun um die Sonne kreisen. Im ganzen entsprach dieses 
heliocentrische System den gemachten Beobachtungen. Genauere Mes- 
sungen besonders von Tycho Brahe, die Kepler fortsetzte, zeigten 
aber noch immer Differenzen bezüglich der Stellungen des Mars; für 
diese genügte die angenommene Kreisbewegung nicht, auch wenn der 
Kreis excentrisch gedacht wurde. Die Bestimmung der wirklichen 
Lage des Mars im Räume nach dem heliocentrischen Systeme führten 
Kepler (1609) schliesslich zur Aufstellung folgender drei Gesetze: 

1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brenn- 
punkte sich die Sonne befindet; 2. die von den Leitstrahlen in gleichen 
Zeiten beschriebenen Flächenräume sind einander gleich; 3. die Qua- 
drate der Umlaufszeiten verhalten sich wie die dritten Potenzen der 
mittleren Entfernung von der Sonne. 

Newton hat nun diese Gesetze auf eine einheitliche Ursache zurück- 
geführt und sie dadurch erklärt (1685). Wie bei den Erscheinungen 
der krummlinigen Bewegungen auf der Erde, so muss auch bei den 
Planetenbewegungen eine Centripetalkraffc, beziehungsweise eine Cen- 
tralkraft vorhanden sein, und Newton erkannte die letztere als eine 
Fallbeschleunigung der Planeten gegen die Sonne. Mit Hilfe des 
Gesetzes für die Fliehkraft, welche der Centripetalkraft gleich sein 
muss, und mittelst des dritten Kepler'schen Gesetzes fand Newton 
das nach ihm benannte Gravitationsgesetz. In erster Annäherung 
nahm er eine Planetenbahn kreisförmig an^), für diese ist die Centri- 



1) Newton's Ableitg. des Gesetzes mit Rücksicht auf ellipt. Bahnen siehe in 
VioUe's Lehrb. d. Pb. I. Vgl. auch: G. Helm, Arch. f. Math. u. Ph. 1879, S. 826, 
femer Martus* astron. Gg. u. a. 
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nach dem 3. Gesetz Keplers ist 

daher wird 

r' 
Die Kraft i 

«l^r Masse' dir ä! ^r 'ü""!'" ^T t ^T ^''"8*' '»* <W.^r 
von dersl °^**° '*'''**^ und dem Quadrate semer Entfeninnir 

Kraft zur ErWr ^^^''"^ proportional ThaMchüch genügt diSI 

^^ J^rklarung der mechaiuschen Himmelserscheinuncen 
these «!!?^1 '^^ '"'" Kraftgesetz stellte Newton zunächst die Hypo- 
V h- ^ ^^^ allgemein zwei Massen w, und i«^ Jn jj^J!^ 

^ t^^^^^^^gsgeraden anziehende Krafte auf einander ausüben in der 

/* = A — j:^— , 

Ä; ist die Gravitationsconstante, deren Dimension == Jf— i . jr,« . y_f 
ist. Ä*mi/r* ist nach dem Newton sehen Kraflmasse (F^^^A^m) die 
Beschleunigung der Masse m^. 

Die allgemeine Giltigkeit des Gesetzes prüfte Newton, indem er 
die Mondbeschleunigung gegen die Erde mit der Fallbeschleunigung 
auf der Erdoberfläche verglich. Er setzte voraus, dass der Mond um 
die Erde in gleichförmiger Bewegung einen Kreis beschreibe und dass 
die Geschwindigkeit = 1050 m und der Halbmesser des Kreises dem 
60-fachen Erdhalbmesser, also == 60 X 6 360 000 m seien. Darnach 
erhielt er die Beschleunigung in der Grösse 1050760 • 6 360000 = 0-0028. 
Der Betrag ist ungefähr der 60^ oder 3600ste Theil der Beschleuni- 
gung der Schwere auf der Erde Ä = 9*81 m. Das Resultat bestätigt 
die Annahme, dass der Mond, dem Newton'schen Gesetze entsprechend, 
gegen die Erde falle. 

Nach so erwiesener Giltigkeit des Gesetzes im ganzen Sonnen- 
systeme wird das Gesetz als ein allgemeines Naturgesetz anerkannt 
und mit dem Namen „Newton*sches Gravitationsgesetz^ bezeichnet. 
Das Gesetz ist lediglich der Ausdruck von Thatsachen; es ist frei 
von jeder Hypothese. Newton selbst hielt es noch für erklärungs- 
bedürftig. Roger Cotes und die übrigen Schüler und Anhänger 
Newton's betrachteten es aber als ein Elementargesetz und erklärten 
die Gravitation als unvermittelte Ferne Wirkung, und diese als 
eine Eigenschaft der Materie. Trotz gewichtiger Einwendungen seitens 
der Anhänger des Cartesius, welche die neue Eigenschaft des Stoffes 
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für unbegrei flieh hielten und die Femewirkung durch Vermittelung 
des Weltäthera zu erklären suchten, gelangte dennoch jene Lehre zu 
allgemeiner Annahme. 

§ 10. Centralbewegung. Fortsetzung. Es sollen nun mit Hilfe 
des Newton'achen Gravitationsgesetzes und des Energieprincipes die 
Kepler'echen Gesetze abgeleitet werden. 

Das Flächengesetz folgt ohne weiteres aus der Kraftrich- 
tung und der hierdurch bestimmten Lage der Niveuufläche. Ein 
zfthlenmäsaig bestimmtes Kraftgeaetz ist nicht erforderlich '}. In Fig. 8 
gebe die krumme Linie ein Stück der Bahn an, welche ein Himmels- 
körper unter der Einwirkung einer 
Centralkraft, deren Convergenz- 
punkt sei, beschreibe. Zwei aui 
einander folgende Elemente der 
Bahn werden beziehungsweise mit 
den Geschwindigkeiten v^ und !■, zu- 
rückgelegt. Im Punkte Ä grenzen 
die Bahnelemente aneinander; die 
Richtung der Centralkraft in diesem 
Punkte wird von dem Leitstrahle r 
angegeben. Zur Kraftrichtung normal liegt die Niveaufläche NN, 
in deren Richtung die Bewegung gleichförmig ist, weil in ihr keine 
Kraft wirkt. Sind die Neigungswinkel von t\ und v^ zur Niveau- 
ääche bez. gleich «, und «^, so gilt fiir die Geschwindigkeitscom- 
ponenten in der Richtung NN die Gleichung 
I', • cos a, i= Vy ■ COB ti^ . 
Die Winkel a werden auch von dem Leitstrable r mit den Perpen- 
dikeln p gebildet, welche vom Centralpunkte auf die Richtnngen 
von V gefällt werden; somit können die Werte cos a durch die ent- 
sprechenden Quotienten p/r ersetzt werden, und man erhält 




oder 



■Pi = 



■Pj. 



den mathematischen Ausdruck für das zweite Kepler'sche Gesetz: 
das Product vp gibt die sogenannte Flächengeachwindigkeit an, 
und die Gleichung lehrt die Constanz dieser Geschwindigkeit von 
Element zu Element der Bahn. 

Das Gesetz folgt auch unmittelbar aus der Eigenschaft des Ge- 
schwind igkeitsparallelo gram m es, das man aus v, als Seite und r, als 
Di^onale constniieren kann, wenn man auf die Geschwindigkeiten 
den Satz von den Kraftmomenten in Bezug auf den Punkt ent- 

1 d, Zeitach, f. ph.ye, u. 



J^ 
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sprechend anwendet. Das Moment der Diagonalgrosse ist stets gleich 
der Summe der Momente der Seitengrossen; da hier der Punkt in 
der zweiten Seite des Parallelogrammes liegt, so ist deren Moment 
gleich Null, und man erhält ohne weiteres für die beiden anderen 
Momente die vorstehende Gleichung M. 

Das erste Kepler sehe Gesetz über die Form der Bahn erhält 
man analog wie die Flugbahn eines geworfenen Körpers. Wir be- 
nützen zunächst die Gleichung für den unveränderlichen Energiewert 
und das zweite Kepler'sche Gesetz. Da die potentielle Energie des 
Planeten nicht bekannt ist, so gehen wir von der Äquivalenz der 
Arbeit und lebendigen Kraft, bezogen auf ein beliebiges Bahnelement 
aus. Wenn der Leitstrahl r„_i übergeht in r« und die Greschwindig- 
keit von r„_i in t?„, dann ist das Aquivalenzgesetz 

k • M ■ m / X 1 o 1 o 

yi— (rn-i — r„) = y w . v/ — Y w . f;«_j . 

Setzt man r^ = r« • /'„_i, so folgt 

k . M l"-- —) = 4- • r„« - 4- • t^' 1- 

Die Summierung der Seiten dieser Gleichung zu dem Zwecke, um 
einen Ausdruck für einen endlichen Weg zu erhalten, ist unschwer 
elementar auszuführen. Die linke Seite ergibt für die Arbeit bei 
Bewegung der Masseneinheit aus der Entfernung r^ bis r, wie man 
sich leicht durch Aufschreiben einiger Glieder der Summe überzeugt, 
die Summe k - M ^ (1/r — l/^o)- Denket man sich die Bewegung aus 
unendlicher Feme her, also r^ = oo, so folgt für k • M/r die Bedeu- 
tung der Arbeit bei der Bewegung aus dem Unendlichen. Dieser 
Arbeitswert, negativ genommen, heisst auch das Potential von M 
an dem Orte in der Entfernung r; derselbe findet sich vor der Be- 
wegung als potentielle Energie des Systems vor. Das Potential 
als Kräftefunction wurde von Lagrange (1777) in die mathematische 
Behandlung der Schwerkraft eingeführt; der Name rührt von Gauss 
her (1840). Nach dieser Bemerkung gestattet die vorstehende Glei- 
chung den Übergang zum ganzen Energiewerte. Die Gleichung lässt 
sich nämlich in der Form schreiben 

k'M 1 , k-M 1 2 , 
. V * = -TT ' ^ 1 = const. 

n n — 1 

Ist die potentielle Energie des aus dem Centralkörper und dem Pla- 
neten bestehenden Systemes, wenn beide Körper unendlich weit von 
einander entfernt sind, gleich Wq, so erhält man die gesammte Energie 
für die Masseneinheit des Planeten in der Entfernung r, indem man 

1) Vgl. meine Abhdlg. über das Energieprineip in der Dynamik. 1884. S. 26. 
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den in der vorstehenden Gleichung gegebenen Wert von dem für Wq 
abzieht; also ist die Energie 

denn die potentielle Energie Wq wird durch die Annäherung um die 
Arbeit k • M/r vermindert, und ausserdem besitzt die Masseneinheit des 
Planeten die lebendige Kraft; v^/2. Mit diesem constanten Energie- 
werte verbinden wir das Flächengesetz (nach Fig. 8) in der Form 

V ' p = V ' r ' cos a = C. 

Durch Einsetzen des hieraus folgenden Wertes für v wird der con- 
stante Wert 

jW = W-Wq = ^ ,^\ —^LE, 
Aus dem kleinen Dreieck (ABD) erffibt sich 

ta a = — -j— und somit cos* a = 73— rr • 

Mit Hilfe dieses Wertes erhält man aus der Gleichung für ^W 

dr 



d(p = 



■i /2r*'JW 2'k'Mr ___ 



Der Gleichung wird durch die Polargleichung der Kegelschnittslinien 
genügt, nämlich durch die Form 

r = « 

1 -f- * • cos <p ' 

die sich auf den Brennpunkt als Coordinatenursprung bezieht, und in 
welcher q den halben Parameter und s die numerische Excentricität 
bedeuten. Man erhält daraus 

dq> = -— - — . 

Durch Vergleich beider Werte für dq) folgen die Bedingungsgleichungen 

2 JW «•— 1 , k'M 1 

die durch Elimination von q ergeben 

Die Bahn des Himmelskörpers ist demnach eine Kegelschnittslinie, 
deren numerische Excentricität s durch die vorstehenden Werte ge- 
geben ist. Dieselben charakterisieren zugleich den Kegelschnitt, je 

nachdem ^ ^ 1 ; also je nachdem 
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ist die Bahn eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse. 

Mit Rücksicht anf die Bedeutung von h • M/r als Arbeit, welche 
die Masseneinheit des Beweglichen aus wirkungsloser Feme bis in 
die Distanz r vom Centralkörper heranzuziehen oder aus dieser Distanz 
zu entfernen vermag, ergibt sich, da.ss der Himmelskörper eine un* 
geschlossene oder geschlossene Bahn um den Centralkörper beschreibt, 
je nachdem die bezeichnete Arbeit kleiner, gleich oder grösser als die 
lebendige Kraft des Himmelskörpers in irgend einer Lage ist. Dieses 
Ergebnis lässt sich vom Standpunkte des Energieprincipes auch un- 
mittelbar einsehen. 

Ohne Hilfe von Differentialen erhält man die Beziehung zwischen 
Planetenbahnen und Kegelschnitten, wenn man den angegebenen 
Energiewert JW nach Püning (Poske's Zeitsch. IX. 1895. S. 27) 
unmittelbar mit folgender fiir die Ellipse (als allgemeiner K^rel- 
schnittslinie) giltigen Relation vergleicht: Denkt man den Punkt A 
(Fig. 8) mit beiden Brennpunkten einer Ellipse verbunden, so schliessen 
die Leitstrahlen r und (2a — r) den ^ 2a mit einander ein, weil 
die Curvennormale in A den Winkel der Leitstrahlen halbiert. Aus 
dem von den Leitstrahlen und 2e gebildeten Dreieck folgt 

Ae^ = r^ + (2a ^ rf — 2r(2a — r) cos 2a 

= 4a* — 2r(2a — r)(l + cos 2a) 

= 4:0^ — 4r(2a — r) cos* a 
und 

r(2a — r) cos* a = 6*, 

wenn h die kleine Halbachse ist. Somit gilt die Bedingung 



r 



2 



2ar = — 



h 



s 



cos'a 

Aus der Gleichung für JW folgt 

kM C» 



r* + 



oder 



^ 1 , kM '^ ~ 

2 r 



^(1 , kM\ , 



Durch Vergleich beider Bedingungsgleichungen für r folgen die Werte 
für die Halbachsen 

kM , C 



v-^2^^' -i/~7~ ^kM 



Die Bedingungen, unter welchen diese Werte für eine elliptische^ 
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parabolische oder hyperbolische Bahn entscheiden, sind diejenigen, 
welche bereits angegeben wurden. 

Für die Planeten unseres Sonnen Systems gilt das Kennzeichen 
der EUipsität, und es folgt für dieselben das erste Kepler'sche 
Gesetz. 

Nach P. SalcLer kann man Versuche anstellen Über die Bewegung 

der"^ Himmelskörper, indem man ein Eisenkügelchen in der Nähe eines 

kräftigen Magnetpole» nach einer Richtung in Bewegung versetzt. 

Die Versnfhe stützen sich auf den Umstand, dass das magnetische 

Wechselwirkungsgeaetz mit dem Newton'schen Gravitationsgesetze 

übereinstimmt. Als Unterlage zu denselben ist eine mit Papier bi^ 

legte Glasplatte geeignet, und das Kügelchen kann man in einer 

kleinen Rinne von verachiedeneti Höhen herab laufen lassen, 

„ Das dritte Gesetz ergibt sich aus dem ersten und zweiten wie 

b folgt: Nach dem zweiten Gesetz ist die F lache ngeachwindigkoit ge- 

I geben durch die Gleichung C= %pv . Ist nun die Umlaufszeit des 

m Planeten ( und sind die grosse und kleine Halbachse der elliptischen 

Bahn beziehungsweise a und h, so ist die Fläehe der Dllipse, welche 

während eines Umlaufes vom Badiusvector beschrieben wird 

— p-v-t ^ a-b ■ X. 

Danach ist liir zwei vei-achiedene Punkte 

2o6ä j 2a&» 
V = 7- und Vg ^ 7- ■ 

Führt man diese Werte in die obige dem Energiewerte W vorher- 
gehende Gleichung ein mit der Bedingung, dass die Anfangslage des 
Planeten im Perihel und eine zweite Lage im Äphel, also die beiden 
Stellungen des Planeten in den Endpunkten der grossen Axe gewählt 
werden, und bezeichnet mit e die lineare Ezoentricität, so erhält man: 

oder nach leichter Umformung und Substitution von a' — e* = h^, 

Idaa dritte Kepler'sche Gesetz. 
K 
u 
fä 
: 



Aofg. 1. Es ist aus dem Satze für die lebendige Kraft direct das 
Kriterium für die Art des Kegelschnittes einer Centralbewegung abzuleiten. 
(Aus dem genannten Satze folgt für zwei auf einander folgende und somit 
beliebige ISahnelemente die Beziehung 
'/2 —k- M/r = i^oV2 — k ■ 3//r„ = C 72 p^^ — k ■ M/r^ . 
Die letzte Seite kann nun auf die Sonnennähe oder Soimenfeme des be- 
wegteu Himmelskörpers bezogen und darnach das Kriterium des Kegel- 
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Schnittes ermittelt werden: Bei der Hyperbel ist fär rQ^= cx> das Per- 
pendikel Pq endlich, daher die fragliche Differenz positiv; bei der Pa- 
rabel ist für r^ = oo auch j)q = oo, die Differenz ist gleich Null; und 
für die Ellipse, bei welcher r und p stets endlich bleiben, erübrigt 
eine negative Differenz. [Vgl. meine Abhdlg. in Poske's Zeitsch. 1888.] 
Bei Benützung des Punktes in der Sonnennähe hat man in dem Aus- 
drucke (t^oV*^ — ^ " -^Ao) ^^^ Glied mittelst des Fliehkraftgesetzes zu 
berechnen und den Wert für den Krümmungshalbmesser = r (l -j- «) 
einzuführen. Man erhält als charakteristische Differenz {k'M/2r^{jt — 1), 

die für eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse entscheidet, je nachdem c^l- 

[Vgl. hierzu die Abhdlg. v. E. Maiss „Die Bahnen bei Centralbewegungen" 
in d. Zeitsch. f. d. Bealschlw. Wien. 18. Jgg. S. 271 und meine Bemer- 
kungen dazu S. 402.]) 2. Es ist zu beweisen, dass für eine Planeten- 
bahn die charakteristische Differenz {v^/2 — k • M/r) = — k' M/2 a oder 
= — 271^ • a'/t^ ist. (Man bilde die Differenz für den Scheitel, be- 
nütze das Flächengesetz VqPq = 2a - h - n/t und das Gesetz fttr die Um- 
laufszeit k ' M = An^ ' a^/t^. Die Behauptung folgt auch unmittelbar aus 
der vorstehenden Gleichung für die Halbachsen.) 8. Mit Hilfe des vor- 
stehenden Wertes für die charakteristische Differenz ist die lebendige 
Kraft des Planeten zu bestimmen. (V^w • t" = k • M - m{l/r — 1/2 a).) 
4. Es soll der Abstand des Planeten Saturn von der Sonne in Erdhalb- 
messem berechnet werden. Die ümlaufszeit des Saturn beträgt 10 759 
Tage und die der Erde 365*26 Tage. — (9-5378 Erdhalbm.) 6. Die 
Umlaufszeit der Erde um die Sonne ist 365*26 Tage, ihre mittlere Ent- 
fernung von derselben 20 MilL Meilen; wie gross ist die mittlere Ent- 
fernung der Venus von der Sonne, deren Umlaufszeit 224*72 Tage be- 
obachtet worden ist? — (14*5 Mill. Meilen.) 6. Wie gross ist die Be- 
schleunigung der Erde gegen einen fallenden Stein? (4 • m/M,) 7. Die 
Erde vollendet ihren Umlauf um die Sonne in 365*26 Tagen; ihr mitt- 
lerer Abstand von der Sonne beträgt 23 340 Erdradien (zu 6370 km). 
Die volle Beschleunigung der Schwerkraft an der Erdoberfläche ist 9*8145 m. 
Wie gross ist dann unter der Voraussetzung, dass die Erdbahn kreisförmig 
ist, die von der Sonne auf die Erde und umgekehrt von der Erde auf die 
Sonne ausgeübte Beschleunigung, und wie gross ergibt sich hieraus die 
Sonnenmasse im Verhältnis zur Erdmasse? — (5*i5936 • 10"^ 1*801 7- 10"*® m, 
327 120 Erdmassen.) 8. Die Erde bewegt sich in 365*26 Tagen um die 
Sonne, von welcher sie eine mittlere Entfernung von 23 340 Erdradien zu 
6370 km hat; der Mond bewegt sich in 27*322 Tagen um die Erde und 
hat von ihr die mittlere Entfernung 383 200 km. Wie vielmal so gross 
ist die Sonnenmasse als die Erdmasse, wenn beide Bahnen als kreisförmig 
betrachtet werden? — (326 780 Erdmassen.) 9. Die Umlaufszeit unseres 
Mondes beträgt 27*322 Tage, die des ersten Jupitermondes 1*769 Tage; 
die mittlere Entfernung der Monde von ihren Planeten sind 383 200 km, 
beziehungsweise 423 500 km. Wie verhält sich hiemach die Jupitermasse 
zur Erdmasse? — (322 : 1.) 10. Die Erde hat bei ihrer Bewegung um 
die Sonne eine Oeschwindigkeit von 4*1 Meilen; wie gross müsste ihre 
Geschwindigkeit sein, damit ihre Bahn a) eine Parabel, b) ein Kreis 
würde? Die Beschleunigung auf der Sonne ist 27 •9*808 m; der Mittel- 
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punkt der Erde ist vom Mittelpunkte der Sooae 20 Mill. Meilen a 7420 m 
entferat oder 211 mal weiter entfernt als eiu Punkt der Sonnenuberfla«he. 
— (a) (j = v'[2.20-10*-9-81-27/211*-742Oj = 5'7 Meilen, bl 4 Moilen.) 
U. Das Aphel des Encke'schen Kometen ist gleich 40 Mill. Meilen, das 
Perihel 3 Mill. Meilen; wie gross ist die Geschwindigkeit im Aphel, wenn 
die im Perihel 12 Meilen beträgt? — (O'U Meilen.) 13. Die ümlaufszeiten 
Ton Neptun und Merkur sind 60177 und 88 Tage; wie weit iat der 
erstere von der Sonne entfernt, wenn die Entfernung des letzteren 8 Mill. 
Meilen beträgt? — (621 Mill. Meilen.) [Die Änfg. -t und 6 sind von 
Pliedner und Krebs, 4 und 7—9 von Budde, 10 — 12 von Reis.] 

§ 17. BewBgangsener^e der Sonne und der Planeten. Massen- 
mittelpunkt. Newtou Bchloss ans den krummlinigeu Planetenbahnen 
auf eine von der Somie ausgeübte Central kraft. Umgekehrt macht 
auch die Existenz einer Centralkraft die Annahme einer krummlinigen 
Bewegung nothwendig, deren Fliehkraft die Zentripetalkraft aufzu- 
heben vermag und es hindert, dass die wechselwirkenden Massen 
gegen einander stürzen. Da nach dem Gravitationsgeaetze auch jeder 
Planet auf die Sonne anziehend wirkt, ao iat der letztere Schluas 
auch auf die Sonne anwendbar; aueh sie musa in Bezug auf jeden 
Planeten sich in einer krummlinigeu Bahn bewegen, nachdem sie der 
Gravitation der Planeten widersteht. Ausser iliesen Bewegungen dei- 
Sonne und Planeten findet noch eine andere Bewegung des ganzen 
Sonnensystems statt. Es ist nämlich aus der scheinbaren Gestaltver- 
änderung der Sternbilder nach langen Zeiträumen zu schliessen, dass 
es sich- fortschreitend im Himmelaraume bewegt. Die wirklichen 
Bewegungen der Sonne und der Planeten setzen sich demnach aus 
mehreren Bewegungen zusammen, und es musa untersucht werden, in 
wieferne die einfachen Bewegungen einzeln betrachtet wei-den dürfen, 
und welchen Einlluss diese Bewegungen auf einander ausüben. 

In Fig. 9 sei m ein Masse ntheilchen, 
das einen Himmelskörper des betrachteten 
Systemes darstelle; i* sei seine wirkliche 
Geschwindigkeit. Besitzt das System eine 
fortschreitende Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit u, so kommt u allen Massen- 
theilen des Systems als Geschwindigkeits- 
componente zu. Die andere Geschwindig- 
keitscumponente v entspricht der inneren 
Bewegung des Systems. Aus dem Geschwin- 
'digkeitsparallelogramme erhält man für 




!0' _,.' + .■ + 2»- 



>(„.). 



' Ansdnick gilt für Jede einzelne Masse des Systems, und daher 
n man für die ganze Bewegimgsenergie setzen 
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^. Y '''^^'* = ^ [v '^***^ + 2 ^^^^ + m • M • V • cos (m • r)J 

= Y w^ • ^ m + ^ — mv^ + u • ^ m.v- cos (uv) . 

Die Glieder mit u bestimmen den Zustand des Systems infolge der 
fortschreitenden Bewegung; jene mit v den inneren Bewegungs- 
zustand. Die zwei ersten Glieder der Gesammtenergie geben die 
lebendigen Kriifte der beiden Bewegungen an. Wir können dieselben 
als die Äquivalenz der Arbeiten äusserer und innerer Kräfte an- 
sehen. Das dritte Glied, das die Geschwindigkeiten u und v als Fac- 
toren enthält, muss verschwinden, wenn die äusseren und inneren 
Bewegungen, beziehungsweise die Arbeiten äusserer und innerer Kräfte 
von einander unabhängig sein sollen; denn es dürfen infolge einer 
Änderung von u die Glieder mit v nicht venindert werden und um- 
gekehrt, welcher Bedingung nur entsprochen wird, wenn das letzte 
Glied gleich Null ist. 

Die lebendige Kraft des Systems ist also, wenn för Um die 
ganze Masse M des Systems gesetzt wird, 

d. h. gleich der Summe der Energien der fortschreitenden und inneren 
Bewegungen. 

Die Bedingung für diese Zerlegbarkeit ist 

Um • V • cos (ui;) = . 

Für das Product aus der Masse in die Geschwindigkeit ist der Name 
„Bewegungsgrösse" gebräuchlich; m • v - cos (uv) ist somit die Be- 
wegungsgrösse der inneren Bewegung von m in der Richtung der 
fortschreitenden Bewegung. Die Summe aller dieser Bewegungsgrössen 
soll gleich Null sein. Diese Bedingung lässt sich noch in anderer 
Form darstellen. Wir drücken die Geschwindigkeit v • cos (mv) durch 
die Componente von tv in der Richtung von u und durch u selbst 
aus. Damach geht die vorstehende Summe über in 

Um{iv • cos {uw) — w) = 
oder in 

Um • IV • cos (liiv) = Um • u = M - u^ 

d. h. die Summe der Bewegungsgrössen aller Massentheile in der 
Richtung der fortschreitenden Bewegung muss gleich sein der Be- 
wegungsgrösse der fortschreitenden Bewegung der ganzen Masse, die 
man sich in einem Punkte vereint denken kann. Dieser Punkt, dessen 
Bewegung die fortschreitende oder äussere Bewegung des Körpers 
darstellt, heisst Massenmittelpunkt. Seine Lage im Massensystem 
lässt sich nach der vorstehenden Gleichung ermitteln, wenn wir von 
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jedem Masse ntlieüclieii die Bewegung in der X-Kii-htiiiig ausgefüliii 
denken; wir setzen fttr die Geachwindigkeiteii w ■ vos{iiu'\ ^= dr/dt 
und für u = dXjdt und erhalten 



dt ' ^ 



= ^- M ■ dX 
m • X ^ M ■ X. 



Eine Constante ist weiter nicht hinzuzufügen; denn denken wir alle 
Massentheile m im Massenmittelpunkt zu M vereint, so besteht die 
linke Seite der Gleichung nur aus einem üliede und nimmt ohne 
weiteres die Form der recihten Seite nn. Die Gleichung genügt voll- 
kommen dem Satze von den Bewegungsgröasen. Denkt man sich 
von demselben Systeme fortschreitende Bewegungen in den Richtungen 
der 1- und ^-Achse des Coordiuatenaystemes ausgeführt, so kann 
man noch zwei weitere analoge Gleichungen wie die vorstehende auf- 
stellen und erhält zur Bestimmung des Massenmittelpunktes die drei 
Gleichungen 



M-X = 



M r=: 



M- Z=^ Smss. 



Zusammengefasst, lauten die Gleichungen in Worten: Das Prodnct 
aus der Masse eines Systeme» und dem normalen Abstände des Massen- 
mittelpunktes vo» einer Ebene ist gleich der Summe der Producte 
RUH den einzelnen Masseutheilen in ihre Normalabstände von derselben 
Ebene. 

Solange der Massenmittelpunkt in Ruhe ist, muss auch das 
ganze System als ruhend betrachtet werden; die indessen vor sich 
gehenden Bewegungeu zählen ku den inneren Bewegungen des 
Systems. Die Bewegung des Massenmittelpunktes, in dem man sich 
die ganze Masse des Sy.stems vereint denken kann, repiüsentiert die 
Bewegung des Massenaystems nach aussen. Bei solcher Auffassung 
ist die Zerlegung Jer ganzen Bewegungsenergie in die Energie der 
inneren und in die Energie der fortschreitenden Bewegung 
gestattet. 

Aufg. 1. Wenn das Verhältnis der Sonnenmasse nur Erdmasse m^/^n^ 
(= 350 000) gegeben ist, iu welchem VerhSLltnis wird die Entfernung der 
Mittelpunkte von Sonne und Erde (_=20 140 0UO Meilen) durch den 
Massenmittelpunkt beider Kiirper geUieilt, und wie weit Hegt derselbe 
ungefähr vom Sonneamittelpunkt entfernt? — (1:350 000, 57 Meilen.) 
2. In welcher Beziehung stehen die Bewegungarichtungen des Planeten 
und der Sonne, wenn, der Massenmittelpunkt als ruhend betrauhtet wird? 
Welche Bahn beschreibt somit der Sonnenmittelpuckt? (Die beiden Be- 

' wegungsrichtuugen sind in jedem Augenblicke entgegengesetzt parallel, 
nud der Sonnenmittelpunkt beschreibt eine verhältnismässig kleine, der 

' Planetenbahn iLhnllche Ellipse um den Massenmittelpunkt als Brennpunkt.) 
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3. Damit der von der Sonne zar Erde fiüirende Leitstrahl einen gewissen 
Winkel beschreibe, habe die Erde die Geschwindigkeit v^ wenn die Sonne 
ruhend vorausgesetzt wird; welche Geschwindigkeit besitzt demnach die 
Erde thatsächlich, wenn sich die Sonne nach entgegengesetzter Richtung 
so bewegt, dass der Massenmittelpunkt des aus Sonne und Planeten be- 
stehenden Systems in Ruhe bleibt? Wie gross ist die Geschwindigkeit 
der Sonne? Wie gross ist die lebendige Kraft der Erde und der Sonne 
zusammengenommen? — (Aus dem Satze für die Bewegungsgrössen der 
inneren Geschwindigkeiten, nämlich ni^i\ — w^r^ = folgt für die Erde 
r^ = V • wij/(Wi + Wg), für die Sonne i\ = v • m^/itn^ + tn^) und för 
die lebendige Kraft = m^ m^ v^/2 {m\ -\- tn^).) 4. Welchen Wert erh&lt 
die nach dem zweiten Kepler'schen Gesetze berechnete halbe grosse Achse 
einer Planetenbahn, wenn die Bewegung der Sonne der vorhergehenden 
Aufgabe entsprechend berücksichtigt wird? — (Für den Endpunkt der 
kleinen Achse h gibt das zweite Kepler'sche Gesetz %p • v ^=^ a ' b - jr/Y, 
hierin ist p = b^ folglich a = v • t/2n , Mit Rücksicht auf die Sonnen- 
bewegung ist £'2 ^^ ^ ^^ setzen, daher wird a = V'm^ • f/2«(mi + iWj).) 

5. Wie gross ist die relative Beschleunigung eines Planeten gegen die 
Sonne, und welchen Wert gewinnt damit die lebendige Kraft des Planeten? 
Welches ist die ganze mechanische Energie von Sonne und Planeten? — 
(Die Beschleunigung ist {kmjr'^ -\- Icmjr^ = k{m^ -\- m^/r^. Durch Ein- 
führung derselben in Aufg. 3 § 16 erhält man für die lebendige Kraft 
72^^ = ^^% "f" *^)(1A — 1/2 a). Mit Hilfe dieses Wertes folgt nach 
vorstehender Aufgabe 3 für die lebendige Kraft der Sonne und des Planeten 
hm^m^{\lr — 1/2 a) und die gesammte Energie W=Wq — Tcm^mJ^a^^) 

6. Aus einem Geschütze von der Gesammtmasse M wird ein Geschoss 
von der Masse m mit der Geschwindigkeit xi abgefeuert; mit welcher 
Geschwindigkeit vollführt das Geschütz seinen Rücklauf ohne Rücksicht 
auf die Reibung? — (mu/3£.) 7. Welches ist der Erfolg, wenn ein 
äusseres Hindernis den Rücklauf der Kanone in der vorhergehenden Auf- 
gabe hemmt? — (Eine Verschiebung des Massenmittelpunktes in der Rich- 
tung der äusseren Kraft.) 8. Um einen Kahn von der Masse m mit der 
Geschwindigkeit u vorwärts zu bewegen, welche Wassermasse muss mit 
der Geschwindigkeit U durch die Ruder bewegt werden? — (niu/U,) 
9. Wie erklärt man die Fortbewegung einer Locomotive, die selbstthätige 
Fortbewegung eines Menschen auf der Erde, das selbstthätige Schwingen 
eines Tumere an einer Stange oder in einer Schaukel? — (Durch Mit- 
wirkung der Bewegungshindemisse als äusserer Kräfte, in deren Richtung 
die Bewegung erfolgt.) 10. Zwei Massen m^ und tn^ bewegen sich be- 
ziehungsweise mit den Geschwindigkeiten t\ und v^ nach derselben Rich- 
tung hin ; welches ist die auch durch den Zusammenstoss nicht zu ändernde 
Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes? — (Die gesuchte Geschwindig- 
keit V ergibt sich aus m^iV — v^) — tw^Cvg — 7) = 0. Es ist 

Dies ist zugleich die gemeinsame Geschwindigkeit zweier unelastischen 



1) Vgl. A. Schülke's Aufsatz über da« Potential in der Zeitsch. für phys. 
u. ehem. ünterr. V. S. 298 ff. 
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Körper nach dem Stoss.) 11. Wo liegt der Massenmittelpunkt einer Kugel, 
eines homogenen Cjlinders, eines prismatischen Körpers? 

§ 18. Potential eines Massensystems. Satz von Gauss. Bei der 
bisherigen Betrachtung der Erscheinungen wurden die bewegten Körper 
als kleine Kugeln oder materielle Punkte gedacht^ deren Dimensionen 
gegenüber den anderen Rechnungsgrössen zu yemachlässigen waren. 
Diese Voraussetzung triflft aber weder bei den schweren irdischen 
Körpern noch bei den Himmelskörpern zu. Es muss deshalb noch 
nachgewiesen werden^ dass dessen ungeachtet die gewonnenen Resul- 
tate richtig bleiben. 

Der Beweis hat zu zeigen, dass die K^räfte, welche auf die ein- 
zelnen Körper wirken, stets durch eine Resultierende ersetzt werden 
können, deren Angriffspunkt bei festen Körpern alle Theile folgen 
müssen. Das Studium der fortschreitenden Bewegung kann sich als- 
dann auf die Betrachtung der Bewegung des Angriffspunktes der 
Resultierenden beschränken. 

Die gestellte Aufgabe ist elementar leicht lösbar mit Hilfe des 
Satzes von Gauss über den Flächendruck oder über die sogenannte 
Kraftströmung. 

Zur Gewinnung desselben berechnen wir die normale Kraft F, 
welche von einer Masse m auf eine Fläche S (Fig. 10) ausgeübt wird, 
wenn die Fläche auf jeder Einheit 
mit der Masseneinheit gleichförmig *^fir lo. 

belegt gedacht wird. 

Die Kraft von m auf ein 
Flächenelement dS in der Ver- 
bindungsrichtung r ist Ä: • m • dS/r^, 
und daher der normale Flächen- 
druck, wenn f die Kraft auf die 

Masseneinheit bedeutet, 

/•» c» K • tn ' dS 
. ab = j COS a, 

dS • COS a kann als die Projection von dS auf eine um m mit 
dem Halbmesser r geschlagene Kugel aufgefasst werden; dann ist 
dS' cos a/r^=dG) die Centralprojection auf einer concentrischen Kugel 
vom Radius Eins. Durch Einführung des letzten Wertes erhält man 

f * dS = Tc ' m ' d(o und F =Jf - dS = 1c • m Jdo . 

Man nennt diesen Zug auf die Fläche auch Kraft Strömung oder 
Kraftfluss^). Er ist bestimmt durch das Product aus der wirkenden 
Masse in den Raumwinkel, unter welchem die in Betracht kommende 




1) Mascart u. Joubert: Lehrb. d. Elektr. u. d. Magn. Deutsch v. Levy. 
J. G. Wallentin: Einföhning in die moderne Elektricit&tslehre. S. 89. 
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Flache von m aus erscheint. Der Satz rührt von Oauss her (1813). 
Die Summe fdo lässt sich leicht bilden, wenn die Fläche S ge- 
schlossen ist; sie ist dann als Kugelfläehe vom Halbmesser Eins gleich 
4;r, wenn m innerhalb >S liegt, oder gleich Null, wenn m sich ausser- 
halb der geschlossenen Fläche befindet, weil im letzteren Falle <^ o 
aus zwei gleichen, übereinander liegenden Theilen besteht, die ent- 
gegengesetzt gerechnet werden müssen. 

Der Satz ist leicht auf mehrere Massentheile anzuwenden. Sind 
dieselben in einer Fläche eingeschlossen, so gilt ftir die Kraftströmung 
jedes Massentheiles der Ausdruck i* • 4:nr • m und daher für alle Massen- 
theile 

^ff' dS = k' 47t ^^m = k' 47C M. 

Mit Hilfe dieses Wertes kann unmittelbar die Kraft gewonnen werden, 
mit welcher eine Kugelschale oder eine Vollkugel auf eine ausser- 
halb liegende Masseneinheit wirkt ^). Die kugelförmige Masse sei 
Jf, und die Masseneinheit befinde sich in der Entfernung r vom 
Kugelmittelpunkte. Ist M seiner ganzen Ausdehnung nach homogen, 
so ist die Anziehung auf jede Masseneinheit in der Entfernung r die- 
selbe, d. h. die Kraftströmung auf eine Kugelfläche vom Radius r ist 
über die ganze Fläche coustant. Bezeichnet man die Kraft auf die 
Masseneinheit mit f, dann- ist die Kraftströmimg für die gedachte 

Kugelfläche 

f . 4r7t = k ' 4% • M. 

Und daraus ist die gesuchte Kraft 

f— ^^ 

d. h. eine homogene kugelförmige Masse (Hohlkugel oder Vollkugel) 
wirkt auf eine ausser ihr liegende Masseneinheit so, als ob die ganze 
Masse im Mittelpunkte vereint wäre. Bezüglich der Constanten h ist 
zu bemerken, dass dieselbe gleich Eins gesetzt werden kann, wenn 
die Kraft im absoluten Masse nach Gauss gemessen wird. 

Hat die wirkende Masse 31 die Form einer Kugelschale, und 
befindet sich die Masseneinheit im Innern in der Entfernung r vom 
Kugelmittelpunkt, so ist auch jetzt die Kraftströmung in allen Ele- 
menten der Kugelfläche 4r^n gleich gross; die Kraftströraung durch 
die ganze Fläche, welche von einem einzelnen Massentheilchen von M 
hen-ührt, ist aber gleich Null, weil jedes dieser Theilchen ausserhalb 
der Fläche 4r^7C liegt; daher ist auch die ganze Kraftströmung von 
M auf die Fläche 4r^n gleich Null, d. h. auf eine Masseneinheit im 
Innern einer Kugelschale wirkt keine Kraft. 

1) Vgl. Poincarä: Elektr. u. Optik. Deutsch von Jäger u. Gumlich. 
J. G. Wallentin a. a. 0. S. 44. 
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Befindet sich die angezogene Masseiieinheit im Innern einer 
Vollkiigel. so wirken die Schalen der Kugel, deren Radien gj-oaser 
sind ab die Entfernung der Mdsseneinheit vom Mittelpunkt, auf diese 
nicht ein^ es kommt nur die Wirkung der Übrigen Vollkugel in 
Betracht, deren Masse man sich im Mittelpunkte vereint denken kann. 

Mit den hiermit gewonnenen Sätzen ist nun die früher gemachte 
Annahme gerechtfertigt, dasH kngelförraige Himmelskörper so wirken, 
als ob ihre Masse im Mittelpunkte vereint wäre. 

Anch das bereits (§ 16) in der Form — Mr benützte Potential 
der Sonne ist richtig, wenn auch die Sonne nicht als Masaenpnnkt, 
sondern als kugelförmiger Köper betrachtet wird. Denn man erhalt 
für jede kiigelfonnigo Masse M als Mass für das Potential die 
Arbeit, die eine imter der Einwirkung von JVf stehende Masseneiulieit 
aus einer bestimmten Entfernung r ins Unendliche oder umgekehrt 
zu führen vermag; und die.se Arbeit ist, wenn /;= 1, 



./>■"=/"■ "^ 
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Das Potential steht mit der potentiellen Energie in inniger Beziehung. 
Die Arbeit der Annähcnmg wird von der potentiellen Energie der in 
Betracht kommenden Massen geleistet, Ist diese Energie (»■„, wenn 
sich die Massen in wirkungsloser Ferne befinden, so ist sie nach der 
Annäherung («'„ — M/r). Da »•„ eine bestimmte Grosse ist, so ist 
der mit der Entfernung veränderliche Wert Mir für den durch die 
potentielle Energie bedingten Zustand, in welchem sich die wirken- 
den Massen befinden, charakteristisch und darf daher als ein Miws 
dieses Zustandcs angesehen werden. In diesem Sinne wird der be- 
rechnete Arbeitswert P mit dem Namen Potential bezeichnet. Der 
Ausdruck gilt, sowohl wenn die Masse M die Form einer Vollkugel, 
als auch wenn sie die einer Kugelschale besitzt. 

Für den letzteren Fall soll noch die Arbeit berechnet werden, 
weiche von der (iravitation geleistet wird, wenn sämmtliche Massen- 
theilchen von 3/ aus unendlicher Entfernung bis auf die Kugelschale 
gebracht werden. Wird der Masse M die Masseneinheit zugeführt, 
Bo ist der Arbeitswert Mi'r\ dem Massentheilchen dM entspricht 
, somit die Arbeit M-dM/r. Durch Summierung erhält man den 
gesuchten Betrag 



W^ 



M* 



\ derselbe gibt die durch die Annäherung der Massentheilchen von M 
I in Arbeit verwandelte potentielle Energie an; er wird auch das 
LPotential der Masse M auf sich selbst genannt. Die Betrach- 
LtuDg der physikalischen Verhältnisse im „Kraftfelde" und die gco- 
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metrische Darstellung derselben nach Faraday lassen ein anschauliches 
Bild für den Potential wert gewinnen ^ das im nächsten Paragraphen 
gegeben werden soll. 

Aufg. 1. Eine Kugelschale habe den Halbmesser r und die Flächen* 
dichte d] welches ist die Differenz der Kräfte, die an einem Punkte der 
äusseren und an einem Punkte der inneren Fläche wirken? — (jinö.) 
2. Welches ist der Potentialunterschied für die genannten beiden Punkte? 
— (Null.) 3. Mit welcher Kraft wirkt eine unbegrenzte Kreiscylinder- 
fläche vom Radius r und der Flächendichte d auf eine ausserhalb liegende 
Masseneinheit, die sich in der Entfernung x von der Cylinderachse be- 
findet? — (Die Kraft wirkt normal zur Cylinderfläche ; so kann man auch 
die ganze Wirkung der Cylinderfläche durch Kräfte herbeigeführt denken, 
die normal xmd gleichmässig vertbeilt auf ihr wirken. Durch die ge- 
gebene Masseneinheit kann man eine concentrische Cjlinderfläche vom 
Halbmesser ^r und beliebiger Höhe h legen; auf deren Mantel ist die 
Kraftströmung 2x7i -h-f-^ auf die Basen ist die Kraftströmung Null, 
weil die Kräfte parallel wirken. Daher gilt nach Gauss für den 
Hilfscylinder und die von ihm eingeschlossene Masse die Gleichung 
27tx • h ' f= in ' 2rnh • ö\ daraus folgt f= Arn • d/x.) 4. Wie l&sst 
sich das Resultat der vorhergehenden Aufgabe auf eine unendlich lange 
Gerade mit gleichförmiger Massenvertheilung beziehen, wenn man mit ö 
die Masse der Längeneinheit bezeichnet? — (Man setzt 2rn * d = d' und 
erhält f= 28' /x?) 5. Mit welcher Kraft wirkt eine unbegrenzte Ebene 
von der Fläcbendichte 8 auf eine Masseneinheit in der normalen Ent- 
fernung X? — (Ähnlich wie in Aufg. 3 findet man nach Gauss f=27t8.^ 

6. Welchen Wert hat das Potential eines kreisförmigen, unendlich langen 
hohlen Cylinders in einem äusseren Punkt, dessen Abstand von der Achse 
= X ist? Welche Formen nimmt der Wert an für einen Vollcylinder 
und für eine Gerade? — (Anknüpfend an Aufg. 3 erhält man für das 

Potental P = 4r7töjdx/x = Arno log x^/x^) und mittelst zweier zu- 
sammengehöriger Werte P^ und x^ das Resultat P= P^ -f- 4 r^r • d log xjx .) 

7. Es ist das Potential einer Kreisscheibe für Punkte der Normalen im 
Mittelpunkte zu berechnen. Wie gross ist das Potential, wenn die nor- 
male Entfernung x negativ wird, und welche Änderung erftlhrt das Po- 
tential beim Durchgang durch die Scheibe? — (Für einen Kreisring vom 
Radius r ist in einem Punkte in der Entfernung / das Potential 



1) Behufs elementarer Summierüng der Werte w = Jx/x kann man setzen 
*ia; = a;, — x^ und x = */, (iCj + x^) . Man erhält dann 

xjx^ = (1 -f (ö/2)/(l — (0/2) = (1 -t- cü) . 

Bildet man die analogen Gleichungen für je zwei aufeinander folgende Werte 
von X und multipliciert die erhaltenen n Gleichungen, so folgt 

und wenn n • o = m? gesetzt und logarithmiert wird , 

log (os^^i/a^i) = tc log (1 + a>)V~ = tc , 
indem lim (1 + w)^/*^ = 2-718281 • • für lim « = . 



-19.] 



I, Bewe^Dg der festen KJJrper. 



73 



irn-dr- S/t=2nd dl, da rdr=^ldl; demnach folgt für di% Kreis- 
scheibe 2«d(l — x). Vgl. Ä. Miller's Aufs, über d. elektr. Potential in d. 
Blatt f. d. Bayerische Blschlw. 1890.) 8. Es ist d&s Poteotial einer 
Yollkugel vom Radius R auf sich selbst zu berechnen. — (Das einfache 
Potential für einen inneren Punkt in der Entfernung x setzt sich zu- 
sammen aus dem Potential der Vollkugel %n3^S/x und aus dem Potential 

der Hohlkugel fir^n ■ ä ■ dr/r; man erhalt 2nS(,It* — x*ß), bezogen auf 

die Uasseneinheit. Berechnet man den Betrag für die Schale ix*n- i- dx, 
summiert über die ganze Kugelmasse M und dividiert durch 'J, so erhalt 
man äM*/bJi.) 0. Welche Arbeit hat die Schwerkraft bei der Bildung 
der Erde geleistet, wenn das Gewicht der Erde ungefähr (*^ 6' 10** kg 
und der Halbmesser der Erde R = 6370 km sind? 

(W = 3k ■ M^blt = 3 ■ a ■ R ■ M/b =^ 3 ■ Q ■ li/b = -23 ■ lO^'kgm.) 
10. Welche Arbeit hat die Ciravitation der Sonne bei deren Bildung ge- 
leistet, wenn der Halbmesser R = 9ti 000 ■ 7500 m, die Dichte d= l'SS 
und die Beschleunigung auf der Sonne das 28'3-fache der Schwere- 
beschleunigung auf der Erde sind? 
(ir= 3iS;2tfy5J? = 3 ■28-3-B-4B»«r38- 1000/3-5 = 253 ■10'« kgm.) 

§ 19. Kraftfeld. Niveanfläclieii. ErsfÜinieii. Die Vertheilung 
der Massenwirkung im Räume lässt sich mit Hilfe der von Faraday 
eingefährten Niveauflächen und Kraftlinien Übersichtlich und 
geometrisch anschaulich darstellen. Wir betrachten zunächst eine 
Masse m, die auf einer Eugel- 
fläche gleichmässig vertheilt 
ist, deren Mittelpunkt und 
deren Halbmesser gleich Eins 
sei. Das Potential P der- 
selben in der Entfernung r 
vom Mittelpunkte ist — tn/r; 
dieser Wert ist fQr alle Punkte 
des Raumes derselbe, denen i 
dasselbe r zukommt, also für 
alle Punkte einer Kugelääche ' 
um mit dem Halbmesser r 
Auf dieser Kugelfläche findet 
also keine Potentialänderung 
statt, und daher ist zu einer 
Bewegung auf derselben auch 
keine Arbeit erforderlich. Die 
Fläche heisst deshalb Fläche 
gleicher Arbeit, Äquipotentialfläche oder Niveaufläche. Der 
letztere Name rührt von den Flüssigkeitsoberäächen her, welche 
Flächen gleicher Arbeit in Bezug auf die Schwerkraft sind. Aus 
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der Constanz des Potentiales folgt auch^ dass längs der Niveaufläche 
keine Kraftwirkung besteht; daher muss die Eraftrichtung srar 
Niveaufläche normal sein. Die Aufeinanderfolge der Niveauflächen, 
welche gleichen Potententialänderungen entsprechen, versinnlicht Fig. 11. 

In seien m = 18 Masseneinheiten. Die gezeichneten Niveau- 
flächen gehören zu den Potentialwerten 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6; die 
Radien sind der Reihe nach 15, 163, 182, 2, 2*25, 257, 3. Die 
Vertheilung bietet ein deutliches Bild über die Abnahme der Ba^ 
mit der Entfernung; denn die Kraft in einem Punkte ist gegeben 
durch das Verhältnis (lP/dr\ sie ist also bei gleichbleibender Poten- 
tialdifferenz dJP dem Abstände dr der Niveauflächen umgekehrt pro- 
portional. Je dichter die Flächen aufeinander folgen, desto starker 
sind die Kräfte auf die Masseneinheiten. Die Verdichtung nimmt 
gegen m hin beständig zu. 

Würde ein Massentheilchen im Räume der Kraft von m über- 
lassen, so bewegte es sich normal zu den Niveauflächen gegen hin. 
Der Weg, den es beschriebe, heisst Kraftlinie. Es lässt sich von 
jedem Räumpunkte aus eine Kraftlinie construieren , indem man von 
Niveaufläche zu Niveaufläche normale Linienelemente verzeichnet. 
Ein von Kraftlinien durchsetzter Raum heisst Kraftfeld^). 

Begrenzt man auf der Kugelfläche, auf welcher die Masse m aus- 
gebreitet ist, ein Stück und zieht von den Punkten der Grenzlinie 
Kraftlinien, so setzen diese eine Kraftröhre zusammen; umschliesst 
eine solche Kraftröhre die Masseneinheit von w, so heisst sie eine 
Einheitsröhre. Die Anzahl der Einheitsröhren gibt den Wert der 
wirkenden Masse m. 

Innerhalb einer Kraftröhre ist die Kraftströmung im Felde von 
Niveaufläche zu Niveaufläche constant; denn betrachten wir die be- 
treffenden Stücke Si und S^ von zwei Niveauflächen als die Basen 
einer geschlossenen Röhre und wenden auf diese den Gauss'schen 
Satz an, so folgt f^-S^ — /i ' ^2 = ^7 ^^^ ^°^ Innern des gedachten 
Raumes keine wirkende Masse vorhanden ist. Die Kraftströmungen 
/jSj und f^S^ sind daher wirklich gleich. 

Es ist nun auch leicht zu zeigen, dass die Anzahl der Einheits- 
röhren, welche eine Fläche S treffen, ein Mass für die Kraftströmnng 
der Fläche ist. Besitzt S die Flächendichte Eins, so ist die Kraft- 
strömung Sm/B^y wenn R die Entfernung OS ist. Denken wir für 
S die Kraftröhre construiert, so schneidet diese auf der Kugel vom 
Halbmesser Eins um m die Fläche S/B^ aus, und auf dieser stehen 
mS/4B^7t Einheitsröhren auf. Dieselben Einheitsröhren treffen auch S. 
Der Wert für die Kraftströmung und für die Anzahl der Einheits- 



1) Maxwell, Lehrb. d. El. S. 160. Deutsch von Weinstein; u. Maxwell, die 
Elektr. in elementarer Behandlung. S. 47 ff. Deutsch von Grätz. 
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röhren sind daher proportional und können bei entsprechender Wahl 
der Krafteinheit für einander gesetzt werden. 

Ausser der Richtung und Stärke der Kräfte kann auch noch die 
potentielle Energie des Kraftfeldes graphisch bestimmt werden. 
Ea geschieht dies durch die Bildung von Zellen aus den Eiubeita- 
röhren und den auf einiinder folgenden Niveau flächen, die der Poten- 
tialdifferenz Eins entsprechen. Aus jeder Einheitsröhre werden so 
viele Zellen gebildet, als der Potentialwert eines Punktes einer ge- 
gebenen Hohlkugel m angibt, also F='mr; und alle m Einheits- 
röhren oder das ganze Kratlt'eld nm tn zerfällt in iH^r Zellen. 
Der Ausdruck ist der doppelte Betrug der potentiellen Energie der 
Hasse m der Hohlkugel oder des Potentials von m auf sich selbst, 

Auch die algebraische Form filr die potentielle Enei-gie lässt 
sich auf eine Summe von Energiewerten zurückfahren, die (Iber das 
ganze Kraftfeld vertbeilt gedacht werden können. Die Masse »i einer 
sehr dünnen Hohlkugel vom Halbmesser r wirkt anf die Flächen- 
einheit mit dem Drucke (ni V*) ■ ()n/4r*jr) =;). Auf die Massen- 
einheit wirkt die Kraft f'^m/r^, die der Kraftströmnng auf die 
Flächeneinheit dividiert durch 47t gleich ist. Zwischen /" iind p be- 
steht die Beziehung p ^ 4ti • p. Mit Hilfe der Kraftströmung im 
Felde, beziehungsweise mittelst der Kräfte f und p, die wir auch im 
Felde wirksam denken, lässt sich nun das Potential der Hohlkugel 
auf sich selbst schreiben: 



W = 



sj 1- ü' 



4WxdR- 



■■l,ß"^'''=i-J'r 



Die Werte p und /', auf die Kugelmasse m bezogen, bedeuten be- 
ziehungsweise die Kräfte auf die Flächeneinheit und auf die 
Masseneinheit; da sie in der vorstehenden Summe auf den unend- 
lichen Raum des Kraftfeldes bezogen werden, so folgt, dass man sfoh 
dieselben auch im Kraftfelde fortgepflanzt denken kann, und zwar so, 
&ls ob in jedem Raumelemente {iR*n ■ dB) die Masse m vorhanden 
wäre. Die Arbeitselemente -^P'^^ °^^^ 8~ /'■''" stimmen, wie 
nachgewiesen werden wird, mit dem Arbeitswerte eines FlÜsaigkeits- 
gewichtes, eines Gases oder eines anderen elastischen Körpers überein, 
deren Volumen ilo unter dem Drucke p steht. W. Ostwald nennt sie 
gelegentlich Raumenergie, speciell Volumenergie')- Die ermittelten 
Energiewerte führen demnach zu dem Satze, dass die potentielle 
Energie der Volumenergie im Kraftt'elde gleichkommt; sie leiten 
1 au der Faraday-MaxweU'schen Annahme hin, dass die potentielle 
I £nergte in einem Arbeitswerte des Kraftfeldes, in einem Zwanga- 



1)' 



'. Oatwald: Lehrb. d. allg. Chem. II. Cbvia. Energie. 8. 17 u. 31 ff. 
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zustande des betreffenden Raummediums ihren Grund habe (vgL § 53b). 
Anhaltspunkte zur experimentellen Begründung dieser Anschauung 
bietet erst die Lehre von der Elektricitat und vom Magnetismus^ und 
soll deshalb hier darauf nicht näher eingegangen werden. Nur mag 
bemerkt werden, dass die vorstehenden Werte für W für eine be- 
liebige Massenvertheilung von m und daher ganz allgemeine Oeltung 
haben *). 

Sind ausser einer bisher betrachteten Masse m noch andere 
Massen vorhanden, so summieren sich für jeden Punkt des gemein- 
schaftlichen Kraftfeldes die Potential werte, und die Kräfte setzen sich 
zu Resultierenden zusammen. Die Niveauflächen und die Kraftlinien 
erhalten compliciertere Formen. 

Constructiv kann man einen ebenen Schnitt der Niveauflächen^ 
der auch die Massenpunkte enthält, gewinnen, z. B. für zwei g^ebene 
Massenpunkte m^ und tWg, wenn man um jeden derselben die auf 
einander folgenden, kreisförmigen Niveaufiächenschnitte, denen eine 
constante Potentialdifferenz entspricht, verzeichnet. Jedem Schnitt- 
punkte zweier Kreise kommt als Potential wert die Summe der Poten- 
tiale der beiden sich schneidenden Kreise zu. Die Verbindung der 
Punkte mit gleichem Potential gibt die Schnittlinie mit einer Niveau- 
fläche. Die Kraftlinien sind zu den Niveauflächenschnitten normal 
zu verzeichnen. 

Wenn die Niveauflächen unter Umständen auch sehr complicierte 
Formen haben, so lässt sich im allgemeinen doch angeben, dass die 
höheren Potentialen entsprechenden Flächen stets den wirkenden 
Massen näher liegen, und dass niemals zwei verschiedene Niveau- 
flächen einander schneiden; denn sonst müssten einem Punkte im Felde 
mehrere Potential werte zukommen, und es müsste zur Überführung 
der Masseneinheit von diesem Punkte in's Unendliche unter denselben 
Umständen zweierlei Arbeit erforderlich sein, was unmöglich ist. 

Aufg. 1. Es seien zwei Massentheilchen von je 18 Masseneinheiten 
in der Entfernung von 4 cm gegeben. Man verzeichne einen ebenen 
Schnitt mit den Niveauflächen IB/r^ + IS/r^ = 9, 12, 15, 18. — (Man 
construiere zunächst für jeden Massenpnnkt die Kreisschnitte mit den 
Niveauflächen, welche der Reihe nach den Potentialwerten 1 S/r ^ 2'5, 3, 
3'5, 4, . . . 1 5 entsprechen.) 2. Es ist die potentielle Energie eines Feldes 
mit zwei kugelförmigen Massen w^ und m^, deren Abstand B sei, mit 

Hilfe der Kraftströmung im Felde nach der Form ^ * j f^ - dv zu er- 
mitteln. — (Die Kraft f für jedes Volumelement im Felde ist die Resul- 
tierende der von den Massen >Wj und Wg herrührenden Kräften t\ = ^J^v 

1) Über die bisherigen negativen Ergebnigse der Untersuchung der Frage 
nach der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation siehe S. Oppenheim, 
Progr. d. k. k. akad. Gym. in Wien. 1895. 
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lind /"j =^ »'i/''»* Durch Einführung dieser Wertfl und Sumniierung über 
den unendlichen Raum erbslt man (w,'/2r, + »»s*/2fj — wt,»»,/.fl). 
Vergl. die Ausfübmng der fthnl. Autg. in der ElasUcitHtslehre und in der 
Elektrostatik.) 

§ 20. öestalt der Erde. Wenn man von Bergen und Thälera 
absieht, so erscheint die Erde als eine runde, ebene Scheibe. So wird 
die Gestalt der Erde nach ihrem Scheine in den ältesten Berichten 
geschildert und nach der Lage des Ortes der Berichterstatter mit dem 
Meere in Verbindung gebrarht. Homer beschreibt die Erde als eine 
ruhende Scheibe, die vom Okeanos umströmt werde. Thaies (650 
V. Chr.) hielt sie für eine auf Wasser schwimmende Scheibe, Änaxi- 
mander {bbO v. Chr.) für einen schwimmenden Cylinder. 

Mit der Annahme einer Scheibe ist nicht erkiiirbar, dass der 
Horizont stets kreisförmig ist und umso grösser wird, je höher ein 
Beobachter seinen Stundpunkt wählt, femer, dass hohe Gegenstände, 
denen man sich nähert, und heran segelnde Schiffe zuerst in ihren 
obersten Theilen siebtbar werden, und dass dieselben Sterne für west- 
licher gelegene Orte spater auf- und untergehen als für östlichere. 
Diese Beobachtungen mnssten schon frühzeitig gemacht werden und 
die Idee von der Kugelgestalt der Erde anregen. In der That er- 
klären schon Pythagoras, Eudoxus und Aristoteles die Erde für eine 
Kugel. Erathostenes (276- — 194 v. Chr.) und Ptolemäus beobachteten, 
duss bei Zuriieklegung gleicher Strecken nach Norden der Polarstem 
um gleiche Hohen steigt, und sie schlössen daraus auf die Kugel- 
gestalt der Erde. Der ersten? beobachtete ferner zu Syene zur Zeit 
der Sommersonnenwende die Sonne, aU sie gerade im Zenith stand, 
während sie zu Alexandrien zu derselben Zeit 7'/;" vom Zenith ent- 
fernt war. Er schloss hieraus, dass die beiden Orte 7'/^" von einander 
entfernt seien; da diese Entfernung f>000 Stadien (ä 184-97 m) be- 
trug, so berechnete er die Länge von 360" zu 44000 km und be- 
trachtete dieselbe als den Umfang der Erde. (Nach neueren Messungen 
beträgt die Länge eines Meridians 40003 km.) 

Weitere Beweise für die Kugelgestalt der Erde sind: Bei Reisen 
von Norden nach Süden steigen immer neue Sterne über den süd- 
lichen Hoizont anf, während die auf der Nordseite immer tiefer 
hinab sinken, ferner Erdumsegelungen, die runde Gestalt des Erd- 
schattens bei Mondfinsternissen, die Ergebnisse der geographt scheu 
Ortsbestimmung, geometrische Messungen und endlich der physika- 
lische Grund, dass die Erdoberfläche eine Niveaufläche der Schwer- 
kraft sein muss. Hiezu muss bemerkt werden, dass die runde Ge- 
stalt des Erdschattens auf dem Monde kein so beweiskräftiger Grund 
für die Kugelgestalt der Erde ist, als er gewöhnlich in geographischen 
Werken hingestellt wird; denn auch ebene Flächen werfen seihst bei 
geradliniger Begrenzuug auf runde Körper runde Schatten; die häufige 
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Angabe, dass der Schatten kreisrund sei^ ist völlig falsch^ weil der 
Schattenkegel der kugelförmigen Erde mit dem kugelförmigen Monde 
eine Curve vierter Ordnung als Schnitt liefert, die nur in dem Augen- 
blicke, in welchem die Kegelachse durch den Mondmittelpunkt geht^ 
in zwei Kreise zerfällt. 

Als Niveaufläche der Schwere ist die Erdoberfläche kugelförmig, 
wenn der Massenmittelpunkt der Erde als Convergenzpunkt der resul- 
tierenden Schwerkraft betrachtet wird. Die Schwerkräfte wirken als- 
dann über der ganzen Erdoberfläche radial, und die Fläche, welche 
zu diesen Kraftlinien normal ist, ist nur die Kugelfläche. Wäre 
die Erdoberfläche keine Niveaufläche, so müssten infolge einer Com- 
ponente der Schwerkraft alle beweglichen Körper, wie z. B. das 
Wasser, sich solange bewegen, bis die Form der Niveaufläche erreicht 
wäre. Der angegebene physikalische Grund setzt einen Ruhezustand 
der Erde voraus. 

Aufg. 1. Wenn die Zenithdistanz des Polarsternes an einem Orte 
40® beträgt, wie gross ist annähernd die geogr. Breite? — (50®.) 2. Wie 
lang ist der Schatten einer h = 10 m hohen verticalen Stange ans 
21. Juni mittags in einer geogr. Br. von 9 = 6872®? Schiefe der Ekliptik 
£ = 23y2®. — {l tg (9? — f) = 10 m.) 3. Um wie viel Minuten hat ein 
Ort, der um 1® westlicher liegt als ein anderer, später Mittag als dieser? 

— (Um 4 Min.) 4. Welchen Unterschied zeigen die Uhren in London 
und Petersburg, wenn die geogr. Längen dieser Orte beziehungsweise 
17® 34' 3" und 47® 58' 9" sind? 5. Unter welchen Höhenwinkehi er- 
scheint der Polarstem in Wien und in Berlin, wenn die geogr. Breiten 
dieser Orte 48® 12' 36" und 52® 30' 17" sind? 6. Glaisher und CoxweU 
stiegen am 5. Sept. 1852 mit einem Luftballon bis zu einer Höhe von 
12 000 m; welchen Bogen auf der Erdkugel hätten sie übersehen können, 
wenn sie nicht das Bewusstsein verloren hätten? r = 6373 km. — (SV»®.) 
7. Wie hoch müsste man sich erheben, um ganz Europa zu überblicken? 

— (262-5 Meilen.) 8. Der Chimborazo ist 20 400 Fuss = 0*863 Meilen 
hoch; in welcher Entfernung von seinem Fusse verschwindet dem Seefahrer 
die Bergspitze? r = 859 Meüen. — (38*5 Meilen.) (Reis.) 

§ 21. Achsendrehung der Erde. Nach dem geocentrischen Welt- 
systeme des Ptolemäus (um 140 n. Chr.) steht die Erde in der Mitte 
des Weltraumes ruhig, und das Himmelsgewölbe bewegt sich um eine 
durch die Erde gehende Weltachse. Vor Ptolemäus hatte bereits 
Aristarch aus Samos (279 v. Chr.) die Rotation der Erde angenommen. 
Diese Annahme wurde mit der Begründung des Copemicanischen 
Weltsystems zur Gewissheit. Beweise für die Achsendrehung der 
Erde sind: 1) Die grössere Wahrscheinlichkeit, dass sich die Erde 
um ihre Achse dreht, als dass der Mond (Entfernung 50000 Meilen), 
die Sonne (Entfernung 20 Mill. Meilen) und die zahllosen übrigen 
Fixsterne (die Tausende von Lichtjahren weit entfernt sind), alle 
gleichzeitig sich täglich um die Erde, beziehungsweise um eine ge- 
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meinacbaftlictie Weltachse drehten; für letztere Äünahme besteht kein 
physikalischer Grund; 2) Newton's Fallversuche von hohen Thilrmeu 
oder iu tiefen Sebschten, die eiue östliche Abweichung des fallenden 
Körpers von der vertieulen Ktchtung nachweisen (die gleichzeitig 
beobachtete geringe südliche Abweichung ist noch nicht unzweifel- 
haft erklärt); 3) der Fcmcault'ache Pendelversuch (1851|, der zeigt, 
dasB unter einem längere Zeit schwingenden Pendel der Erdboden 
sich dreht, und zwar proportional dem Sinus der geogr. Breite und 
der Zeit; 4) die Ablenkung der Südwinde gegen Osten und der Nord- 
winde gegen Westen hin; 5) die Fliehkraft, infolge deren die Schwer- 
kraft gegen den Äquator hin vermindert und die Erde an deu Polen 
abgeplattet wird. 

Die Abplattung der Erde lässt sich mittelst des Enei^ieprincipes 
in folgender Weise berechnen: Die Kugelfläche ist eine Niveau- 
fläche der Schwerkraft, uud die Erde müaste die Form derselben 
annehmen und behalten, wenn sie in Ruhe wäre. Infolge der 
Achsendrehung wird aber eine Fliehkraft entwickelt, die sich 
mit der Schwerkraft zusammensetzen läast; die Resultierende muss 
dann zur Oberfläche normal gerichtet sein, wenn ein dauernder Zu- 
stand bestehen soll, d. h. die Erde muss wieder eine Niveaufläche 
sein. Bei der Bewegung eines Körpers auf einer solchen Fläche 
wird keine Arbeit geleistet; dieser Umstand gestattet, die Grösse 
der Abplattung zu ermitteln. 

Für eine Masse m an irgend einem Orte der Erdoberfläche ist 
die Energie 

„- Mm , 1 , 

te schliesst die potentielle Energie der Schwerkraft, wenn m unend- 
lich weit von der Erde entfernt ist, und die kinetische Energie der 
Erdrotation in sich; Mm/R ist das Potential in Bezug auf m an der 
Erdoberfläche und e die Rotationageach windigkeit von m bei der 
Drehung nm die Erdachse. Bei einer Vei-schiebung von m etwa 
längs eines Meridians ist die Energieänderung 

rf ir = (f w -I- ^-™ rf R + m i; ■ rfi. = . 

Bei einer gedachten Bewegung von m gegen den Pol leistet die 
' Schwerkraft die Arbeit Mm ■ dB/R*- wäre die Erde vollkommen kugel 
formig, dann wäre dE = und damit auch die Arbeit der Schwer- 
kraft gleich Null. 

In diesem Falle würde nur eine Änderung der lebendigen Kraft 
Ton m infolge der Erdrotation eintreten. Ein Masse ntheilchen, /-. B. 
ein Wassertropfen in irgend einem Punkte eines Meridians, würde 
die Drehung in dem betreffenden Parallelkreise vollführen; es müsste 
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sich aber auch infolge der Fliehkraft längs des Meridianes gegen den 
Äquator hin beschleunigt bewegen. Das Verhalten des Masseniheil- 
chens lässt sich mittelst einer kleinen Kugel^ die an einem rotierenden 
Reif verschiebbar ist, leicht versinnlichen. Das Theilchen m macht 
demnach zwei Bewegungen, die von der Rotation der Erde, beziehungs- 
weise von der Drehung des Centrifugalapparates herrühren. 

Die Zunahmen der lebendigen Kräfte beider Bewegungen sind 
einander gleich; denn ist bei einer kleinen Breitenverschiebung R-da 
die Änderung der lebendigen Kraft der Drehbewegung w • v' • dv\ so 
ist die längs des Meridians entwickelte Kraft 

m • v' • dvyR ' da = m • dv'ydt] 

daraus folgt die behauptete Beziehung w • v' • dv' = w • v" • dv'\ 
Hierbei sind v' und i;" die Geschwindigkeiten beziehungsweise der 
Länge und der Breite nach. 

Bei der Bewegung eines Massentheilchens vom Pole zum Äquator 
wird daher auch in der Richtung des Meridians eine lebendige 
Kraft entwickelt, welche jener der Rotation an Grösse gleichkommt 

Soll nun aber die Erde eine Niveauiläche sein, so muss diese 
kinetische Energie verschwinden. Sie wird thutsächlich durch die 
Schwerkraft vernichtet; denn da die Erde an den Polen abgeplattet 
ist, so findet während der angegebenen Bewegung längs des Meridians 
eine Hebung des Gewichtes von ni und daher auch ein Verbrauch 
von lebendiger Kraft statt. Aus der Äquivalenz zwischen Arbeit und 
Energie entsteht nun die Gleichung 



3f.„i(±-.Vj=].,nv^ 



Rp und -B sind resp. die Erdradien für den Pol und den Äquator. 
Durch Einführung der Beschleunigung J = MjR^ = 9*832 m, 
iJ = 6 378 000 m, der Umdrehungszeit der Erde ^ = 86 400 See. und 
V = 2R'jt/t geht die Gleichung über in 

oder in 

Hieraus erhält man für Rp/R die beiden Werte 000172 und 0-99828 
und für die Erdabplattung (1 — Rp/R) = (R — Rp)/R dieselben 
Werte in umgekehrter Folge. Von beiden Werten konmit der kleinere 
= Vmi der Erdabplattung = ^^^ nahe. Diese wurde durch Grad- 
messungen, femer durch Bestimmung der Gewichtsänderungen mittelst 
des Pendels und durch die Störungsgrössen der Mondbewegung er- 
mittelt. Der Unterschied zwischen dem hier gewonnenen und in der 
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Nfttur gemessenen Werte rührt davon her, dass infolge der ungleicheu 
Dichtigkeit der Erdmasae der Erdmittelpunkt nicht zugleich Conver- 
genzpunkt der Schwerkraft ist, und dass die festen Theile der Erde 
den Bediiigwngen der Niveaufiäche sich nicht vollständig fügen und 
auch die Hüssigen Theile beeinflussen'). 

Die Änderung der Schwerkraftintensitiit infolge der 
Achsendrehung der Erde ergibt sich leicht unter Vernachläasigung 
der Abplattung, Wenn eine Masse m längs einer lothrechten Strecke 
dit gehoben wird, so wird die Arbeit (Mm/B'')dB verbraucht und 
zufolge Änderung der Umdrehungsgeschwindigkeit die lebendige Kraft 

dv gewonnen; die Energie an derung ist demnach 

dW^^^-dlt — mv-dv 
und die bewegende Kraft 

dW ^ Mm dv 

dB ~ fi' '"'^rfit' 

Ist die geogr. Breite des Beobachtungsortea tp und die Winkel- 
^chwindigkeit der Erdrotation a, so ist die Rotationsgeschvrindig- 
leit V =^ r ■ (0 ^= CO ■ It ■ cos <p und die Kraft 
dW M.m m P' 

Der Einfiuss der Erdrotation macht sich demnach als eine Kraft 
ind, welche die Schwere vermindert; nach der gewöhnlichen 
Anschauungsweise ist es die verticale Oomponente der Fliehkraft 
i'^/H ■ cos <p der Drehbewegung, die in die Erscheinung tritt. 

Die Beschleunigung in der Richtung von R an einem Orte mit 
der geogr. Breite ip lässt sich nun nach der vorstehenden Gleichung 
in der Form darstellen: 

Ä^ = A^f, — R- a^ ■ cos- g> 
oder 

Atf,=^ A^-\- Ra^ ■ sin* ^ = Aq\\.-\- ^^ sin* tpj . 

,Der angeführte specielle Wert 1/289 folgt aus den obigen Angaben für 
den Erdhalbmesser und die Umdrehungszeit und aus A^ ^ O'Tt^l m. 
Durch die Fliehkraft erfährt auch die Richtung der Schwere 
eine Ablenkong und zwar um den Winkel a gegen den Äquator hin. 
Um die bezügliche Richtung, welche etwa ein Bleiloth annehmen 
TTörde, zu erhalten, haben wir die Richtung der Resultierenden 
Bwiscben Schwerkraft und Fliehkraft oder direct die Richtung des 
rSssten Energiegefälles zu ermitteln. Ein Element des resul- 
Itierenden Weges sei rfs; dann ist die Euergieänderung längs ds 

1) Siebe Thomson u. Tait; Theoret. Phys. § 806 ff. Deutsch v. Belmboltz 
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Ti^r /Mm dR dv\ , 

und wenn m = 1 

= (A ' -^ • ~) ds r = Parallelkreisradius 

\ as r ds/ 

= [A cos a — f ' cos (a + 9>)] ds'^ 

f ist die Fliehkraftbeschleunigung. Der Wert in der eckigen Klammer 
bestimmt die resultierende Kraft, deren Richtung aus der Bedingung 
für das Maximum bei veränderlichem a folgt. Aus d W/da = er- 
hält man die Bedingungsgleichung 

-4 • sin a = /* • sin (a + 9) ^^^^ -4 : /* = sin (a + 9) • sin a . 

Dies ist der Sinussatz für das aus der Schwerkraft, der Fliehkraft 
und der Resultierenden gebildete Kräftedreieck. 

Die Construction des Kräftenparallelogrammes aus A und f fuhrt 
zu den gleichen Resultaten. 

Aufg. 1. In welcher Zeit müsste die Erde ihre Achsendrehung aus- 
führen, wenn die Schwerkraft am Äquator durch die Fliehkraft auf- 
gehoben werden sollte? Der Äquatorhalbmesser sei 6370 km, die volle 
Beschleunigung der Schwere A^^ = 9*8145 m. — (l*^ 24"* 22«.) 2. Wie 
stark wird die Anziehungskraft der Erde durch die Fliehkraft am Äquator 
vermindert? — (34 mm.) 3. Wie viel beträgt die Verminderung der 
Schwerkraft durch die Achsendrehung der Erde unter der geogr. Breite 
von ö3®? — (34 cos^ 63® mm.) 4. In welcher Entfernung von der Erde 
wird ihre Schwerkraft durch die Fliehkraft aufgehoben? Kann die Atmo- 
sphäre über diese Höhe hinausreichen? — (5-629 JR = 35 860 km.) 5. Eine 
Meridiantangente beschreibt bei der Achsendrehung der Erde einen Kegel, 
dessen Achse mit der Erdachse zusammenfällt; wie gross ist der Drehungs- 
winkel der Tangente, der einem Flächenelemente des Kegelmantels ent- 
spricht, wenn der Erdradius i?, die geogr. Breite q> und der kleine Drehimgs- 
winkel der Erde = (S ist? — (tf • sin 9?.) Wie gross ist die Summe jener 
Winkel nach s Stunden? — Erklärung des Foucault'schen Pendel Versuches, 
der Ablenkung der Winde und der Meeresströme. [Aufg. 1 ist v. Budde, 
2 — 4 von Müller-Erzbach.] 

§ 22. Ebbe und Flut. (Newton.) Die Kugelgestalt der Erde 
erfährt ausser durch die Abplattung an den Polen infolge der Achsen- 
drehung auch durch die Gravitation benachbarter Himmelskörper 
eine Veränderung. Die betreflfende Erscheinung ist unter den Namen 
Ebbe und Flut bekannt. Sie macht sich besonders am Meerer** 
geltend, weil die Wassertheilchen den wirkenden Kräften leicht 
folgen können. Insofern dieses bei den festen Theilen der Erde nicht 
der Fall ist, kommt hier die Erscheinung auch nicht zur Geltung, 
ja sie erfährt dadurch auch am Meere eine Veränderung. 
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Im Folgenden soll die FlnthÖhe unter der Vomussetzung er- 
mittelt werden, dass die MasHentheilclieu an der ErdolmrfläL'he den 
wirksamen Krallen zu folgen imstande seien. 

Die ganze Erscheinung ist das Ergebnis von drei Kraftwirkiingen. 
Ausser der Anziehung des Mondes oder der Sonne wirken noch die 
Schwerkraft und die Fliehkraft, Im Gleichgewichtszustände muas die 
Erdoberfläche eine Niveaufläche sein, d. h. die Verschiebung 
eines Massentheilchens auf der Erdoberfläche muas ohne Arbeits- 
leistung möglich sein. Diese Bedingimg führt leicht zu einem Werte 
für die Fluthöhe'). 

In nebenstehender Figur 12 sei die im Mittelpunkte vereint zu 
denkende Erdmasse M, die Masse des Himmelskörpers (Mond- oder 
Sonnenmasse) m, femer E die Entfernung der beiden Körpermittel- 
punkte, (i ein Massenth eilchen 
auf der Erdoberfläche, r und M 
dessen Abstände beziehungs- 
weise von den beiden Massen- 
mittelpunkten. Auf das Massen- 
theüchen wirken: die Schwer- 
kraft M ■ [i/r^, die Kraft des 
Himmelskörpers (Centralkraft) 
m ■ fi/R^ und ausserdem besitzt 
das Theilchen infolge der Cen- 
tralbewegung der Erde um den Himmelskörper eine Geschwindigkeit 
« = iJ ■ 10, wenn fi in der Bahnebene von M liegt und w die Winkel- 
geschwindigkeit der betreffenden Bewegung ist, die angenommen 
werden muss, um der Centralkraft das Gleichgewicht zu halten. 
Befindet sich der Himmelskörper m in der Ebene des Erdäcpiators, so 
ist aiich (i ein Punkt im Äquator. Wäre (i ein Punkt des durch »i 
gehenden Meridians, der normal ist zur Bahnebene von M, dann wäre 
V = R ■ Ol ■ cos c . 




Für den ersten Fall lässt sich i 
der Form darstellen 



) Gravitationsenergie von n i 



W- 



■ w.- 



. R*-, 



Die Änderung dieses Wertes bei der Bewegung des Massentheilchens 
ft längs eines Aquatorquadranteu von m hinweg setzt sich zusammen 
aus der positiven Arbeit der Schwerkraft, der negativen Arbeit der 
Gravitation des Himmelskörpers und aus dem Zuwachs an lebendiger 
Kraft von fi zufolge der Drehung um m. Wegen der Erhaltung der 



1) Vgl, meine Schrift über das Energieprindp in der Dynamik (Iflfli) nnd 
I die Abhdlg. Aber die Berechu. d- FlnthÖhe in Poske's Zeitscb. 18SS. S. 31)3. 
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Energie muss die Änderung gleich Null sein^ daher besieht mit Rück- 
sicht auf die Werte von JR und r die Bedingungsgleichong 

Hierin ist r^ — r = 6 die Erhebung der Erdoberfläche oder die 
Fluthöhe. Femer setzen wir folgende sehr nahe richtigen Werte ein: 

1 1 —a 



r^ r r* ' 



JL _ J_ _ i /l -L **o -L ^^*\ 
Äo ~ J^—ro ~ E V^ ~E'^ >;V ' 

R^^ — B^ = (E—r^y — (E^ + r«) = — 2Er^ + 2rtf. 

Hiezu kommt noch die Gleichheit der Gentralkraft m/E^ mit der 
Fliehkraft E(a^, Durch Einführung dieser Werte geht die obige 
Bedingungsgleichung über in 

und die Fluthöhe wird 

3 • I» • r* 3 • m • r* 



<y = 



^•^•^i^-a-i-J ^M.E^.-L.'f] 



An der dem Himmelskörper zunächst liegenden Stelle wird die Erd- 
oberfläche um die Höhe 6 gegenüber dem um 90® entfernten Orte 
gehoben. Diese Fluthöhe ist der Masse des störenden Himmels- 
körpers direct und der dritten Potenz der Entfernung desselben um- 
gekehrt proportional. 

Das zweite Glied in der Klammer des Nenners rührt her von 
der Verschiedenheit der Geschwindigkeiten, beziehungsweise der Flieh- 
kräfte an den verschiedenen Orten der Erdoberfläche. Bezeichnet 
man die Fluthöhe ohne Rücksicht auf diese Verschiedenheit mit tf^, 
so lässt sich jenes Glied in der Form 26j'ir darstellen, die sofort 
auf dessen sehr geringen Wert schliessen lässt, da die Fluthöhe 6^ 
gegenüber dem Erdhalbmesser, wie bald berechnet werden soll, sehr 
klein ist. 

Führt man in der Gleichgewichtsbedingung die für den ent- 
ferntesten Punkt der Erdoberfläche vom Himmelskörper giltigen 
Grenzwerte ein, so erhält man denselben Ausdruck für die Fluthöhe; 
nur das eben erläuterte Glied, das von der Verschiedenheit der Flieh- 
kräfte bei der Centralbewegung herrührt, erscheint mit entgegen- 
gesetztem Zeichen; dies ändert aber nur unwesentlich die angegebene 
Fluthöhe <y. 
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Die speciellen Werte mit Bezug auf den Mond sind 
m/M=lßl-b, r/E=l/m und r=6377400m- 
Damarii ist die Mondflut 054 m. Für die Sonne erhält man aus 
m/M= 340000, E/r = 23300 die Fluthöhe = 0-26 m. 

Die Ajiderung infolge der verschiedenen Geschwindigkeiten der 
Masaenth ei leben bei der Drehung der Erde um den Himmelskörper 
beträgt bei der Mondflut 0056 Milliontel und bei der Sonnenflut 
0'027 Milliontel der angegebenen Fluthöhen'). 

Bedeutender macht sich der Einfluss der Bewegungsverschiedeuheit 
geltend, wenn man die Muthöhe längs eines Meridiunquadranten 
berechnet. Bei der Verschiebung eines Massentheilcheus vom Äquator 
zum Pol nimmt die lebendige Kmft uui Vj [£' — (E — »"<,)*] «a* zu- 
Durch Einführung dieses Betrages in die Gteicbgewicbtsbedingung 
folgt 

and 



I 



Darnach stellt sich die Mondflut auf 012 m und diu Sonnenflut 
auf 0-35 m am Äquator gegenüber der Höhe der Niveanääcbe an 
den Polen. 

§ 23. Sichte der Erde. Lebendige Kraft; der Erde. Eiue ältere 
Methode zur Bestimmung der Dichte der Erde riihrt von Bouguer 
und La Condamiue her; sie machten darauf aufinerksam, dass die 
Richtung des Lothes durch die Nähe eines Berges geändert werde. 
Maskelyne (1775 und 1771-!) benutzte dann den Bei-g Sbehaliien in 
Schottland, der sich sowohl wegen seiner isolierten Lage, als auch 
wegen seiner Form und Zusammensetzung besonders gut eignet, zu 
genauen Messungen und leitete die Dichte der Erde uähe- 
ningsweise ab. Er fand auf der südlichen und auf der *■'« i» 
nördlichen Seite des Berges durch Vergleich der gemessenen 
Polhöhen mit den geographischen Breiten eine Äbweichimg 
des Lothes von der Verticalrichtung um 5"83". Die Rich- 
tung des Lothes ist die Richtung der Resultierenden zwischen 
der Schwerkraft und der Anziehungskraft des Berges, daher 
ist (Fig. 13) 

k.m k M 
tga = _:-^--, 

wenn »i die Masse des Berges, r die Entfernung der Pendelmasse vom 
Bergmittelpunkte, M die Erdmasse und R den Erdhalbmesser bedeuten. 



1) Vgl. hierau M. Koppo'e Abhdig. i 
[ UnteiT. Berlin. IL S. 199. (IBSO.) 



der Zeitach. fBr den ji 
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Setzt man für die Massen Volumen und Dichten, nämlich 

ni = V'd und M= t R^'^Dy 
so erhält man filr die Dichte der Erde 

A^nr^H ■ ig a 

Maskelyne fand ungefähr D = b. 

Airy bestimmte (185()) die mittlere Dichte der Erde durch die 
Schwingungen eines Pendels an der Erdoberfläche und auf dem 
Boden eines tiefen Schachtes. Die Pendelschwingungen gestatten 
die Beschleunigung der Schwere zu ermitteln. Diese ist am 
Boden des Schachtes nur von dem inneren Erdkern abhängig, dessen 
Dichte D und dessen Radius r sei; an der Erdoberfläche ist sie ab- 
hängig von der ganzen Erde einschliesslich der oberen hohlkugel- 
formigen Schichte, deren Dicke 7* gleich der Tiefe des Schachtes, 
und deren Dichte d sei. Nach dem Newton'schen Qravitations- 
gesetze erhält man für die Beschleunigung am Grunde des Schachtes 

a = — -g-^i = x • -3- 3t • r • D, 

und die Beschleunigung an der Erdoberfläche ist 

n — ^ ^ ^ r''B + [{ r + h Y-r^\d 



4 






Im letzten Werte wurden die höheren Potenzen von h/r vernachlässigt. 
Aus beiden Beschleunigungen folgt nun das Verhältnis der Dichten^): 



d 



3 \ a7 3Ä 



Airy fand als mittlere Dichte der den Beobachtungsort umgebenden 
Erdschichte d = 2*75. Das Pendel einer Uhr war im Schachte in 
24 Stunden um 2y^ Secunden vorausgeeilt. Es war also 

a/a' = 86 40()y86 40225% 

femer rfh = 10 600. Darnach wird D = 6*57. 

Die Dichte des inneren Erdkernes 6'57 ist also bedeutend grösser 
als die Dichte 2*75 der Erdrinde. 



1) Violle, Lehrb. d. Ph. Deutsche Ausgabe. I. S. 278. 
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öohr gpHuue Mesaungen wurden nocli von Cavendisli (1797) 
mittelst der horizontalen Drehwage, welche unter die Einwirkung 
sehr grosser Massen gestellt wurde, ferner mittelst der PräciHiona- 
doppelwage von Jolly (1877) und mittelst der verticalen Drehwage 
VOM Wilaing (1887) ausgeführt'). Nach den genauesten Methoden 
wurde die Dichte der Erde übereinstimmend zu 56 gefunden. 

Mit Hilfe der Grösse und der Dichte der Erde lässt sich das 
Gewicht derselben bestimmen. Wird der Erdhalbmesser zu 6370 km 
gerechnet, so ist der Inhalt der Erde 1082(]47 ■ 10'* dm", und die 
mittlere Dichte bö ergibt das Gewicht von rund 6 Quadrillionen kg. 

Die lebendige Kraft der Bewegung der Erde um die Sonne 
ist darnach bei einer Geschwindigkeit von 30'42 km/sec. 

y - Oe . 3Ü420* ■ 10" = 2776 ■ lO" kgm. 

Die lebendige Kraft der Erdrotation kann in folgender 
Weise ermittelt werden; Alle Punkte in der Entfernung r von der 
Erdachse, die auf dem Cylindermantel 2ra ■ h liegen, haben dieselbe 
Geschwindigkeit r ■ e», wenn w die Winkelgeschwindigkeit bezeichnet, 
Ist die Gesammtheit der betreffenden Mossentheilchen '=dm, so ist 
die lebendige Kraft der rotierenden Erde 



"'-/l' 



• dm = - 



•■jr' 



dm . 



Hierin heisst der Ausdruck Jr" ■ dm das Trägheitsmoment des 
Körpers in Bezug auf die Drehungsachse. Setzt man daflir den 
Wert T, so erkennt man aus der Form der 
lebendigen Kraft '/- ^ ' <*>* alsbald die physika- 
lische Bedeutung des Trägbeitamomentea als eine 
Masse, die in der Entfernung Eins von der 
Drehungsachse angebracht werden mflsste, um 
dieselbe lebendige Kraft zu entwickeln, wie die 
Masse des rotierenden Körpers. 

Es ist nun das Trägheitsmoment der Erd- 
kugel zu berechnen. Zu diesem Zwecke be- 
stimmen wir diu. Der Cylinder von der Wand 
dicke dr hat den Rauminhalt '2rn ■ h ■ dr und bei der Dichte D die 
Masse dm = 2nt ■ hD ■ dr. Nach Figur 14 ist 

r ^ Jt - cos tt und A = 2 ■ ü ■ sin «. 
Demnach wird die gesuchte Energie*) 




1) Reis, Lehrh. d, Pb, S, 760. 
3) Die zur Berechnung erforderliche Sum 
Form auch leicht elementar ausfähren: 



lieriuig Irtast sich nach folgender 
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n 
T 



= -~ (o^ • 1 4:jt D ' R^ ' sin* 9 • cos' 9 • d(p 



W 

Ü 






= Y CD* • 4;r D • U^ / sin* 9(1 — sin* 9) • d! sin 9 



= -1- (i- « B» • d) • i?« • ©» 



Wenn nun die Geschwindigkeit R o = 40 - 10V86 400 = 463 m ist, 
so ergibt sich für TF == 26 • 10*^ kgm. 

§ 24. Schwerpunkt. (Archimedes, 220 v. Chr.) Bei der bisherigen 
Betrachtung der Erscheinungen, welche durch die Schwerkraft hervor- 
gerufen werden, beim Fall nach abwärts^ beim einfachen Pendel, beim 
Wurf u. a. wurden die Körper als materielle Punkte angenommen. 
Es muss jedoch auch hier ebenso wie bei den Himmelserscheinungen 
beachtet werden, dass alle Theilchen eines ausgedehnten Körpers der 
Wirkung der betreifenden Kraft unterworfen sind; es muss gezeigt 
werden, dass ein ausgezeichneter Punkt im Körper vorhanden ist, in 
dem man sich die ganze Masse des Körpers vereint denken kann, 
und dessen Verhalten für das Verhalten des ganzen Körpers mass- 
gebend ist. Dieser Punkt ist der Massenmittelpunkt; in Bezug 
auf die Schwerkraft heisst er Schwerpunkt. Zur näheren Be- 
stimmung desselben können die allgemeinen Betrachtungen des § 17 
unmittelbar auch hier geltend gemacht werden. Der Wichtigkeit und 
Deutlichkeit halber soll seine Lage und seine Bedeutung in einigen 
concreten Fällen direct aus dem Arbeitsgesetze ermittelt werden. 

Bei verticaler Hebung eines schweren Körpers muss das Qewicht 
jedes Massentheilchens (m • a) etwa um die gleiche Strecke ds! ge- 
hoben werden. Die Arbeit der Hebung ist somit 






und 



/' 







= (h • Sm ■ a 

Dem letzten Ausdrucke gemäss kunn man statt der Summen der 
Gewichte der einzelnen Korpertheitchen ein einziges, resultierendes 
Gewicht setzen und dieses in einem Punkte angreifend denken. Der 
Angriffspunkt der resultierenden Schwerkraft ist der Schwerpunkt. 

Seine Lage im Körper lässt sich 
leicht durch Betrachtung einer Drehung 
um eine Achse genau bestimmen. Zu 
diesem Zwecke sei A (Fig. 15) eine 
Drehungsachse, m irgend ein Massen- 
theitchen eines Körpers und s dessen 
Abstand von einer durch A gehenden 
horizontalen Ebene. Bei einer beliebig 
grossen Drehung Ton einer Anfangs- 
lage aus wird die Arbeit geleistet 

JW=i:ma{z^ — b). 
Soll das im Schwerpunkte wirkende resultierende Gewicht dieselbe 
Arbeit leisten, so gilt auch fiir dieses derselbe Wert 

JW=M-a.{Z^ — Z). 
Die Bedingung wird in jeder Lage des Körpers erfüllt, wenn zwischen 
i Massen M, m und den normalen Abständen Z, z stets die Be- 
zieh an gsgleichung besteht 

MZ= Sm-s. 

\ Dieselbe Beziehung wurde auch ftlr die Lage des Massenmittel- 
punktes im § n gewonnen. 

Man nennt das Produet »us der Kraft w ■ a in den Normal- 
abstand B des Angriffspunktes von einer bestimmten Ebene das sta- 
tische Moment der Kraft in Bezug auf die Ebene. Darnach läast 
sich die gewonnene Gleichung in folgenden Worten ausdrücken: Das 
statische Moment der Resultierenden in Bezug auf eine Ebene ist 
gleich der Summe der statischen Momente der parallelen Componenten 
in Bezug auf dieselbe Ebene. 

Der Satz gilt für jede beUebige Körperlage in Bezug auf eine 
beliebige horizontale Ebene; er lässt sich daher bei einer bestimmten 
Körperlage auch auf drei Coordinatenebenen bezieben, und kann dazu 
dienen, die Schwerpunktslage rechnungsmässig zu bestimmen, wenn 
' die Mossenverth eilung des Körpers gegeben ist. 

Von praktischer Wichtigkeit ist (he Ruhelage eines Körpers, 
der in einem Funkte oder in einer Aclise aufgehängt ist. Entscheidend 
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für dieselbe ist der Ort des Schwerpunktes. Diesbezüglich folgt 
aus den vorstehenden Gleichungen für eine kleine Drehung des Körpers 
die Arbeit 

M ' a ' dZ = a • Sm • dz. 

Bei der Abwärtsbewegung wird diese Arbeit in lebendige Kraft ver- 
wandelt. Im Ruhezustande muss sie gleich Null sein. Die letztere 
Bedingung wird erfüUt, wenn dZ =0 ist, d. h. wenn die Verschie- 
bung des Schwerpunktes horizontal erfolgt, oder bei einem auf- 
gehängten Körper, wenn der Schwerpunkt seine tiefste Lage inne 
hat und die potentielle Energie ein Minimum ist. In geometri- 
scher Beziehung ist leicht ersichtlich, dass diesfalls der Schwerpunkt 
in der durch den Aufhängepunkt A gezogenen Verticallinie liegen 
muss. 

Dieser Umstand wird zur praktischen Ermittelung der Lage 
des Schwerpunktes benützt: Ist ein Körper an einem Faden auf- 
gehängt und in Ruhe, so liegt der Schwerpunkt in der verlängerten 
Fadenrichtung; dreht man den Körper etwas und hängt ihn in einem 
anderen Punkte auf, so erhält man durch den den Körper tragenden 
Faden noch eine Richtungslinie der Schwerkraft; im Schnitte 
beider Richtungen befindet sich der Schwerpunkt. 

Eine ähnliche Betrachtung lässt sich anstellen an einem in 
einem Punkte (oder in einer Geraden) unterstützten Körper. Auch 
in diesem Falle befindet sich der Körper in Ruhe, wenn der Schwer- 
punkt in der Verticallinie liegt, die sich durch den Unterstützungs- 
punkt ziehen lässt. Der Schwerpunkt hat alsdann seine höchste 
Lage erreicht und die potentielle Energie des Körpers ist ein 
Maximum. 

Um noch für einen geworfenen 
Körper die Bedeutung des Massen- 
mittelpunktes darzustellen, betrachten 
wir einen Körper, der durch eine Stoss- 
kraft, deren Richtung nicht durch den 
Massenmittelpunkt geht, in Bewegung 
versetzt wird^). 

Eine Kraft F (Fig. 16) mit dem 
Angriffspunkt A wirke durch sehr kurze 
Zeit r auf einen Körper, dessen Massen- 
mittelpunkt M sei. Die Kraft regt zu- 
nächst die getroffenen Massentheilchen zur Bewegung an, und diese 
Bewegung wird nur von Theilchen zu Theilchen dem übrigen Körper 
mitgetheilt. Die Wirkung während eines Zeitmomentes wird zunächst 

1) Vgl. meine Schrift über d. Eng.-Princip i. d. Dyn. S. 50 (1884) und das- 
selbe in Dressers Lehrb. d. Phys. S. 113 (1896). 
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eine Drehung um eine Achse smu. Hierbei verrichtet die Knift F 
eine Arbeit, welche der entwickelten Energie des Körpers äquivalent 
ist. Wenn AO = l -\- l, der Abstand der Kraftrichtung f von der 
noch zu bestimmenden Moraentanachse und lo die in der Zeit t erzeugte 
Winkelgeschwindigkeit, d. h. die Geschwindigkeit eines Punktes in 
der Entfernung Eins von der ürehungHaohse sind, dann ist der 
Weg von A gleich -5- (' + 'i) ' f^ " ^ (berechnet mit der Beschleuni- 
gung o/t oder mittelst der mittlt;ren Geschwindigkeit) und die Arbeit 
ist F- —(l -i-l^) ■ (o ■ T . — Die lebendige Kraft eines Massentheil- 
chene m, das sich in der Entfernung r von befindet, ist -^ mr^- ra*. 
Der Satz von der lebendigen Kraft liefert daher die Gleichung 



oder 



, + F- 



- ^Ip cos a) 



■ i' ■ j; + -5- 



-.h2- 



In dieser Gleichung hat jedes Glied eine physikalische Bedeutung; 
die Beachtuug derselben lehrt die Lage und die Rolle des Massen- 
mittelpunktes kennen. Das erste Glied gibt die Arbeit der Kraft F 
an, wenn dieselbe im Massenmittelpunkte wirkte, indem der Factor 
Y ? ■ oj ■ r den vom Punkt M in der Zeit t zurückgelegten Weg miaat. 
Ihm äquivalent ist das erste Glied der rechten Seite, das die lebendige 
Kraft der im Massenmittelpunkte vereinten Körpermaase M angibt. 
Aus der Gleichstellung beider ersten Glieder fo^jt das Newton'sche 
Hasa für die Kraft /•', nämlich F = M l- a/v . 

Das zweite Glied links bestimmt die Arbeit der in A angreifen- 
den Kraft F bei der Drehung um eine durch den Massenmittelpunkt 
gehenden Achse mit der Winkelbescbleunigung ra/t; denn der Weg 
von Ä bei einer solchen Drehung ist — /, - la • i. Übereinstimmend 
damit ist das zweite Glied rechts, das in der Form ^ -5- m(po)* 
die lebendige Kraft derselben Rotationsbewegung um den Massen- 
mittelpunkt darstellt. Die Gleichheit der zweiten Glieder links und 
rechts folgt auch aus der Gleichung, wenn man / ^ einführt. 

Die angegebenen physikalischen Bedeutungen der Glieder werden 
auch gewonnen, wenn man im Massenmittelpunkte zwei gleiche und 
entgegengesetzt wirkende Kmfte F anbringt, die im ganzen an der 
ursprünglichen Wirkung der in A angreifenden Kraft F nichts ändern. 
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Man erkennt^ dass die im Punkte M nach aufwärts gerichte Kraft F 
die angegebene fortschreitende Bewegung der Masse M und die 
beiden anderen entgegengesetzt gerichteten Kräfte F m M und Ä 
die Drehung des Körpers zur Folge haben. Die beiden letzten 
Kräfte bilden ein Kräftepaar oder Drehpaar. 

Aus der Gleichung geht demnach hervor, dass die kinetische 
Energie des bewegten Körpers sich zerlegen lässt in die kinetische 
Energie der fortschreitenden Bewegung der Masse, die man sich 
im Schwerpunkte vereint denken kann, und in die kinetische Energie 
einer Rotation um eine durch den Schwerpunkt gehende zur Ebene 
FM normale Achse. 

Die angegebene Auffassung des Massenmittelpunktes und die 
vorgenommene .Zerlegung der Energie ist aber nur unter der Be- 
dingung möglich, dass das letzte Glied der Gleichung verschwindet; 

es muss also sein 

Um • Q • cos a = 0; 

Q cos a ist der Normalabstand des Massenpunktes m von einer Ebene, 
welche durch M normal zur Verbindungslinie AM gelegt werden 
kann. Vermehrt man für jeden Massenpunkt den Abstand um die- 
selbe aber beliebige Grösse x^, so erhält man q cos a -\- Xq=^ x den 
Abstand von einer in der Entfernung x^ vom Massenmittelpunkte 
liegenden Ebene EE und in Bezug auf diese 

I^mx = Um(ff cos a -\- x^) = Lmx^ = x^Um = M - Xq/ 

d. i. die bereits oben abgeleitete Relation für die Lage des Schwer- 
punktes. 

Der Punkt in der Schwerlinie, durch welchen während eines 
Zeitmomentes die Drehungsachse hindurch geht, heisst Mittel- 
punkt des Stosses. Seine Lage wird bestimmt durch Gleichsetzung 
der beiden zweiten Glieder der Energiegleichung, nämlich durch die 
Gleichung 

oder für F = M • l - — subst. 

X 

M l l^ = Em • Q^. 

UniQ^ ist das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf den Schwer- 
punkt; man setzt dafür auch den Ausdruck M • h^ und nennt Tc den 
Trägheitsradius. Mit Hilfe dessen geht die letzte Gleichung über 
in die Form 

d. h. der Trägheitsradius Ti ist das geometrische Mittel aus den Ab- 
ständen des Massenmittelpunktes von der Richtung der Stosskraft und 
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dem Mittelpunkte des Stosses. Der letztere Punkt lässt sich constmctiv 
finden, wenn der Trägheitsradius bekannt ist; er ist ganz unabhängig 

der Stärke der Stoaskraft F. 

Wird nach dem Aufhören der Stosskraft der Körper dem Ein- 
fluaa der Schwere überlassen, so beschreibt der Massenmittelpunkt 
eine Wurflinie und der Körper setzt die einmal begonnene Rota- 
tion um die Schwerpunktaachse infolge der Erhaltung der 
Energie fort, 

Alifg. 1. Eine schwerloBe Stange von dar Lange l ist an ihren 
Enden mit den Gewichten P und Q belastet; wo liegt der Schwerpunkt? 
(Bezüglich einer durch den Schwerpunkt normal za l gelegten Momenten- 
ebene gilt die Gleichung P-x = Q(l^x). Hebelgesetz?) 2. Die Ge- 
wichte der drei Seiten eines Dreieckes seien m, b, t; wie weit ist der 
Bchwerpunkt von den Seiten entfernt? Wie weit von den Seiten jenes 
Dreieckes, das dnrch die Halbiemngspunkte der gegebenen Seiten be- 
stimmt wird? — (Aus dem Momentensat/, bezogen auf die Seite c als 
Achse, folgt der Abstand ^ % h {a -\- f>)/(ii -\- h -\- <:), und in Bezug auf 
die zn c parallele Seit«nhalbieFende ist der Abstand 

V» '' ■ c/l« + & + c) = F/ ./(a -j- 6 -f- r) = const.) 
Wo liegt der Schwerpunkt eines Kreisbogens von -^ « ^ fiO" und 
= 20 cm? — (Der Abstand vom Kreismittelpunkt ist 

r -360 ■ sin y/w o = 18-415 era.) 

4. Eine kreisfSrmige eiserne Platte von JP ^ 1 kg Gewicht ist in drei 
Punkten ihres 0mfanges unterstützt, die ein gleichschenkliges Dreieck mit 
einem -5; a = 30" an der Spitze bilden. Welche Last bat jede Stütze 
2u tragen? — (Hezüglich einer Momentenebene, die durch den Kreismittel- 
punkt geht und normal aur Dreiockshöhe ist, gilt für die drei Kräfte 
~ ~i = ^1 und -Fj ^ (F ^ 2 Fj) die Momentengleichung 

2Fi ■ *■ ■ cos a = (F — 2F,) ■ r; 
darausfolgt F, = Fs = F/4 cos* — = 0-26796 kg* und Fg^ 0-4641 kg*.) 
B. Eine Steinplatte vom Gewichte V == X kg, welche die Gestalt eines 
Kreisausschnittes mit einem Centriwinkel « ^ 20" hat, ist an den drei 
Eckpunkten unterstützt; welchen Druck hat jeder der drei Stützpunkte 
ftoszuhalten? Wie ändern sich die Druckkräfte, wenn der Centriwinkel 
80" oder 120" wird? — (F, = F^ = F 120"- tg ~ / o"- re = 0-33G76 kg, 

i', = 0-32648; für 0= 120" wird Fj = 0-65133 kg u. Fj, 010266 kg.) 

6. Wo liegt der Schwerpunkt eines mit Masse gleichmassig belegten Kreis- 
"iBchnittes, dessen Radius 1 = 12cm und dessen Centriwinkel o^60"? 
y r ■ sin" -^ : (w - ^ — — äin a) = 1 1-039 cm.) 7. Wie gross ist 
äer Abstand des Schweriranktes eines Trapezes von einer Grundlinie? Die 
ßrundlmien seien i, l und die Höhe h. — (x = h\L ■}■ 2l\j'i(L -\- h-) 
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8. Wo liegt der Schwerpunkt einer Pyramide und eines Kegels? 9. Wo 
liegt der Schwerpunkt einer Kugelzone und einer Kugelhaube? — (Aus 
der Fläche der Zone 2r;r • h und dem gesuchten Abstände X vom Kugel- 
mittelpunkte ergibt sich nach dem Momentensatze 

2r7C h ' X = J2rTt • x • dx ^ 



*x 



wobei h = x^ — x^ ; man erhalt X = % {x^ + x^ .) 10. Wie gross ist 
der Abstand des Schwerpunktes eines Kugelausschnittes vom Mittelpunkte 
der Kugel? — (Die Schwerpunkte der Elementarpyramiden liegen auf 
einer Kugelmtitze von % • ^ = t und % h = h' und der Schwerpunkt 
der Kugelraütze liegt in der Mitte ihrer Höhe h\ also vom Mittelpunkte 
y^r — Yg Ä = % r(l + cos a/2) entfernt.) [Die Aufgaben sind aus 
Budde's und Müller-Erzbach's Sammlungen.] 

§ 25. Energie eines rotierenden Körpers. Es wurde bereits im 
Vorhergehenden die Rotationsenergie der Erdkugel und die lebendige 
Kraft eines Körpers, der iofolge eines Stosses eine Drehung ausführt, 
ermittelt. Bei diesen Gelegenheiten kamen schon die für jede Rotation 
wichtigen Begriffe zum Ausdruck. Dieselben sollen nun noch in 
einem allgemeinen Falle kurz entwickelt und in einigen speciellen 
Fällen angewendet werden. 

Irgend ein Körper sei um eine durch (Fig. 17) gehende, zur 
Zeichnungsebene normal stehende Achse drehbar; m sei ein beliebiges 
Massentheilchen des Körpers, das von der Drehungsachse den Abstand 
r habe. Die Winkelgeschwindigkeit, d. i. die 
Geschwindigkeit eines Punktes in der Entfernung Eins *"**• ^^• 

von der Achse sei (o. Dann ist die lebendige Kraft 

eines Massentheilchens — w • v* = — w • r^ • ©*, und 

die gesammte lebendige Kraft des rotierenden Körpers 

W = ^ Y m • t;^ = Y 0}^ ^ m • r^. 

£m'r^=To heisst das Trägheitsmoment des Körpers 
in Bezug auf die Achse 0; seine physikalische 
Bedeutung folgt aus der Form für die Energie 

W= -— To}*, in welcher T eine Masse in der Entfernung Eins von 

der Drehungsachse darstellt, die dieselbe Energie besitzt wie die 
ganze Körpermasse. (Vgl. § 23.) 

Das Trägheitsmoment bezüglich einer willkürlichen Achse 
lässt sich durch ein anderes ersetzen, das sich auf eine durch den 
Massenmittelpunkt M gehende parallele Achse bezieht: Wird nämlich 
der Abstand r aus dem Dreiecke OJfiw durch die Grössen OM=l, 
Mm = Q und -^ 9 ausgedrückt, so erhält man 
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To = Emr* = £:m{P + p' — 2(e cos tp) 
= /" 2^m + 2^m ■ p* — 2i iTmp ■ cos y 

7j( bedeutet das Trägheitsmoment in Bezug auf eine Schwei'punkts- 
achse und i^tnpcosa^O als Moment der Masse des Körpers 
iiglleh einer durch den Schwerpunkt uormal zu / gelegten 
Momenten ebene. 

Die erhaltene Relation zwischen einem beliebigen und dem 
f den Schwerpunkt bezogenen Trägheitsmomente ist von all- 
gemeiner Wichtigkeit, indem sie gestattet, die Berechnung des erstereo 
auf das letztere zurückznföhren, und es so ermöglicht, bei einem 
Körper von bestimmter Massenvertheüung unzählige Aufgaben auf 

einzige zu beschränken. 

Es ist ersichtlich, dass Ja das möglichst kleinste Trägheits- 
moment für einen Körper ist. 

Das Trägheitsmoment wird diu-ch den Träghcitsradiua k aus- 
gedrückt, indem man setzt 

Durch EinfiihiTing dieses Wertes wird die Enei^ie 
M--{ «{!-„)■+ ■- Jlf ((• ■ o)>, 

d. h. die Itotationsenergie setzt sich zusammen aus der Energie der 
im Massenmittelpunkt vereint gedachten Masse und aus der Energie 
der Körpermasse, die mit derselben Winkelgeschwindigkeit in einer 
dem Trägheitsradius gleichen Entfernung um den Massenmittelpunkt 
rotierend zu denken ist'). 

Wenn eine constante Kraft eine drehende Bewegung hervorruft, 
wie z. B. ein Übergewicht bei einer Rolle oder bei einem Wellrade, 
Bo lässt sich aus der Energiegleichung die BeschleunigUDg be- 
rechnen, Ist die Winkelbeschleunigung a, so ist die Winkelgeschwin- 
digkeit nach t See. gleich a ■ t und der Weg eines Punktes in der 
Enifemung Eins von der Drehungsachse -^ u- f. Die Arbeit einer 
Kraft F in der Entfernung l von der Achse ist F • l ■ -^ ceC und die 
iquivalente lebendige Kraft der rotierenden Masse ist -^ (et ()* • T. 
Wirken mehrere Kräfte F gleichzeitig, so besteht die Gleichung 

2'{^'4«'")=i(«')''^ 



1) Die BtereometriBche Bedeutung der TrilgbeiUmonient« siehe i 
i's Lehrb. d. Elem.-Hath, m. 8. GS ff. 
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Daraus folgt 

£F l 

d. h. die Winkelbeschleunigung eines beschleunigt rotierenden 
Körpers ist gleich der Summe der Momente der drehenden Erafte 
dividiert durch das Trägheitsmoment. 

Aufg.^) L Es ist das Trägheitsmoment einer sehr dünnen Stange 
Yon der Länge l und der Masse M in Beziehung auf eine Drehungsachse 
zu finden, die auf ihr normal steht, a) wenn die Achse durch einen End- 
prmkt der Stange geht; b) wenn sie durch die Mitte der Stange geht. — 

(Aus der Form £mr^ = ßd - dx) - x^ folgt a) yJtfi« und b) ^Mt^.) 

2. Das Trägheitsmoment eines um seine geometrische Achse rotierenden 
Cylinders von der Masse j9f, der Länge l und dem Halbmesser r zu be- 
rechnen. — (Aus j{2r7t'dr'l'6)r^ folgt y^^) S- ^^ Trägheits- 
moment einer um einen Durchmesser sich drehenden Kugel zu bestimmen. — 
(Nach § 23 ist es -r-Mr^,) 4. Eine kreisförmige Scheibe, die als fixe 

Bolle verwendet wird, hat das Gewicht F = 446 g; an beiden Seiten 
der über die Rolle gelegten Schnur wirken die Gewichte /"^ == 12 g und 
fi = 10 g. Wenn die Beschleunigung der Schwere a = 9*8 m ist, mit 
welcher Beschleunigung fallen die Gewichte der Bolle? — (Das Trägheits- 
moment der Kreisscheibe ist -^ Mr^ und darnach erhält man aus einer 

Energiegleichung die Beschleunigung a(f^ — fi^/vö' -^ ~t" /i ~t" A ) =* Ö c™- 

Wenn die Beschleunigung der Bolle bekannt ist, so lässt sich die Be- 
schleunigung der Schwere a bestimmen. Vgl. Bewegung durch Überwucht 
§ 3.) 5. Ein Kreiscy linder vom Badius r und von der Masse M rolle 
über eine horizontale Unterlage hin und drehe sich in der Secunde n mal 
um; wie gross ist seine lebendige Kraft? — (Die Winkelgeschw. bezügl. 
der Cylinderachse ist co = 2 • n • ti; und die Geschwindigkeit der fort- 
schreitenden Bewegung ist v = 2rn - n, daher die lebendige Exaft 

Y Mv^ + -i T . ©2 = 3M(n • 7t • r)\) 6. Welche Geschwindigkeit erreicht 

eine reibungslos über eine schiefe Ebene herabrollende Kugel (Kreiscylinder) 
vom Halbmesser r? In welcher Beziehung steht deren Beschleunigung o^ 
zur Beschleunigung a^ eines ohne Beibung herabgleitenden Körpers? — 

(Aus der Gl. f. d. lebendige Kraft -^- Jf t;^ -f y (y)' • T = jlf • a • Ä 

folgt für die Kugel v = YlO • a -h] 7 = 1/2 a^ l , und füi* einen gleiten- 
den Körper gilt v' = y^a • h = Y^a^ • l . Daraus wird (/j : Og = 5 : 7.) 
7. Den Schwerpunkt eines abgeschrägten Körpers (senkrechten Prismas 
oder Cylinders) zu finden, femer aus der aufgestellten Beziehungsgleichung 
das Trägheitsmoment eines Dreieckes und einer Geraden zu ermitteln. — 

1) Die znr Lösmig nothwendige Sammierung in elementarer Form siehe in 
Anm. d. § 23. 
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(M&u bestimme oach Uokmüller liuii tjchnitt der schneidenden Ebene mit 
der Baaisebene und drUcke die M<:imeat«ngleicbiuig ileü KUrpervolumena 
tluri'b da^ statische und das TrUgbeitsmoment der Basis, alle Momente 
auf jene Scbnittgerade bezogen, aus. Denkt man sich die Basis in Streifen 
ds parallel zur Schnittgeraden zerlegt, so ist das Volumen 

jx ■ d3 ^ Jx-igtt- ds, 

wenn x der Abstand eines Streifeos von der gedachten Schnittlinie und 
ci der Neigungswinkel der schneidenden Ebene gegen die Basis bedeuten. 
Die Momenten gleichnng des KfSrpervolumens ist nun 



■/-%. 



■ dg 



= j'x* ■ tg « ■ th oder Xj'xds= J'x- ■ ds . 



Die beiden letzten Integrale sind bez. das stat. Moment M und das Träg- 
heitsmoment T der Basis, daher ist die Absciase des Schwerpunktes 
X = T/M. Seine Höbe ist die zugehörige halbe Höhe 2 des Körpers. — 
Pur den Cjlinderhuf ist X ^ — r. — ■ Das TrUgbeitsmoment eines Drei- 
eckes als Basis einer dreiseitigen abgeschrägte u Pyramide und zugleich als 
Seite einer vierseitige» Pyramide lilsst sich ermitteln, wenn die Schwer- 
punktslage dieser als bekannt vorausgesetzt wird.) [Die Aufg. schltessen 
sich an jene von Daurer an; beziigl. d. Aufg. 6 vgl. auch Volkmann iu 
Poske's Zeitsuh. 1894, S. 161. Autg. 4 mit Rücksicht auf die Reibung 
behandelt meine Schritt über das Energie- Princip in der Dynamik S. 47. 
Aufg. 7 ist aas Holzmüller's matb. Lehrb.] 

§ 26. PhyalBohea Pendel. (Huygens l(i73,) Jeder Körper, der 
um eine Achse dreiibar aufgehängt ist und unter der Einwirkung 
der Schwerkraft Schwingungen ausführt, kann als physisches 
Pendel betrachtet werden. Dasselbe kann aus nnKahlig vielen ein- 
fachen oder mathemati sehen Pendeln zusammengesetzt gedacht werden. 
Die der Drehungsachse näheren Theilchen haben als mathemati sehe 
Pendel von geringer Länge eine kurze Schwingungsdauer; den 
entfernteren Theilchen kommt eine grössere Schwingungsdauer zu. 
Wegen des festen Zusammenhanges schwingen aber alle Körpertheü- 
chen gleichzeitig mit einer gemeinschaftlichen Schwingungsdauer von 
mittlerem Werte, indem die Schwingungen der oberen Theilchen 
durch die unteren verzögert und die Schwingungen der unteren durch 
die oberen beschleunigt werden. Der Punkt des Pendels, dessen Be- 
w^ung weder verzögert noch beschleunigt wird, sondern der im 
Körper genau so schwingt, als wenn er für sieh allein als einfaches 
Pendel schwingen würde, heiast Schwingungamittelpunkt und 
seine Entfernung von der Drehungsachse reducierte Länge des 
physischen Pendels. 

a) Es soll nun die Schwingungsdauer des physischen Pendels 
ermittelt werden^). 



1) Siehe meine Abhdlg. 
riDaishke, Rrb«ltung d« Eni 



, d. Wiener BealioJilittch. 1863, .S. 696 u. meine 
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Der als physisches Pendel zu betrachtende Körper von der Masse 
M sei in der Achse A aufgehängt (Fig. 18). Bringt man den Körper 
aus seiner Gleichgewichtslage, so wird das im Schwerpunkte 8 an- 
greifende Gewicht Ma die Pendelschwingungen des 
Körpers hervorrufen. Die beim Falle des Schwer- ^s is 

punktes um die Strecke s von der Schwerkraft ge- 
leistete Arbeit findet sich als kinetische Energie 
in den Massenth eilchen m des Körpers, so dass wir 
haben 



M ' a- s = 



2i 



— mv 



2 



Hierin ist v die Geschwindigkeit des Theilchens m 
beim Passieren der Gleichgewichtslage. Ist r die 
Entfernung des beliebigen Massentheilchens m vom 
Aufhängepunkte und o die Winkelgeschwindigkeit 
(Geschwindigkeit eines Punktes in der Entfernung 
Eins), dann ist v = m - r und es wird 

1 



M ' a ' s = Y ^ ^ 




ma 



0,^ = ^0^^. T, 



wobei T das Trägheitsmoment des Pendelkörpers ist. Durch Ein- 
führung des Ausschlagswinkels a und der Schwerpunktentfemung 
AS = L wird s = L(l — cos a) und die Energiegleichung gewinnt 
die Form 



M ' a(l — cosa) • L = Y ö>^; 

für den Schwingungspunkt 0, als mathematisches Pendel gedacht, gilt 
ebenso 

' a(l — cos a)l = -^ mo^ P 



m 



als analoge Gleichung; durch Division der Gleichungen folgt sofort 

für die reducierte Pendellänge 

T 



1 = 



ML^ 



dieselbe entspricht dem nach den Gesetzen eines mathematischen 
Pendels schwingenden Schwingungsmittelpunkte; durch Einsetzen des 
Wertes in den Ausdruck für die Schwingungszeit eines mathematischen 
Pendels gelangen wir bald zu dem gesuchten Werte 



t 



-,y 



MLa 



Damach ist die Schwingungsdauer des physischen Pendels direct 
proportional der Quadratwurzel aus dem Trägheitsmomente und Um- 
schrift über d. Energiepr. i. d. Dyn. 1884, S. 91 und dieselbe Entwickelung in 
Dressers Phys. 1896, S. 104. 



9 SS.] I. Bewefnuif; ^^ festen KSrper. 99 ^H 

gekehrt proportional der (Jiiudi'iitwiirzttl aus dem fpröantea Drehungs- ^M 

iDomeute des Peudelgewicbtes. ^M 

b) Katers Reversionspendel. Wie far rotierende Körper im H 

allgemeinen Yi^st sich auch fElr das physische Pendel der Tri^heits- H 

radius k einführen und es wird (nach § 25) H 

T = Zmr^ = ML' + i'mp" = M(L* + A*); I 

durch Eiuführnng dieses Wertes in den Ausdruck für die reducierte ^M 

Pendelläi^ l ^ -^y erhalten wir ^M 

'-'■ + T ■ 

oder ■ B 

{l — L]- L = i* und für l ~ L = IJ sbst. ■ 

LL = h\ I 
d. h. das Product aus den Abständen des Äufhängepunktes und , I 

ächwingungsmittelpunktea vom Massenmittelpunkt ist für den Körper J 

eine conatante Orösse. Aus der gleichartigen Construction der Ölei- H 

chung nach L und L folgt, dass die Gleichung richtig bleibt, wenn H 

die Bedeutungen der beiden drösseu wechseln; dies besagt phj'sikalisch H 

interpretiert, dass der Aul'hängcpunkt zum Schwingungsmittelpunkt H 

wird, wenn der Scbwingungsmittelpunkt zum Auffaüngepunkt gemacht H 

wird. Dass thatsächlich nach dieser Umkehrung des Pendels die re- H 

ducierte Pendetlänge und somit auch die Schwingungsdauer dieselbe ■ 

bleibt, ergibt sich leicht aus der Relation für diese Pendellänge; H 

l' = L'-\-^. und i = i+^'- I 

Aus der Besiehung LL = k' folgt sofort l ^V. H 

Dieser Umstand gestattet die reducierte Länge des physischen H 

Pendels experimentell zu bestimmen und damach dasselbe nach den ■ 

Gesetzen des mathematischen Pendels zu benutzen. Das Heversions- U 

pendel dient besonders zur Bestimmung der Beschleunigung der H 

Schwerkraft. ■ 

Eß verdient auch bemerkt zu werden, dass die Gleichung H 

LU ^ k* bei der Einwirkimg eines excentrischeu Stosses auf einen H 

Körper erhalten wurde (§ 24); darnach werden die Bedeutungen Ton H 

L und V augenfällig; der Mittelpunkt des Stosses als Momentan- ■ 

centriim im Augenblicke des Stosses entspricht der Drehungsachse H 

und der Angriffspunkt der Stosskraft dem Schwingiingsmittelpunkte '), H 

Das physische Pendel findet Anwendung zu Pendeluhren, zu H 
^ilzel's Metronom, zu den Versuchen von Foucault, Cavendish u. s. w. ■ H 

1} Siehe auch Maxwell: Sabttonz und Bewegung, S, 116. ^ 
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Aufg. L Die Schwingungsdauer eines Wagebalkens (ohne Schalen) 
ist 15/7 See; wie tief liegt der Schwingungsmittelpunkt unter der Dreh- 
kante? a = 9-809 m. — (/ = T/ML = a • i^jn^ = 4'5636 hl) 2. Die 
beiden Drehkanten eines Reversionspendels haben eine unveränderliche 
Entfernung von 1*034 m; auf welche Schwingungsdauer muss das Pendel 
durch ein verschiebbares Gewicht bezüglich der einen Achse reguliert 
werden, damit der Schwingungspunkt in der anderen Achse liege? 

a = 9809 m. — (f = nYTß = 102 See.) 3. Ein dünner Stab von der 
Länge L wird in einem Endpunkte aufgehängt und in Schwingungen 

versetzt; wie gross ist die reducierte Länge dieses Pendels? — (Aus 

1 2 

T = —- ML^ folgt Z = — X.) 4. Li welcher Entfernung vom Schwer- 

punkte muss ein Meterstab mit einer auf seiner Längenrichtung normalen 
Achse versehen werden, damit er ein Secundenpendel bilde? — (Aus 
1 = ny\{M/l2 + Mx^/Max] folgt x = 0-49693 + 040448 m. SoU 
die Achse im Stabe selbst liegen, so gilt der Wert x = 0-09245 m.) 5. Wie 
gross ist das Trägheitsmoment eines 552*7 g schweren Pendels bezüglich 
' einer 589 mm vom Schwerpunkt abstehenden Achse, wenn die entsprechende 
Schwingungsdauer 0*9861 See. und die Beschleunigung der Schwere 9*809 m 
betragen? Wie gross ist die reducierte Pendellänge? — 

(T = M'a' L' t^/%^ = 003207, l = 09664 m.) 

6. Ein physisches Pendel, das in 245 Secunden 261 Schwingungen macht, 
wird sowohl oberhalb, als auch unterhalb der Drehkante in einem Ab- 
stände A == 0*2 m von derselben mit einer Linse vom Gewichte JP = 1 kg 
versehen, worauf es zu 291 Schwingungen 296 See. braucht; wie gross 
war ursprünglich sein Trägheitsmoment? a = 9*809. — (Aus den 

Werten t = nYT/ML^ und f^ = n )/[(T + 2 Fk^ a) / M - L • a] 
folgt T= 2F- k^ ' ^/a {t^^ — t^ = 0-0468.) 7. Ein Metronompendel 
nach Mälzel wiege ohne Laufgewichte 49 g, sein Schwerpunkt befinde 
' sich 37-2 mm unter der Achse, seine Schwingungsdauer betrage lO/äT 
Secunden; wie lange währt eine Schwingung, wenn das 8*1 g schwere 
Laufgewicht aufgesteckt wird, und zwar so, dass der Schwerpunkt des- 
selben 1 dm oberhalb der Achse liegt? a = 9-809 m. — (Es ist 
10/27 = ;r]/[T/0049 • 00372] und 

/ = 7ty[{T -f 00081 • 0-lV9-809)/(0049 • 00372 — 00081 • Ol)] 

= 0-5721 = 4/7.) 

8. Ein Pendel, das aus einem Stabe und einer Linse, die in ihrem Schwer- 
punkte am Stabe festgeschraubt ist, besteht, hat bei einer Temperatur 
Tq^ C eine Schwingungsdauer /q; bei jeder Temperaturerhöhung um 1** C 
erfahre die Längeneinheit des Stabes eine Verlängerung L Man ermittle 
daraus die Schwingungsdauer des Pendels bei t^ C. Das Trägheitsmoment 
der Linse bezüglich der durch ihren Schwerpunkt gehenden Achse soll un- 
berücksichtigt bleiben. — (^0 = ^ ^\\Y ^^^ "^ *^w/(y ^^^ + »waZjJ , 
wobei M die Stabmasse und m die Linsenmasse sind; bei Erwärmung um 
(r — Tq)** erhält jede Längeneinheit die Grösse [1 -f- A(t — Tq)]; daher 
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wird ' = 'o V^i + "Ifi — V-) ^' ^^ wölcher Entfemung x vom Bchwpr- 
jiankt ist an einem däDneii Stahe tod der Lüni^e / eine Querachse an- 
Kubring^u, damit er möglichst rasch schwinge? Wie gross ist die ent- 
sprechende Schwingnugsdauer? — (I>uri;h Aul'lüsung d«r Gleichung 
i=ny[Q^Ml''-\-Mi*)/Mai] nach x folgt leicht '„,!>, = 7t Vz/nj/ 3 
und X = (i/6)V3.) [Daarer.] 

§ 27. Eräftepaare. Wie bereits bei der Betruchtung eines exeen- 
trisch gestosaenen Körpers (§ 24) bemerkt wnirde, versteht man unter 
einem Kräftepaar oder Drehpaar zwei 
gleich starke und entgegengesetzt gerichtete i^b i"' 

Kräfte, welche in verachiedeoen Punkten eines 
Körpers angreifen. Ein deutliches Bild gewährt 
eine Welle mit Kreiascheibe (Wellrad), wenn 
an der Welle und am Rade etwa an umge- 
wickelten Seilen gleiche Kräfte in entgegen- 
gesetzter Richtung wirken (Fig. 19). Die Re- 
sultierende solcher Kräfte ist gleich Null; ihre 
Wirkung besteht ausschliesslich in einer Dreh- 
ung. Für die Arbeit, welche eine Kraft F 
leistet, ist die Arbeit der Drehung um die Winkclcinheit maws- 
gebend. Für dieselbe folgt aus dem Arbeitswerte der Drehung um 
^ da, nämlich aus 

dW, = Frda, 
der Ausdruck 

Man nennt dieses Product aus der Kraft F in den Abstand r ihrer 
Richtnng vom Drehungsmittelpunkte das Moment der Kraft in 
Bezug Huf den betreffenden Punkt oder auch das Drehungsmoment. 
Das Kräftepaar leistet bei der Drehung um ^ rf« die Arbeit 
dW= F rdu + F-Eda, 
und bei der Drehung um die Winkeleinheit die Arbeit 




,IW 



-F{R + r) = F-t. 



Der Abstand l der beideu Kräfte F heisst Arm und das Product 
F- 1 Moment des Krärtepaares, Es ist aus der Figur leicht ersicht- 
lich, (lass das Moment unabhängig ist von der Lage des Drehungs- 
mittelpunktes 0. 

Aus der Bedeutung des Momentes eines Kräftepaares ab Arbeit 
einer bestimmten Drehung lässt sich unmittelbar achliessen, dass ein 
Krät^epaar durch ein anderes ersetzt werden kann, wenn die Momente 
büder Paare einander gleich sind; denn unter dieser Bedingung sind 
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auch die geleisteten Arbeiten einander gleich. Wenn die Angriffs- 
punkte der Kräfte sich nicht mitdrehen, wie es bei dem gedachten 
Wellrade der Fall ist, so ist auch die Richtung der Kräfte beliebig. 
Wenn der Angriffspunkt mit den Kräften bewegt wird, wie es bei 
der Drehung einer Magnetnadel geschieht, dann tritt zu der ange- 
gebenen Bedingung des Ersatzes eines Drehpaares durch ein anderes 
noch die hinzu, dass die Kräfte längs paralleler Geraden wirken 
müssen. Die Drehung erfolgt alsdann nur, bis die Kräfte des be- 
treffenden Drehpaares in derselben einander entgegen wirken und sich 
gegenseitig aufheben; es tritt dann Gleichgewicht ein. 

Mehrere Kräftepaare lassen sich auch zusammensetzen, 
indem man sie durch ein einziges ersetzt, das dieselbe Arbeit zu ver- 
richten vermag. 

Wirken aUe Drehpaare in derselben oder in parallelen 
Ebenen, so ist ohne weiteres ersichtlich, dass das Moment D des 
resultierenden Kräftepaares gleich sein muss der Summe der 
Momente der einzelnen Kräftepaare, weil die Drehungen gemein- 
schaftliche Winkel haben. Es besteht also die Bedingungsgleichung 

B = ZF'l. 

Der Ausdruck ist bei der Erklärung der Zusammensetzung eines 
Magnetes aus Elementarmagneten von Wichtigkeit. 

Bei der Zusammensetzung von Kräftepaaren, die in verschie- 
denen, gegen einander geneigten Ebenen wirken, kann man wie 
folgt verfahren: Man verlege die Arme 
der Drehpaare in die Schnittgerade 
AB beider Ebenen (Fig. 20) und 
mache sie =1. Die Momente der 
gegebenen zwei Drehpaare sind dann 
beziehungsweise F^ • 1 und F^- \ . 
Nun lassen sich die Kräfte F^ und 
F^ zu den Resultierenden F zusammen- 
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setzen, und man erhält als resultieren- 
des Kräftepaar die Kräfte F mit dem 
Arme AB = \ und dem Drehungs- 
momente JP • 1 . 

Nach Poinsot stellt man jedes 
Kräftepaar durch eine Gerade, die 
Achse des Drehpaares, dar, indem 

man auf die Ebene des Paares eine Normale errichtet und auf die- 
selbe eine Länge gleich dem Momente des Drehpaares aufträgt. Der 
Drehungssinn des Kräftepaares wird dadurch berücksichtigt, dass 
man die Achse nach jener Seite hin aufträgt, von welcher die 
Drehung im positiven Sinne, d. h. im Sinne der Bewegung eines 
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ühi-zeigers erfolgt. Mit der Achae ist alBdanii da» Kraftopiiar voll- 
ständig bestimmt. Es ist nan leicht zu erweisen, doss mit Hilfe der 
hsen der Kraftepaare diese so zusammengesetzt werden können, 
' einzelne Kräfte. 

Für den vorliegenden Fall der Zusammensetzung zweier Dreh- 
paure, die in zu einander geneigten Ebenen wirken, ist nach Pig. 20 
ersichtlich, dass die Achse des Kräftepaares F^F^ normal zur Ebene 
(F,Fj) steht und ihre Länge durch die Zahl F, bestimmt wird; 
ebenso ist auch die Achse des Paares F^F^ zur Ebene dieses Paares 
normal und der Länge nach gegeben durch die Zahl F^. Die beiden 
Achsen schliessen demnach denselben Winkel mit einander ein, wie 
die Kräfte F, und F^, und es lässt sich mit ihnen ein Parallelo- 
gramm verzeichnen, das dem aus den Kräften F, und F^ construi erteil 
congruent ist. Die resultierende Achse hat somit die Länge = !■', 
hre Richtung ist normal zur Ebene des resultierenden Dreh- 
paares FF. 

Zur Erklärung mancher Erscheinungen ist es vortheithaft, anstatt 
Krnftepaare Rotationsgeschwindigkeiten zu betrachten und 
diese zusammenzusetzen. Man kann leicht zu diesen übergehen, wenn 
man fttr die Kräfte F die erzielten Geschwindigkeiten v einführt. Es 
<jat F^m-v/t und das Drehungsmoment D ^ m • {v/i)-l. Bei der 
Zusammensetzung der Drebungsmomente sind m und t constant und 
kann gleich Eins angenommen werden, daher übernimmt die Ge- 
schwindigkeit P die Rolle von F. Auf die Achsen der Kräftepaare 
oder auf die Drehungsachsen autgetragen, kann man Rotations- 
gesch windigkeiten ebenso zusammensetzen wie Geschwindigkeiten ge- 
mdliniger Bewegungen. Anwendungen der Zusammensetzung drehen- 
der Bewegungen finden sich bei der Kreiselbewegung, bei der Prä- 
.cesaionabewegung der llimmelskörper, bei der Wurf bewegung rotieren- 
^r Geschosse etc. Umgekehrt kann z. B. der Foucault'scho Pendel- 
versuch durch Zerlegung der Erdrotation in zwei Drehungen erklärt 
werden ^). 

§ 28. Gleiohgewicbtslagen. Helm's Inteneltätsgeaetz. In den 

.Vorhergehenden Paragraphen ('2i luid 2G) wurde da.s Verhalten eines 

Q Punkte oder in einer Achse befestigten schweren Körpers 

dargethan. Es wurde gezeigt, dass der Körper sich nur dann in einer 

Gleichgewichtslage befindet, wenn der Schwerpunkt seine höchste 

tiefste Lage einnimmt, oder wenn tUe potentielle Energie 

Maximum oder Minimum ist. Die erstere Gleichgewichtslage, 

welcher der Schwerpunkt sich vertical über dem befestigten 

1) Sieh« WalleDtiii'ii! Lehrb. d. Pbys. S. ö7. Kreiselbeweg, ebenda 3, IB. 
) ausffthrlirhe Darstellung der Kreise IbewegUDg hat H. Koppe ia Poske's 
Bch, IV. Jgg. S. 70—83 gegeben. 
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Punkte befindet, der Körper also unterstQtzt erscheint, heisst labi 
bei einer kleinen Verschiebung schlägt der Körper um. Die let 
Gleichgewichtslage, bei der der Körper an einem Punkte oder 
einer Geraden aufgehängt erscheint, heisst stabil; der Körper ki 
in dieselbe stets wieder zurück, wenn er daraus verschoben wiirda 

Ist der Schwerpunkt befestigt, so ist das Gleichgewicht 
dift'ereiit; das besondere Kennzeichen dieser Gleichgewichtslage 
dass bei einer möglichen Bewegung des Körpers der Schwerpi 
weder höher noch tiefer zu liegen kommt, dass somit such die pol 
tielle Energie ungeändert bleibt. Es befinden sich also auch 
homogene Kugeln und Kreiscylinder im indifferenten Öleichgewii 
wenn sie auf horizontalen Unterlagen ruhen. 

Das Verhalten eines in der zuerst angegebenen Weise befestij^ 
Körpers ist geeignet, das Bestreben der Energie bei bescliränl 
Bewegung ersichtlich zu machen. Vor allem zeigt sich, dass die 
potentielle Energie der Schwere einem Minimum zustrebt, und dass 
ein stabiles Gleichgewicht uur dann eintritt, wenn die pote: 
tielle Energie den kleinsten Wert erreicht hat Am 
werden die Factoren der Energie durch ihr Auftreten in der 
scheinung gut erkennbar. — 

Die Arbeit der Schwerkraft bei freier Bewegung besteht aus den 
beiden Factoren Gewicht und Weg. Dieselben erleiden aber durch 
die Bewegungsbedingungen gewisse Veränderungen. Bei 
eine Achse drehbaren Körper (Fig. 21) wirkt ausser der Schwerl 
jp im Schwerpunkte noch die Widerstandskraft F der 
Aufhängevorrichtung. Wird der Körper um den sehr 
kleinen Winkel da gedreht, so ist die Arbeit der beiden 
Kräfte beziehungsweise P-aina-l-da undi''-cos90'*-Z-rfa, 
und die Arbeitssumme j 

dW ={T sma — F- cos 90") -l-dti. 
Diesem Werte gemäss ist es zweckmässig, die Arbeit 
jeder Kraft zu zerlegen') in den gemeinschaftlichen 
Weg l • da und in die Kraft längs des Weges. 

Die Kräfte bestimmen die Hichtung der Bewegung und bedini 
das Gleichgewicht, wenn sie einander gleich sind. G. Helm nein 
sie die Inteusitäts-Factoren der Energie^); wir wollen sie auch 
Wirkungsgrade heissen. Den zweiten Factor nennen wir nach 
Holm die Extensität oder den Wirkungsraum. 

Nach dieser Auffassung stellt sich nun die Erscheinung als eine 

1) Siehe meine AbhfUg. zur ÜbereinsUmmung der phys. Ärbeitsgesetie, 
Rkcfal.-ZtBch. Wiea. 1882. S. 619— 63S. 

3) G, Halmt Die Lehre von der blner^e (1887) und der Vortrag auf der 
67. Niiturforach«rver«ammltmg (t89&). 
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1. Bewegung der festen Kärper. 

Energieverwandluug dar, und zwar bei der Bewegung unch ab- 
wärts ala Übergang der potentiellen Energie von Stellen höherer 
zu niederer Intensität. Mau findet auch hei anderen mechanischen 
und physiknliachen Erscheinungen, dass „die Energie stets das 
Bestreben hat, von Stellen höheren zu Stellen niederen 
Wirkungsgrades überzugehen". Das Gesetz ist deshalb von 
allgemeiner Bedeutung und heisst das Helm'sche Intensitäts- 
gesetz. 

Im vorliegenden Falle ist es ohne weiteres klar, dass das Gesetz 
mit dem Principe der Kraftezusammensetzung flbereinstimmt; 
denn die Intensitäten sind die Krüft-e in der Richtung des Weges, und 
die Bewegung erfolgt in der Richtung von der Stelle der grösseren 
zur Stelle der kleineren Kraft. Die Diflerenü der Intensitäten gibt die 
Redultierende aus der wirksamen Scbwerkratt und dem Widerstände 
der Aufhängevorrichtung; sie bestimmt den Bewegungszu stand. Die 
Resultierende wird auch durch die in Betracht kommenden Energie- 
Änderungen in der Bewegungsrichtung angegeben; daher il&h 
Rede stehende (iesetz auch im Energieprincipe för Energie- ( 
Kräftesysteme enthalten ist. Um nach demselben auch die Be- 
wegungsrichtung zu ermitteln, hat man die Richtung des stärksten 
Enei^iegef alles zu bestimmen; diese Richtung fäUt mit der der Re- 
sultierenden zusammen, längs welcher stets die grösste Arbeit ge- 
leistet wird (§ 7). 

Auch die letztere Auffassung des Erscheinungsverlaufes ist all- 
gemein verwendbar; Oatwald stellt sie in directer Weise als 
Maximumprincip" auf, das er in folgende Wort« kleidet: „Von 
allen möglichen Energie um Wandlungen wird diejenige eintreten, welche 
in gegebener Zeit den grösstmöglichen Umsatz ei^ibt."') 

Bei Bestimmung der Aufwärtsbewegung des Körpers nach 
gleichen Gesetzen muss auch die vorher erlangte kinetische Enei^ie 
in Betracht gezogen werden. 

§ 2!'. Standfestigkeit. Ein Körper, der in einer Fläche unter- 
stStzt ist, befindet sich in der stabilen Gleichgewichtslage; denn wenn 
man ihn aus dieser Lage um eine Kante herausdreht, so kehrt er 
wieder in dieselbe zurück. Die Drehung um die Kante darf aber 
nicht beliebig vergrÖssert werden; denn ist der Massenmittelpunkt^ 
reepective der Schwerpunkt in der Verticalebene der Drehungskante 
angelangt, so liat der Körper eine neue, die labile Gleichgewichts- 
lage erreicht. In der labilen Gleichgewichtslage hat der Schwerpunkt 
seine grösste Höhe über der Unterlage und er kehrt bei keiner Ver- 
ecbiebimg des Körpers mehr in seine h&ge zurück, sondern der Körper 
«chfögt nach der geringsten Bewegung um. Soll der Körper durch 

l) W. Ostwald, Lehrb. d. allg. Cheni.— Chem. Eng, 8, 87, 
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Fig. 22. 



Drehung um eine Kante umgeworfen werden, so muss er an die 
Grenze seiner Stabilität, d. h. aus der stabilen in die labile Gleich- 
gewichtslage gebracht werden; der Widerstand, den der Körper dem 
Umstürzen entgegensetzt, heisst seine Stand- 
festigkeit. Die Arbeit W = F - s, welche 
von einer Kraft F geleistet werden muss, 
um den Körper an die Grenze seiner Sta- 
bilität zu bringen, ist uns ein Mass für die 
Standhaftigkeit. Um dieses Mass zu ge- 
winnen, wählen wir in Fig. 22 die Kante A 
des Körpers als Drehungskante und bringen 
den Schwerpunkt S nach S^^ ist das Ge- 
wicht des Körpers Q^ so ist die bei der 
Drehung durch Hebung des Gewichtes geleistete Arbeit 

W=Q- S,S, = Q(r -h) = QiVh^T^' - h) = -^41 




Die Höhe des Schwerpunktes h kann hierbei auch negativ werden, 
wenn der Schwerpunkt des Körpers unter die durch die Drehungs- 
kante gelegte Horizontalebene zu liegen kommt, wie z. B. bei der 
Hebelwage und anderen aufgehängten Körpern. Die Standfestigkeit 
eines Körpers ist daher nach dem zweiten Werte umso grösser, je 
grösser sein Gewicht, je kleiner der positive oder je grösser der nega- 
tive Abstand des Schwerpunktes von der horizontalen Kantenebene 
ist. In dem Gesetze nach dem letzten Ausdrucke ist auch die Ab- 
hängigkeit der Standfestigkeit von der Grösse der Unterstützungs- 
fläche enthalten, indem mit der Grundfläche b auch die Standfestig- 
keit grösser wird. 

Anwendungen findet das Gesetz der Standfestigkeit bei der Con- 
struction von Körpern, die in einer Fläche unterstützt sind, wie Möbel- 
stücken, Leuchtern etc., bei Lastwägen, beim Beladen derselben, bei 
Bauten etc. 

Aufg. 1. Wie gross ist die Standfestigkeit einer geraden Haner aus 
Ziegelsteinen von 3 m Höhe und 03 m Dicke auf einen Meter ihrer 
Länge, wenn 1 m^ der Ziegelsteinmauer 1500 kg wiegt? — (Die Stand- 
festigkeit als Arbeitswert ist 1010 kgm und als Drehungsmoment 202'5.) 
2. Wie verhalten sich die Standfestigkeiten (als Arbeitswerte) einer Halb- 
kugel, eines Cy linders und eines Kegels, wenn die drei aus demselben 
Stoffe hergestellten Körper gleiche Grundflächen und gleiche Gewichte 

haben? — (^ (}/73 — s) : y (/lÖ — l) : y ()/5. — l) .) 3. Einbeladener 

Wagen, dessen Vorder- und Hinterräder eine Spurweite von 12 m haben, 
wiegt 2 Tonnen, und sein Schwerpunkt liegt in der Symmetrieebene 1'5 m 
hoch über dem Boden; wie gross ist auf horizontaler Strasse seine Stand- 
festigkeit gegenüber einem seitlichen Zuge oder Drucke, der in der Höhe 
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i Schwerpunktes angreifte — (800 kg.) 4. Über welche lirenze ilarf 
Bie seitliche Neigung Moer Strasse nicht hinausgehen, tiamit aal' ihr der 
der Yorh ergehen den Aufgabp beschriebene Wagen nicht umfalle? — 
1(21° 48' 5".) 5. Die Hesultante des Druckes, den der Wind auf eine 
l'«bene FlKche ausübt, greift im Schwerpunkte derselben an. Welchen Druck 
des Windes vermag demnach eine 2 m hohe, 03 m dicke und l m lange 
Maner vom speclfischen Gewichte (Gewicht eines Oubikmeters) 1*5 /, die 
auf horizontalem Erdreich aufgeführt ist, per Quadratineter auszuhultenV — 
(67*5 kg.) 6. Ein gerades quadratisches Prisma, welches auf einer wag- 
rechten Grundlage steht, hat die Grundkante n =^'I4 cm, die Höhe 
A = 22 cm. Der untere Theil bis zur Höhe A, = 12 cm besteht aus 
, welcher das apeu. Gew. s, = 0*7 hat; der Stoff des oberen 
toiles hat das spec. Gew. Uj=ll. Uiu welchen Winkel muss die 
■j Kante der Grundfläche gedroht werden, damit sie losgelassen 
icht wieder zurackmilt? — (tg9) = <(-^^j^^^'',.^^'^^ , ^ = 23"20'38".) 
. Ein schiefer Kreiseylinder habe den Basisdarchmesser 10 cm, die Seite 
tind die HUhe 28 cm; bleibt derselbe stehen, wenn seine Basis 
liorizontal gestützt wird? Wo durchstPsst die vertieale Schwerlinie die 
UnterlageV — (Nein; die vertieale Schwerlinie trifft den Boden in der 
Synmetrieebeae des Cylinders 5'.'i cm ausserhalb der Basis; das Resultat 
_i8t rasch constructiv zu finden.) |Aufg. 1 und 2 sind in anderer Auf- 
1 Mülle r-Erzbach's, 3, -1, 5 und 7 in Daurer's und 6 in Budde'a 
mmlung enthalten.] 

Einrolle HaBcIlinai]. Menschliche Kräfte reichen oft nicht 
mn schwere Köqier fortzuwälzen oder zu heben oder grosse 
IFiderstande zu überwinden. Man verwendet deshalb besondere Vor- 
Tioiitungeii (Hebebänme, Rollen, Winden, Keile), welche menschliche 
Kraft zu ersparen, ihr eine bequemere Kichtuug zu geben oder sie 
durch andere Kräfte ganz zu ersetzen gestatten. Alle solche Vor- 
richtiing»n heissen Maschinen; sie haben das gemeinsame Merkmal, 
eine Kraft auf einen Punkt wirken zu lassen, welcher nicht in der 
Richtung der Kraft liegt. Alle Maschinen lassen sieh in sechs ein- 
lebe Maschinen zerlegen, von denen wieder je drei eine Qrnppe 
Üden: Hebel, Rolle, Wellrad sind um eine Achse drehbare Körper, 
ibiefe Ebene, Keil und Schraube vermitteln oder verhindern Be- 
auf festen flächen. Bei jeder Maschine kommen zwei 
1 von Kräften vor; jene Kraft, welche die beabsichtigte Bewegung 
rrorruft, hcisst bewegende Kraft oder kurz Kraft; und jene, welche 
■ Bewegung Widerstand leistet, Widerstandskraft oder Last. Im 
Folgenden sollen die Grundgesetze der einfachen Maschinen aus dem 
Principe der Erhaltung der Energie entwickelt werden^). 

Der Hebel. (Ärchimedes 220 v. Chr.) Der Hebel ist eine 




1) Siehe Reis Lehrbuch der Phjreik und andere Werke der theoretischen 
" , ferner meine Schrift aber dae Eaergieprincip in der Dyniunik. 1881. 
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unbiegsame Stange, welche um eine fixe Achse drehbar ist und an 
der mindestens zwei Kräfte wirken. Wir betrachten den einfachsten 
Fall des Hebels: an einer gewichtslosen Linie (mathematischen Hebel) 
sei eine Last durch eine Kraft zu heben oder in Ruhe zu halten. 
Zur Ableitung der Relation zwischen Kraft P und Last Q dienen ims 
gleichzeitig Fig. 23 und 24-, die erstere zeigt die Drehungsachse C 
zwischen beiden wirkenden Kräften und stellt einen zweiarmigen 
Hebel vor; die letztere enthält beide Kräfte auf derselben Seite der 
Drehungsachse und heisst einarmiger Hebel. Wir ertheilen den 




Fig. 24. 
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Systemen eine kleine Drehung <p um die Achse C; ist dabei die alge- 
braische Summe der von den Kräften geleisteten Arbeiten Null, so 
gewinnt kein System Energie und die Kräfte halten einander das 
Gleichgewicht. Sind diesfalls die von C auf die Kraftrichtungen ge- 
fällten Perpendikel, beziehungsweise Kraft- und Lastarm genannt, 
p und g, so hat man 

P • p ' q) — Q ' q ' <p = 
oder 

P:Q = q:p. 

Es gilt also ganz allgemein das Gesetz: Am Hebel herrscht Gleich- 
gewicht, wenn Kraft und Last sich umgekehrt verhalten wie die 
beiden Hebelarme. 

Mit Bezug auf das Intensitätsgesetz von Helm lassen sich 
die Arbeiten von Kraft und Last in die Intensitätsfactoren 
(Wirkungsgrade) Pp und Qq und in den gemeinschaftlichen Ex- 
tensitätsfactor (Wirkungsraum) (p zerlegen. Die ersteren stellen 
die Drehungsmomente oder auch Kräfte in der Entfernung Eins vom 
Drehungspunkte dar; ihre Gleichheit bedingt Gleichgewicht^). 

Anwendungen findet der Hebel als Zange, Scheere, Schubkarren, 
Hebbaum, Brechstange, Schreib- und Zeichenwerkzeuge, Thürklinken, 
Klingelhaken, als Leit-, Brems- und Bewegungshebel an Maschinen etc. 
Die willkürlich zu brauchenden Gliedmassen der Menschen und Thiere 
zur Bewegung sind meist einarmige Hebel. Die Hebel selbst werden 



1) Siehe meine Abhdlg.: Zur Übereinstimmung der pbys. Arbeitsgesetze. 
Realschlztsch. Wien. 1892. 




I. Bewegung tler Teiten Körper 



109 



i 



den Knochen gebildet, die in den kugel- oder wal»eutormigen 
Gelenken ihre Stützpunkte finden; die Kraft ist als potentielle Energie 
in den Bewegiingselementen der gestreiften Muskelfasern aufgespeichert. 
Das Ende eines Muskels, von Sehnen gebildet, ist meist in der Nähe 
des Gelenkes an den Knodien festge wachsen, so dass die Muskelkraft 
stets grösser als die au bewältigende Lust ist. der We^ dafür aber 

gering zu sein braucht. Je nach dem Zwecke, dem die Muskeln 
dienen, heissen sie Strecker, Beuger, KrCimmer ete. 

'2. Die Decimalwage. Der Hebel findet sowohl als gleich- 
armiger wie als ungleichanniger Hebel weitere Anwendung zu Wagen : 
Apotheker wage, Krämerwage, römische Schnellwage, Zeigerwage. Die 
Decimalwage ist eine Zusammenstellung von mehreren Hebeln, und 
för diese wollen wir die 

Gleichgewichtsbedingun- , " *" 

gen ableiten. Dieselbe be- 
steht aus dem Schwanen 
halse AD, einem zwei 
armigen Hebel, nn dessen 
einem Arme die Kraft F 
wirkt und dessen anderer 
Arm durch zwei Zug- 
stanf^n in Verbindung 
steht mit der Brücke EG 
and der Gabel FH, einem 

l$inarmigen Hebel. Die Brücke dient znr Aufnahme der Lost Q. 
den Gleichgewichtszustand des Systemes muss die algebraische Summe 
iler Arbeiten bei einer geringen Verschiebung Null sein. Die Ver- 
schiebung werde hervorgerufen durch die Drehung des Schwanen- 
halses um den ausserordentlich kleinen Winkel tp; die Wege in der 
Kchtung der Kraft und der Zugstangen fallen dann mit den ent- 
iiprechendeu Kreisbögen zusammen. Die Arbeit der Kraft P ist also 
P ■ AA' = P ■ AC • <p. Für die Last Q setzen wir zwei Componenten 
IxQtj ^^ respective in E und G angreifen; die Arbeiten der Com- 
ponenten sind zusammengenommen gleich der Arbeit der Lust. Der 
Weg des Angriffspunktes der Kraft g^ ist BB' =^ BC-ip. Der Weg 
'~^K' der Kraft q^ ergibt sich leicht aus der Bedingung, tl&ss 
*J" _= BD' =CDq> nnd dass 

FH:KH=FF':KK'; 
wnns wird 

KH „ „, KH , 
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lad für das Gleichgewicht muss nun 



BC,f + 3,§^CDf. 
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Hierin q^ = Q — q^ subst. gibt 

Soll die Wirkung der Wage von der Lage der Last Q unabhängig 
sein, so muss das Glied mit q^ verschwinden^); also muss 

KH _ BC 
FE ~ CD ' 
darnach wird 

PAC=QBC. 

Bei der Decimalwage ist nun AC = lOBC, so dass P= y^^^^ 
wird; d. h. die der Last das Gleichgewicht haltenden Gewichte be- 
tragen Yio der Last. 

Eine ähnliche Einrichtung hat auch die als Brückenwt^e oder 
Mauthwage angewandte Centesimal wage; bei derselben ist -4.(7=100 »J^C 

3. Die Rolle. Sie ist eine feste kreisförmige Scheibe, die um 
die Mittelpunktsachse drehbar ist. Man unterscheidet fixe und beweg- 
liche Rollen, je nachdem die Achse in festen Lagern liegt, oder eine 
fortschreitende Bewegung machen kann. 

a) Die feste Rolle ^). Kraft P und Last Q wirken an einem 
Seile, das von einer Rinne am Umfange der Rolle aufgenommen wird. 

Als Gleichgewichtsbedingung der Kräfte bei der festen Rolle 
folgt aus dem Arbeitswerte P - R - q) — Q - R - <p = die Gleichung 

d. h. Kraft und Last müssen einander gleich sein. Dass diese Be- 
dingung richtig ist, erkennen wir sofort aus der Figur, wenn wir die 
Rolle als gleicharmigen Hebel auffassen. 

Kraft und Last sind hier unmittelbar die Wirkungsgrade der 
Energie; die Wirkungsräume sind die gleichen Längen Rip, 

b) Die bewegliche Rolle. Es soll die Gleichgewichtsbedingung 
abgeleitet werden. 

Die Rolle liegt in einem Seile; ein Ende F dieses Seiles ist be- 
festigt, am andern Ende wirkt die Kraft P; die Last Q greift in der 
Scheere oder dem Kloben an, in welchem die Achse der Rolle liegt. 
Im Gleichgewichtszustande des Systemes muss die bei einer kleinen 
Verschiebung von der Kraft geleistete Arbeit vollständig zur Hebung 
der Last verbraucht werden. Die Verschiebung, welche wir durch 
die geringe Bewegung in der Kraftrichtung P (Fig. 26) vornehmen, 
entspricht einer kleinen Drehung der Rolle von 9® um den Punkt 0. 
Die Wege der Kräfte P und Q sind dann respective CD • 9 und 



1) Vgl. Dr. K. Zahradnicek in d. Zeitsch. f. d. phys. u. ehem. Unt. 1894. 
S. 290. 

2) Das Bewegungsgesetz siehe in § 25, Aufg. 4. 
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CE • 9, wenn CD und CE die von C auf die Kraftrichtungen ge- 
fällten Normalen sind. Daher wird die Gleichgewichtsbedingung 

P'CD'q) = Q'CE(p 



oder 



P:Q=CE:CD', 



Fig. 2G. 




n 
Q 



die Richtigkeit dieser Bedingungsgleichung ergibt sich direct aus der 
Figur, wenn man die bewegliche Rolle als einen einarmigen Hebel 
mit dem Stützpunkte in C auf- 
fasst. Das Verhältnis der Kraft- 
arme Ülsst sich zweckmässiger aus- 
drücken wie folgt. Nach der Figur 
ist ^ II CD und somit 

^ACD = CAO = a, 

also auch 

CE = AE=AO(iOBa 
und 

C7) = ^Ccosa; 

durch Division folgt 

CE:CD = AO:AC 

und darnach die Gleichgewichts 
bedingung 

P:Q = AO:AC, 

d h. an der beweglichen Rolle herrscht Gleichgewicht, wenn sich 
Kraft zur Last wie der Radius der Rolle zu der von der Schnur 
umspannten Sehne verhält. 

Das Verhältnis der Kräfte in Bezug auf Krafterspamis gestaltet 
sieh am günstigsten, wenn AC ein Durchmesser der Rolle wird; die 
beiden Schnurtheile laufen dann parallel und es wird 

Anwendung findet die bewegliche Rolle zum Lastentransport, 
sowohl als solche, wie auch in Rollenverbindungen: dem gewöhnlichen 
Flaschenzug, dem Potenzflaschenzug und dem Differentialflaschenzug. 

4. Das Wellrad. Dasselbe besteht aus einer cylindrischen 
Walze, der Welle, und einer damit fest verbundenen Kreisscheibe, dem 
Rade; das Rad kann durch eine oder mehrere Stangen, Kurbel und 
Speichen genannt, vertreten sein. Am Umfange des Rades Fig. 27 
wirkt die Kraft P, am Umfange der Welle die Last Q, Bei einer 
Drehung des Systemes im Gleichgewichtszustande werden die Wege 
der Kräfte beziehungsweise an die Umfange der Kreise auf- und ab- 
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Fig. 27. 




gewickelt; ist der Drehnngswinkel 9, so erhalten wir sofort als 
Gleichgewichtsbedingungen 

{PR'q) — Q'r(p) = 0, 

d. h. es herrscht Gleichgewicht, wenn sich Kraft zur Last verhält, 
wie der Radius der Welle zum Radius des Rades. Auch dieses Gesetz 
hätte sich als Hebelgesetz direct aus der Figur 
lesen lassen. 

Ähnlich wie beim Hebel sind auch hier 
die Drehungsmomente der Kräfte die Wir- 
kungsgrade und der gemeinschaftliche Dreh- 
ungswinkel der Wirkungsraum der Energien. 

Anwendungen findet das Wellrad als 
Scjilüssel, als Haspel, Winde und Tummel- 
baum zum Heben von Lasten, ebenso beim 
Krahn; femer zur Übertragung und Regu- 
lierung von Bewegungen als Kurbel, Riemen-, 
Seil- und Kettenscheibe, als Zahnrad, konisches 
Rad und Kammrad etc. 

5. Die schiefe Ebene. Schiefe Ebene nennen wir eine gegen 
den Horizont geneigte feste Ebene. (Vgl. § 5 und 6.) Auf derselben 
liege eine Last Q Fig. 28; der Last soll mit Rücksicht auf die Reibung 
von irgend einer Kraft P das Gleichgewicht gehalten werden. Die 
Kraftrichtung P schliesse mit der Länge l der schiefen Ebene den 
Winkel ß ein, und der Elevations- 
winkel der schiefen Ebene sei a. 
Bei Verschiebung der Last um die 
Strecke s ist die von der Kraft ge- 
leistete Arbeit 

P • 5 • cos (Ps) = P • 5 • cos /3; 

die von der Last Q und durch die 

Reibung jB consumierten Arbeiten 

sind beziehungsweise Q - s • cos {Qs) = Q - s - sin a und R • S] die 

Reibung selbst ist dem Drucke auf der schiefen Ebene proportional, 

also wenn der Reibungscoefficient q ist, 

R = q{Q • cos a — P • sin /3) , 

oder nach Einführung des Reibungswinkels 9 

iJ = tg 9 • (ö cos a — P • sin /3) . 

Soll durch die Arbeiten keine Bewegung veranlasst werden, so 
muss die algebraische Summe derselben gleich Null sein: 



Fig. 28. 
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P • « • COS ß — Q ' s - sina — (Q cos a — P sin ß) - s - ig tp = 

oder 

P(co8 ß -{- sin ß ig (p) = Q (sin a + cos cc tg 9) . 

Nach leichter Umformung wird 

p= O' " "^ (" + y ) . 

Darnach wird die Construction behufs Lastentransport am günstigsten 
sein, wenn -^ ß möglichst nahe gleich dem Ueibungswinkel (p, und 
die Neigung der schiefen Ebene möglichst gering sind. 

Die Wirkungsgrade der Energien sind P«cos(/5 — 9)/ cos qp 
und ^sin (a + 9)/cos 9; der gemeinschaftliche Wirkungsraum ist 
der Weg 8. 

In praktischen Fällen, wie bei Lastentransporten auf Bergstrassen, 
Schrottleitem, Auffahrten und Rampen ist /3 = 0, indem die Kraft 
parallel mit der Länge der schiefen Ebene wirkt; lässt man diesfalls 
die Reibung unberücksichtigt, nimmt als 9 = 0, so wird 

P=Qsma = Q^ 

oder 

P:Q = h:l, d, h.: 

Wirkt die Kraft zur Länge der Ebene parallel, so herrscht 
Gleichgewicht, wenn die Kraft sich zur Last verhält wie die Höhe 
2ur länge der schiefen Ebene. 

In andern Fällen wird auch /3 = «, die Kraft wirkt parallel zur 
Basis der schiefen Ebene; dann gilt bei Vernachlässigung der Reibung 

P=Q'tga = Q^^ 

oder 

P:Q = h:b^ d. h.: 

Im Gleichgewichtszustande verhält sich Kraft zur Last wie Höhe 
snr Basis. Anwendung findet dieses Gesetz bei der Schraube. 

Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung enthält auch den Fall 
des Lastentransportes auf horizontaler Ebene; diesfalls ist a = und 
ß^O und es muss sein 

P=Qig<P, 

d. h. die Kraft hat in diesem Falle lediglich die Reibung zu bewältigen. 
Die Bewegung einer rollenden Kugel (eines Cjlinders) behandelt 
Aufg. 6 im § 25. 

6. Der Keil. Ein Keil ist ein dreiseitiger prismatischer Körper, 
der einen besonders spitzigen Kantenwinkel besitzt. Diesem Kanten- 
winkel gegenüber liegt der Rücken des Keiles; die den Winkel bil- 
denden Flächen heissen Seiten. Der Keil dient dazu, um gegen- 
einander wirkende Knifte als Lasten oder Widerstände zu bewältigen. 

Januichke, £rh»Uung iler Kncrgie. H 
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Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingung sei in Fig. 29 P die gegen 
den Rücken wirkende Kraft und Q, Q die gegen die Seiten drückenden 
Widerstände. Treibt man den Keil um das Höhenelement dh = HD 
zwischen die Lasten ein, so ist die Arbeit 
der Kraft P • dh positiv und die Arbeiten 
der Q nämlich Q-KD negativ; die Summe 
aller Arbeiten muss Null sein, also auch 

F HD = 2QKD 

oder, da 

auch 

F:Q=AB:AC, d. h.: 

Beim Keile findet Gleichgewicht statt, 
wenn sich die Kraft zur Last verhält, wie 
der Rücken zur Seite des Keiles. 

Anwendung findet der Keil zu Schneidewerkzeugen als Messer, 
Scheere, Nadel, Meissel, Beil etc. 

7. Die Schraube. Eine Linie auf einem Cylindermantel, welche 
in allen Elementen gegen die Erzeugenden gleich geneigt iet, heisst 
Schraubenlinie. Die Entfernung zweier auf einander folgender Schnitt- 
punkte einer Erzeugenden und der Schraubenlinie heisst Ganghöhe. 
Ein Schraubengewinde können wir uns entstanden denken durch Auf- 
wickelung eines vierseitig oder dreiseitig prismatischen Stabes längs 
der Schraubenlinie; der Cylinder mit dem Gewinde heisst dann Schrau- 
benspindel mit flachem, respective scharfem Gewinde. Die Schrauben- 
spindel passt genau in die Schraubenmutter. Spindel und Mutter 
bilden den Schraubensatz. Die Schraube dient dazu, um Körper zu 
heben, einen Druck oder Zug auszuüben etc. Wir denken uns behufs 
Ableitung der Gleichgewichtsbedingung an der eben charakterisierten 
cylindrischen Schraube die Schraubenmutter fest und an der Spindel 
ein Gewicht Q als Last und am Umfange derselben die Braft P wirken. 
Ist die Ganghöhe h und der Radius des Spindelumfanges r, so ergibt 
sich für eine Umdrehung der Spindel die Arbeit der Kraft P • 2r% und 
die von der Last consumierte Arbeit Q 'h\ fürs Gleichgewicht erfolgt 
kein Energiezuwachs und es müssen die beiden Arbeiten gleich gross 

sein: also 

P'2rn = Q'h 

oder 

P:Q = h:2rn, d. h.: 

Bei der Schraube herrscht Gleichgewicht, wenn sich Kraft zur 
Last verhält wie die Ganghöhe zum Umfange der Schraubenspindel. 

In der hier gedachten Form functioniert die Schraube als eine 
schiefe Ebene, das Gleichgewichtsgesetz entspricht auch der Gleich- 
gewichtsbedingung auf der schiefen Ebene, wenn die Kraft parallel 
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^r Bahn genommen wji-d. Je nach der Bewegung der Spindel wird 
die Last als Zug oder Dnick auftreten. Denkt mnn sich die S^iiiidel 
feet nnd die Schranbeamiitter bewegt, so gilt das obige Gesetz Mr 
diese. 

Die Schraube fludet Anwendung als Schraubengewinde zu Pressen 
und zur Befestigung von Muscbinentheilen, zu Bohrern, Korkziehern, 
sU Schitfsschraube, Mikrometerschraube et<.^. 

Anfg, 1. Bei einer utiricfaUgen Wage wird dadurch Qleichgewicht 
hergestellt, dass man in eine Wagschale das unbekannte Gewicht x eines 
Körpers und in die andere das bekannte Gewicht P^ 544994 g legt; 
nach einer Verwechselung beider Körper musa lu P noch das Gewicht 
_ 0'0t2 g hinzugelegt werden, um wieder Gleichgewicht herzustellen. 
"Wie gross ist .r? Wagungsmethode nach Gauss. — 



(.r = /P(P + ,,)- 



(2P-f-)^) = 545 g.) 



^ Btna Wage hat die Wagehalkenarmo I; ihr Gewloht Q greift im Schwer- 
pnnkt an, der sich l LSngeneinbeiten unterhalb der Drehuagsachse befindet. 
Zu der beiderseitigen Belastung P wird auf einer Seite noch das Ober- 
gewicht p hinzugegeben; wie gross ist der Ausschlags winkel und wodurch 
kann derselbe vergrössert werden? — (Wenn die Drehungsaelise in der 
Hitte des Wagebalkens liegt, so ist tg a ^ j) • 1/(^1. Wenn die vom 
Drehungsmittel punkte zu den Angriflspunkten der Kräfte P gezogeneu 
Geraden l mit dem Wagebalken die <C ß bilden, so ist 

tg«— ,,.l~mß/[r2 P + f)l Sit, ß + Vi]. 
Bedingungen der Emphudliehkeit, ) 3. Bei einer gemeinen Wage betrage 
die Länge jedes der beiden Arme ' = 40 cm, der Abstand des Schwer- 
punktes vom Unterstützungspunkte i/ = 2 cm, das Gewicht des Waga- 
halkens und der Ijeiden Schalen zusammen Q ^ 250 g. Welches Über- 
gewicht muss man in die eine Schale legen, um einen Ausschlag a ^ i" 
za bewirken? — (j» = 0-2182 g.) 4. .Das laufende Meter eines gleioh- 
fCrmigen Stammes wiegt n = 2 kg. Der Stamm wird durch ein an einem 
Ende angehängtes Gewicht von »i = 24 kg bei einem Untorstüt/iings- 



punkte, welcher 
gewichte gehalte: 
Widerstand set^t 
eines 
lang ist, 



Kuss 



ideren lilnde entfernt ist, 
i'ie lang ist der Stamm? — (H m.) 5. Welchen 
Nuss dem Zerdrücken entgegen, wenn jeder Schenkel 
[igen Hebeln bestehenden Nussknackers r'j ^=i 14 cm 
cm vor dem Gelenk liegt und an jedem 
Schenkel' eine Kraft j. = 9 kg wirkt? — (lOO'S kg.) 6. Ein Mann schiebt 
eine Stange von 2 m Länge unter einen Stein und statzt sie in einem 
Abstände von 20 cm von der Steinmitte; welche Last kann er heben, 
wenn er einen Druck von 60 kg ausüben kann? — (540 kg.) 7, Die 
Erde wiegt ungeßhr 6 Quadrill. kg; wenn Archimedes seinen festen Punkt 
auf dem Monde (5Iti00 Ml.) hätte und von der Sonne (20 Mill. Ml.) au» 
die Erde mit einem Hebet aus ihren Angeln zu heben versuchen wollte, 
welche Kraft müsste er aufwenden? — (15 600 Trill. kg.) 8. Der zwei- 
ftrmige Hebel eines Ziehbrunnens sei durch die Acli^e iin Verhältnisse 1 :4 



^d^ 



116 



I. Bewegung der festen Körper. 



[«»0. 



getheilt und für sich im Gleichgewichte.. In welcher St&rke Q übertr&gt 
sich ein auf den längeren Arm ausgeübter verticaler Zug P == 15 kg auf 
die am anderen Ende befestigte Stange des Saugkolbens? — (Q = 60 kg.) 
9. In einem Dampfkessel soll der Dampfdruck bis zu 9 Atmosphären 
anwachsen. Das Sicherheitsventil wirkt an einem 4 cm langen Hebelarm 
und hat einen Querschnitt von 7 cm^, das Gewicht des Hebels beträgt 
1*2 kg und der Schwerpunkt desselben ist vom Drehpunkte 29 cm ent- 
fernt; wo ist dieser Hebel durch ein Gewicht von 6 kg zu belasten, damit 
das Ventil bei zu starkem Druck sich öffnet? Der Druck einer Atmo- 
sphäre = 103 kg auf 1 cm^. — (37*46 cm.) 10. Wie viel vermag ein 
Mann mittelst einer beweglichen Bolle, an der das Seil in parallelen Bich- 
tungen zu- und abläuft, zu heben, wenn er ohne Maschine einen Zug von 
90 kg auszuüben imstande ist? — (180 kg.) U. Welche Seilspannung P 
ist erforderlich, um eine an der Achse mit 100 kg belastete bewegliche 
Bolle im Gleichgewichte zu erhalten, wenn diese mit dem sechsten Theile 
der Peripherie auf dem Seile ruht? — (P= 100 kg.) 12. Ein Haspel, 
dessen Welle im Durchmesser 2 dm misst, habe am Seile 124 kg zu 
tragen; welcher Druck gegen die 4 dm lange Kurbel hält dieser Last 
Gleichgewicht? — (31 kg.) 13. Ein Pferd drehe einen Göpel, indem es 
in einer Kreisbahn von 18 m Länge herumgeht und fortwährend einen 
Zug von 80 kg ausübt. Man ermittle die Spannung Q, welche das Seil, 
das sich dabei auf die Welle von 75 cm Umfang aufwickelt, erfahrt. — 
(1920 kg.) 14. Mittelst eines Wellrades werde in einem Behälter vom 
Gewichte q eine Last Q um die Höhe h = (h^ — Äq) gehoben; beispiels- 
weise wäre beim Wasserschöpfen q das Gewicht des Eimers, Q das zu 
hebende Wassergewicht, Hq die Tiefe des Brunnens und h die Hubhöhe. 
Am oberen Ende des Weges werde der Behälter entleert, dann um die 
Höhe h gesenkt, um wieder mit einer Last Q gefüllt und gehoben zu 
werden. Wie gross ist die geleistete Arbeit nach einer Hebung und 
Senkung, und wie lässt sich dieselbe bildlich darstellen? — Kreisprocess. 



Fig. 30. 



Fig. 81. 
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(Wenn man die Gewichte als Ordinaten und die Wege als Abscissen auf- 
trägt, so ist nach Fig. 30 die Arbeit der Hebung 

W^= {Q + q)h = Fl. ABEF, 

und die Arbeit bei der Senkung W^ = qh = Fl. CDEF. Die geleistete 
nutzbare Arbeit ist demnach JW = Q -h ==WABCB ) 15. Welche 
Änderung erfährt das Bild für die Arbeit, wenn berücksichtigt wird, dass 
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die Last Q bei der Füllung etwa durch Neigung des Behiilters allmahlig 
anwuchst und dabei der Schwerpunkt steigt, und dass bei der Entleerung 

Q allmahlig abnimmt und der Schwerpunkt fSUt? (Siehe Fig. 31.) 
18. Wie gross ist das Güteverhült nis oder der Ökonomisclie Coefficiont 
der Maschine, d. i. das Verhältnis der Nützarbeit zu der überhaupt auf- 
gewandten Arbeit? — (a = JW/W, = Q/{Q -f q).) 17. Aus dem Güte- 
Terhältnis der Maschine in der Form ( IP, — >t^j)/lV, = (<?i - Qi)/<3, 
ist das VerhBltnia jeder Arbeit W zur zugehörigen Intensität Q la be- 
stimmen; zu zeigen, dass dieses Verhältnis unabhängig ist von dem Stoffe 
deT Hascbine, und dass beim Kreisprocess die algebraische Summe der 
betreffenden Verhältniszahlen gleich Null ist. — (Zunllchst folgt 

WjQi = n'j/Qj =A, 

d. i. die Eitensitüt oder der Wirkungsraum; femer ist beim Kreisprocess 
die algebraische Summe der Höhen gleich Null.) 16. Zwei Pferde ziehen 
einen 28 ZoUcentner schweren Wagen auf einer Strasse mit der Steigung 
1 ; 70 bergan; welche Componente der Schwerkraft haben sie zu über- 
winden? — (20 kg.) 18. Eine Wagenbremse wei-do durch eine Schraube 
angezogen, deren Gewindhöhe 12 mm und deren Schlössel (Kurbel) 3 dm 
misst; welchen Zug übt die Schraube auf die Bremse aus, wenn der 
Schlüssel mit einer Kraft von 10 kg (abzüglich des auf die Reibung ent- 
fallenden Antheiles) angedreht wird? — (1571 kg.) 20. Durch den mach- 
tigen einarmigen Hebel einer Weinprosse gehe nahe dem freien Ende eine 
enteprechend starke Schraube nspindel vertical hindurch, die sammt der 
imten angebrachten Belastung 400 kg wiegt. Wie hoch müssen die 
Scbranbengange sein, damit ein horizontaler Druck von G kg gegen den 
1 in langen Schlüssel genüge, um die Spindel ohne Mitwirkung der Rei- 
bung im Gleichgewichte zu erhalten? — (94 mm.) ai. Ein Beil, dessen 
. Scharfe 20* beträgt, treffe mit einer lebendigen Kraft von 10 kgm einen 
f Pfahl, in den es 4 cm tief eindringt; wie gross war im Mittel der hiebei 
auf die Seitenflllcben des Beiles ausgeübte Druck I?? — (719'846 kg.) 
. Lastwelle und Getriebe eines Räderwerkes haben beziehungsweise 8, 
10 und G cm, die drei zugehörigen Efider aber 40, 30 und 36 cm im 
Darchmesser; welche Kraft muss am Umfange des letztbezeichneten Rades 
angreifen, um einer Last von 45 kg Gleichgewicht zu halten? — (0'5 kg.) 
38. Bei einem (archimedischen) Potenzflasche nzuge seien ausser der öxen 
4 (») bewegliche Rollen vorhanden, deren letzte 192 kg {Q) zu tragen hat. 
Mail bestimme a) unter Vernachlässigung des Gewichtes der Rollen, b) unter 
. der Voraussetzung, dass jede Rolle l'G kg {</) wiegt, welche am freien 
f Seilende wirkende Kraft P das Gleichgewicht zu erhalten vermag. 
' (&) P = 12 iV/a"); b) P = 13-5 kg [(§ — q)/2- + ff] .) ^ 24. Ein 
Flaschenzug bestehe aus einem fixen und einem beweglichen Kloben mit 
je 3(») Rollen, über die in der bekannten Weise ein dreimal zwischen 
den Kloben hin und her geführtes Seil läuft, das am unteren Ende des 
fixen Klobens befestigt ist. Man bestimme die Spannung P des Seiles, welche 
^L-SJIthig ist, um einer 72 kg (Q) betragenden Belastung des beweglichen 
^V^Xlobens Gleichgewicht zu halten, a) wenn das Gewicht des Klobens ver- 
^^^ftohlllssigt wird, b) wenn dieser 1*8 kg (7) wiegt. — (Wenn das Beil von 
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der Kraft P um die Strecke l bewegt wird, so ist die Hubhöhe der Last 
Q gleich l/2ti^ weil sich die Verschiebung auf alle Theile des Seiles 
gleichmässig vertheilt, und daher ist 

a) P=12kg((?/2w), b) P= 12-3kg((§ + 5)/2w).) 

25. Der Differentialflaschen zug besteht aus einem Wellrade und einer be- 
weglichen Bolle, die so verbunden sind, dass das Seil von der Welle um 
die bewegliche Bolle und dann um das Bad läuft; an dem vom' Bade 
abgehenden Theile des Seiles wirkt die Kraft P, an der beweglichen Bolle 
hängt die Last 96 kg (Q). Die Halbmesser von Welle und Bad seien 
beziehungsweise 6 cm (r) und 10 cm {R). Es ist die Gleichgewichts- 
bedingung und daraus P mittelst des Arbeitsgesetzes zu ermitteln. — 
(Bei einer halben Umdrehung des Wellrades ist die Arbeit der Kraft 

F ' B% und die Hubhöhe der Last ^ (P« — rn)\ die Gleichung für die 
Arbeitswerte ist P - Bn = -^ Q(It — r)7r; daraus folgt 

P=^Q(ll — r)/2Jl = 19-2 kg.) 

[Die Aufg. 3—5 sind von Budde, 6 und 7 von Beis, 8, 10—13, 18—24 
von Daurer und 9 von Müller-Erzbach.] 

§ 31. Stoss unelastischer Körper. Zu den Erscheinungen , die 
durch das Vorhandensein mehrerer Massen bedingt sind, gehört der 
Stosa zweier Körper. Derselbe kommt zustande, wenn ein Körper 
infolge seines Bewegungszustandes auf einen anderen, mit dem er zu- 
sammentrifft, einwirkt. Die erste ausführliche Behandlung der Stoss- 
gesetze wurde im Jahre 1668 durch die königliche Oesellschafb in 
London angeregt. Drei hervorragende Physiker entsprachen dem 
Wunsche der Gesellschaft, nämlich Wallis, Wren und Huygens; die- 
selben legten Arbeiten vor, welche die Stossgesetze ohne Ableitung 
enthielten. Wallis behandelte nur den Stoss unelastischer, Wren 
und Huygens nur den Stoss elastischer Körper. Die von Wren 
aus diesem Anlasse angestellten Versuche sind von grosser historischer 
Bedeutung, weil sich Newton bei Aufstellung seiner Principien auf 
dieselben bezieht^). 

Wir betrachten zuerst den Stoss unelastischer Körper. Zwei 
Körper, deren Massen M und m seien, mögen sich mit den (Je- 
schwindigkeiten V und v in derselben Richtung bewegen und zusam- 
mentreffen; die Bewegungsrichtung falle mit der Stossrichtung, 
d. i. mit der Normalen des Berührungselementes beider Körper, zu- 
sammen — der Stoss sei gerade — , und die gemeinschaftliche Rich- 
tung gehe durch den Schwerpunkt des gestossenen Körpers, d. h. 
der Stoss sei central. 

Der Versuch zeigt nun, dass die zusammenstossenden Körper 

1) E. Mach: Die Mech. iu ihrer Entwickig. S. 282. 
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solange auf einander einwirken, bis aie eine gemeinschaftliche Ge- 
schwindigkeit C erreicht haben, dasa sie sich gegenseitig abplatten 
und ihre Deformation beibehalten. Da zur Gestalt Veränderung eine 
Arbeit erforderlich ist, so steht im vorhinein zu erwarten, daas ein 
Verlast an lebendiger Kraft der fortschreitenden Bewegung stattfindet. 
Das Energiepriiicip wird daher nicht ohne weiteres zu verwenden sein. 
Wir können nun zu dem Stossgesetze auf mehrfache Weise ge- 
langen*). Am schnellsten führt die Bestimmung des Druckes, welchen 
ein Körper auf den anderen ausübt, zum Resultate. Nach Newton's 
drittem Beweguugsgesetze erscheint der Dnick, den ein Körper ansiibt, 
als Äction, und der Druck, den der andere Körper erleidet, als 
Reaction. Es ist aber derselbe Dnick, der, ebenso wie ein Gegen- 
stand gleichzeitig für den Kauftnann als verkauft und für die Kunde 
als eingeliauft gilt, für jeden Körper eine andere Bedeutung hat. Die 
Gleichheit von Action und Reaction führt unter der Voraussetzung, 
dass die sehr kleine Zeit der Stosswirkiuig t sei, nach dem Newton- 
schen Kraftmasse zu der Gleichung 

jj^ y-c ^ — j,; " — ^ 

Nach Mach (a. a. 0. Ö. 2ü2 tf.) ist dieses Gegenwirkungsprincip auch 
im Massen begriff enthalten, wenn die Massen mit den Be- 
schleunigungen, die sie durch ihre gegenseitige Einwirkung er- 
zeugen, gemessen werden. Nach dieser Begriifserklarung besteht die 
Proportion 

M:m^(C-r):(y-Ci, 

die mit der vorhergehenden Gleichung Übereinstimmt. 
Nun folgt leicht 

M- V+ m-v = iM-i-m)-C, 
d. h. die Summe der Bewegungsgrössen beider Körper vor dem Stosse 
ist gleich den Bewegungsgrössen nach dem Stosse. Und für die ge- 
meinschaftliche Geschwindigkeit nach dem Stosse erhält mau den 
gesuchten Wert 



C'- 



M-V+m 



Vom Standpunkte des Energieprincipes gilt folgeude Betrachtung: 
Wir fassen beide Körper als Bestandtheüe eines Massensystemes auf, 
dann ist der Stoss nur eine Wirkung innerer Kräfte, und das ganze 
System beziehungsweise der Massenmittelpunkt desselben, erfährt 
keine Änderung seines Bewegungszuatandes. Es muss somit C bereits 
die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes vor dem Stosse sein. 



1) Vgl. auch meine Schrift über d. Eng.-Priucip i. J. Djn. S. 63— CO und 
die Abhdig. in d. Rlscblztach. Wien. 189S. B. 622. 
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und als solche lässt sich dieselbe leicht bestimmen. Die gesammte 
lebendige Kraft des Systems besteht nach dieser Auffassung aus der 
lebendigen Kraft der relativen Theilbewegungen zum Schwerpunkte, 

nämlich aus —M(V — C)* + ^»»(t; — Cy und aus der lebendigen 

Kraft der fortschreitenden Bewegung des Systems y(-^+ ''*)C^*- 
Andererseits setzt sich die ganze lebendige Kj-aft zusammen aus 
— Jbf • F* und — w • v* ; daher besteht die Gleichung 

-ijlf(F-C')« + |m(«-C')*+|(Jlf+»»)C* = ljlf.7«+|m.i;«, 

woraus bald der obige Satz für die Erhaltung der Bewegungsgrössen 
und der Wert für die Geschwindigkeit C folgen. 

Die beim Stosse geleisteten Arbeiten führen unter der Be- 
dingung, dass das Maximum der Arbeit geleistet wird (Princip von 
Ostwald), zum Heimischen Intensitätsgesetze, aus dem sich 
wieder die fraglichen Stossgesetze ohne weiteres ergeben. Es ist 
nämlich die Arbeit eines Körpers das Product aus der Kraft M(V — C)/t 

in den (mit der mittleren Geschwindigkeit berechneten) Weg y ( F+ C) • r, 

also gleich der Änderung der lebendigen Kraft ^ Jf (F* — (7*). Somit 
sind die Arbeiten beider Körper beziehlich 

TFi = yJbr(F2 — C«) und Tr2 = yw(t;2— C^). 

Die Änderung der Gesammtarbeit bei einer Änderung jeder Geschwin- 
digkeit um ^v ist 

^W= [M(r— C) + m{v — G)] . z/v. 

Die Bedingung fürs Arbeitsmaximum fordert das Verschwinden des 
eckigen Klammerausdruckes und damit das Gesetz für die Erhaltung 
der Bewegungsgrössen. 

Im Sinne des Heimischen Gesetzes sind M(V — C) und m(v — C) 
die Wirkungsgrade und Jv der Wirkungsraum der Energie. 
Die Summe der Wirkungsgrade gibt die resultierende Kraft, die im 
Gleichgewichtszustande verschwindet. Die Gleichheit der Wir- 
kungsgrade ist also wieder die Bedingung für das hergestellte 
Gleichgewicht. Das Heimische Intensitätsgesetz bringt hier augen- 
scheinlich das Newton'sche Gegenwirkungsprincip zum Ausdrucke. 

Aufg. 1. Wie gross ist die resultierende Geschwindigkeit C beim 
Stosse eines unelastischen Körpers gegen eine feste Wand? — (m = cx>, 
v = 0, daher wird (7 = 0; d.h.?) 2. Wie gross ist C, wenn beide 

Körpermassen M und m einander gleich sind? — (C = ~(K+ v).) 
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5. In welcher Weise erfolgt die Einwirkung zweier unelastiacher Kugeln 
beim schiefen Stofls, bei welchem die Bewegnngsrichtiing mit der Stoas- 
richtung nicht zusammen füllt V — (Es tragen nur jene Componenten der 
GhscU windigkeit zum Stosso bei, welche in die StoBsrichtung fallen; die- 
selben werden durch den iiitoBS gelindert und setzen sieb dann wieder mit 
den unTeränderten, zu ihnen normalen Componenten zusammen.) 4. Wie 
gross ist der Verlust an lebendiger Kraft beim Stosse zweier unelastischer 
Karper? Welches ist das Äquivalent dieses Verlustes? 

6. Wie gross wäre der Verlust an lebendiger Kraft der fortschreitenden 
Bewegung, wenn Erde und Mond iu entgegengesetzter Richtung zusammen- 
stossen würden? Geschwindigkeit der Erde sei 41 Meil. ä 7420 m, die 
des Mondes 014 Meil, die Erdmasse 6 Quadrül. kg schwer, die Moad- 
masse 1/81 der Erdmasse. — fSGlS'lO"* kgni gegenüber der lebendigen 
Kraft der Erde von ^TTG-IÜ** kgm.) 6. Robinson's ballistisches Pendel 
besteht aus einem mit Eisen zusamniengefa alten en Holzhlock, der auf 
einem Seile aufgehängt ist. Mit Hilfe eines solchen Pendels soll die Ge- 
schwindigkeit V einer Flintcnkugel, die gegen den Schworpunkt des Blockes 
geschossen wird, bestimmt werden. Der Ausschlags-^ des Pendels sei ip, 
die Schwingungsdauer t und die Gewichte von Block und Kugel seien Q 
und g, — {Nach dem Stossgesetze gut q ■ v ^ (Q -{- q)C , für die Arbeit 
der Pendelhebung j^i.1^ -\- q)C^ = {Q -]- q) ■ l{l — cosijp), und für die 
Schwingnngszeit I ^^ Ttyl/ti . Daraus erhält man 

,1 = — ■ o- ( -sin rp/'2 ■ (.Q-\- g)/q.) 

§ 32. Gesetze des Stosaes elastieclier Körper. Vollkommen ela- 
stische Körper kehren «ach einer erlittenen Deformation wieder in 
ihr urspröngliches Volumen zurück. Treffen demnach zwei solche 
elastische Körper im geraden Stosse zusammen, so wird zunächst wie 
bei unelastischen KÖrpeni eine Deformation derselben eintreten; infolge 
der geweckten Elusticität wird aber die Deformation wieder aua- 
geglichen, so dass keinerlei Ändeniug in der Configurntion der Korper, 
also auch kein Verlust an Energie der fortschreitenden Bewegung 
eintritt. Somit musa die Summe der kinetischen Energien beider 
Körper vor dem Stosse gleich der Summe der Energien der Köi-per 
aach dem Stosse sein. Sind nun wieder beziehungsweise die Körper- 
massen M und m, die Geschwindigkeiten vor dem Stosse V und v, 
und nach dem Stosse V, und «,, so gilt 

i ,».' + I MF- - I m r,' + i Jfr,'. 

Zur Berechnung der Geschwindigkeiten F, und r, ist noch eine 
weitere Gleichung nöthig. Wir gewinnen dieselbe aus der Betrachtung 
der bereits angedeuteten Abschnitte, iu welche die Erscheinung des 
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Stosses zerfällt. Der erste Abschnitt bestellt in der Abplattung der 
Körper und ist beendet, wenn beide Körper die gemeinsame Ge- 
schwindigkeit C erreicht haben; wie für unelastische Körper gilt auch 
hier die Relation 

(M+ m)C=3IV+mv. 

Der zweite Abschnitt ist gewisserpiassen die Umkehrung des 
ersten: Die Elasticität leistet die Arbeiten wieder zurück, welche 
früher zur Änderung der Configuration consumiert wurden und ver- 
wandelt die gemeinsame Geschwindigkeit C in die respectiven Ge- 
schwindigkeiten Fj und v^; durch Anwendung der analogen Schluss- 
weisen wie beim Stosse unelastischer Körper folgt wieder 

(M + m)C = MV\ + mv,', 

die beiden letzten Gleichungen geben dann 

mv -\- 31V = mv^ + M \\ , 

eine Gleichung, die direct den Ausdruck für die Gleichheit der Action 
und Reaction beim Stosse elastischer Kugeln erkennen lässt. Die 
gewonnenen Gleichungen in der Form 

M{V^ — F,2) = m{v^^ — v^) 

"^^^ M(V— V,) = m {v, — v) 

geben durch Division 

(F+FO = («, + «) 

und darnach erhält man einfach 

^ M-^m ^ 31 -4- m 

Bei entgegengesetzter Bewegungsrichtung ist v negativ. 

Specielle Fälle: 1) Sind die Massen gleich, also M = m, so wird 
Fj = V und v^ = F, d. h. beim Stosse werden die Geschwindigkeiten 
vertauscht. (Anwendung beim Percussionsapparate von Mariotte.) 

2) Hat der gestossene Körper eine unendliche Masse, also m = cx) 
und i; = (feste Wand), so wird J\ = — F, d. h. der Körper prallt 
nach dem Stosse (gegen die Wand) mit der ursprünglichen Geschwin- 
digkeit in entgegengesetzter Richtung zurück. 

3) Beim schiefen Stosse wirken Kugeln nur infolge ihrer cen- 
tralen Geschwindigkeitscomponenten ; die daraus resultierenden Ge- 
schwindigkeiten nach dem Stosse setzen sich mit den unveränderten 
tangentialen Componenten wieder zusammen. Die bei diesem Stosse 
auftretende Reibung veranlasst die Kugeln zur Drehung wie beim 
Stosse unelastischer Körper. Anwendung der Stossgesetze elastischer 
Kugeln finden wir beim Billardspiele. 

Aufg. 1. Eine elastische Kugel wird mit einer Geschwindigkeit v 
unter dem Einfallswinkel cv, d. i. der Winkel der BewegungsricbtuDg mit 
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der Stoasrichtiuig oder dem EinfallslotLe, gegen eine feste Waud ge- 
worfen^ mit welcher Geschwindigkeit und unter welcbeni Winkel prallt 
die Kugel wieder zurück? — (Mit der Geschwindigkeit v unter dem -^ o.) 
3. Eine elastische Kugel von der Masse M bewpge sich mit der Geschwin- 
digkeit V in normaler Richtung gegen eine Wand, welche mit der Ge- 
schwindigkeit L' verschoben werde; welchen Verlust an lebendiger Kraft 
erleidet die Kugel beim Stosse und wie gross ist die hierbei geleistete 
Arbeit, die zur Verschiebung der Wand dient? Was lehrt die Rechnung, 
wenn die Geschwindigkeiten V und v einander entgegengesetzt gerichtet 
sind? — (Die Geschwindigkeit der Kugel nach dem Stosse ist (2(1 — F), 
daher der Verlust aa lebendiger Kraft 
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Für die geleistete Arbeit erhalt man denselben Wert. Bei ent-gegengesetzter 
Richtung der Geschwindigkeiten tritt eine Vermehrung der lebendigen 
Kraft ein. Diese Ergebnisse sind in der kinetischen Gastheorie von Wichtig- 
keit.) 3. Ein KSqjer, welcher das Gewicht j> = 24 g und die Geschwindig- 
keit t'=15 m hat, wird von einem zweiten Körper, welcher die Ge- 
schwindigkeit F = 20 in hat, eingeholt und mit centralem Stosse getroflfen, 
Beide Körper sind vollkommen elastisch. Der erste Köiper hat noch dem 
Stosse die Geschwindigkeit t\ ^ 21 m. Welche Geschwindigkeit hat der 
zweite Körper nach dem Stosse und welches ist sein Gewicht? — 
{t\^ 16 m, /' = 36 g.) 4. Es sind drei vollkommen elastische Kugeln 
von Pi ^ 1 kg, j)j = % kg, ;i,| =^ '/, kg Gewicht so aufgehängt, dass 
sie sich berühren und ihre Mittelpunkte in einer geraden Linie liegen. 
Welche Geschwindigkeit erhült die dritte Kugel, wenn die erste gegen die 
zweite mit einer Geschwindigkeit t\ ^ I cm stösst? — (fj = % cm, 
c, = '% cm.) 5. Zwei Pendel von gleicher Länge I = 1"25 m tragen 
am Ende zwei elastische Kugeln von ^ ^ 30 g und P = 30 g Gewicht. 
Das erste Pendel wird um einen Winkel a = 60° gehoben und sich selbst 
aberlassen, worauf es central gegen die zweite Kugel stösst. Wie weit 
schlagen die Pendel nach dem Stosse aus? — 

(aintti/2 = 0-1, k^ = 11" 28' 42"; 9inoa/2=0'4, «j = 47° 9' 22".) 
[Aufg. 3^5 sind von Budde; Aufg. 2 wurde von mir bereits in der 
Zeitach. f. phys. u. ehem. Unterr. IV. S. 189 mitgetheilt.] 
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der Flüssigkeiten. 

§ 33. Eigenscliaften der Flüssigkeiten. Von allen Flüssigkeiten 
kommt in der Natur das Wasser am häufigsten und in grössten 
Mengen vor und spielt auch die wichtigste Rolle. Dasselbe wird 
deshalb als Vertreter aller vollkommenen Flüssigkeiten betrachtet, 
und die Mechanik der Flüssigkeiten wird Hydromechanik genannt. 
Seine wichtigste Eigenschaft, durch die es sich von den festen 
Körpern unterscheidet, ist bald aus den Erscheinungen ersichtlich; 
es ist die leichte Verschiebbarkeit seiner Theilchen: das Ein- 
tauchen fester Körper, das Ablaufen auf schiefen Flächen und alle 
Versuche, das Wasser zu theilen, lassen auf die angegebene Eigen- 
schaft unzweifelhaft schliessen. Die leichte Verschiebbarkeit der Theil- 
chen erklärt das Verhalten der Flässigkeiten unter verschiedenen 
Umständen; so ihre unselbständige Gestalt, — sie nehmen die Form 
der Gefässe an — , und die gleichmässige Fortpflanzung des Druckes, 
nach allen Richtungen. Nur die Tropfenform ist selbsiändig. Ihr 
Volumen ist immer ein bestimmtes. 

Um einen In-thum, der sich in vielen Lehrbüchern findet, zu 
vermeiden, mag hier ausdrücklich darauf hingewiesen werden, dass 
die in Rede stehende Verschiebbarkeit der Flüssigkeitstheilchen 
nicht mit einer Trennung zu verwechseln ist. Bei allen bezüglichen 
Erscheinungen findet nur eine Verschiebung der Theilchen innerhalb 
des Constanten Flüssigkeitsraumes statt; es wird nichts anderes als 
die Arbeit der Oberflächenvergrösserung geleistet. Es ist dem- 
nach auch ein Schluss auf die Zusammenhangskraft (Cohäsion) 
der Theilchen unnöthig und unstatthaft. Ein späterer Paragraph soll 
hierüber zahlenmässige Bestimmungen bringen. 

Ursprünglich hielt man die Flüssigkeiten für unzusammendrückbar. 
Erst Bacon (1561— 1626) stellte über die Zusammendrückbarkeit 
der Flüssigkeiten Versuche an. Eine hohle Bleikugel wurde ganz 
mit Wasser geftillt und gut verschlossen, alsdann mit einem schweren 
Hammer und mit einer Presse zusammengedrückt, bis das Wasser 
durch das feste Blei in Form eines feinen Thaues durchschwitzte. 
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Die BauiDTenninderung bei der Abplattung der Kugel wurde der 
Zusammendrflckimg des Wassers zugeschrieben'). 

Im Jahre 17(11 stellte John Canton folgenden Versuch an: 
Eine Art Waaserthermometer mit grossem kugelförmigen Gefass und 
engem Haarröhrchen wurde nach dem Kochen des Wassers oben zu- 
geschmolzen. Da sich das Wasser beim Abkühlen zusammenzog, so 
entstand am oberen Ende des Haarröhrebens ein luftleerer Raum. 
Canton brachte dann die Vorrichtung unter die Glocke einer Luft- 
pumpe, 80 dass das obere Ende des Höhi-chens in die Luft beraus- 
rsgte, pumpte aus und brach die Spitze der Röhre ab. Die Wassei-- 
oberfläcfae sank. Liess er dann Lull in die Glocke strömen, so stieg 
das Wasser, aber nicht bis zu seinem ursprünglichen Stande. Aus 
der Voluraverminderung des Wassers berechnete er die Compressibiltät 
Ö000046 für die Volumeinheit und filr den Druck einer Atmosphäre. 
Die neueren Versuche haben kein wesentlich yersehiedenes Resultat 
«geben. 

Die ersten genaueren Versuche rühren von Oerstedt (1822) her. 
Derselbe benützte ähnlich wie Canton eine thermometerähnliche Vor- 
richtung, Piezometer genannt, füllte sie mit der zu untersuchenden 
Flüssigkeit, gab einen Tropfen Quecksilber darauf und stellte sie 
neben einer Skala und einer als Druckmesser dienenden, mit Luft ge- 
ilten Röhre in ein dickwandiges Glasgefäss; dieses füllte er mit Wasser 
und übte mittelst einer angeschraubten Druckpumpe starke Drücke 
Weitere genaue Versuche mit verschiedenen Flüssigkeiten wurden 
Ton Regnault, Grassi, Caillet u a. angestellt. 

Um den Compressibilitätscoefficienten zu ermitteln, wird 
ein Volumen V unter den Druck P gestellt. Die Volumsiinderung 
sei JV; dann ist z/F= x ■ F- P und daraus x = ^V/VP. Die 
Dimension ist [M-' ■ L ■ T^]. Auch der reciproke Wert l/x wird 
Compressibilitätscoefficient genannt; dieser bedeutet einen Druck auf 
die Flächeneinheit oder eine Spannung. 

Im ersteren Sinne genommen gelten nach Grassi folgende Com- 
presaibilitätscoefücienten : 
ftr Wasser bei 18" C u. 1 Atm. se = 46-2- lO"^ oder bei 1 Megadyne 

auf 1 cm^ 45-5 ■ 10-«, 
tir Äther bei 14' C n. 1 Atm. x=140l0-" oder bei I Megadyne 

auf 1 cm' 138 ■ 10-«, 
für Alkohol bei 13-1" C u. 1 Atm. x^Qfl-lO-" oder bei 1 Megadyne 

auf 1 cm" 97-8 ■ 10-", 
fBr Quecksilber bei 0''C u. 1 Atm, x = 3- 10-^ oder hei 1 Megad>Tie 

auf 1 cm* 2-91 ■ 10-". 
'JÜne Megadyne = 10* Dyne. 



1) Violle; Lehrl.. d Pliys. I. S. 407 ff. 
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Das Gesetz von der gleichmüfleigen Fortpflanzong 
Druckes faat Stevin (1600) fSr den Bodendrnck und Pascal (16: 
ganz allgemein ausgesprochen. Taucht man nach Pnacal's Idee mehrere 
Glasröhrchen, von denen eines vor der unteren Öffnung gar nicht, 
eines nur einmal und eines zweimal rechtwinklig gebogen ist, theil- 
weiae ins Wasser, so dringt kein Wasser ein, solange man die obere 
Öffnung geschlossen hält; öffnet man, so steigt in jedem Röhrchen 
das Wasser empor. Da die unter dem Wasser betindlichen Offnungen 
der drei Röhren beziehungsweise nach unten, nach seitwärts und nach 
aufwärts gekehrt sind, so muss man schliessen: Der Druck des 
Wassers wirkt nach allen Seiten, und derselbe ist gleich dem Gewichte 
einer Flüasigkeitssäule, deren GrundHäche die gedrückte Fläche und 
deren Höhe gleich dem Abstände dieser Fläche vom FlUssigkeitsspi^el 
ist^). Stevin construierte cylindrische, conische «md gebogene Gefässe 
nnd zeigte, dass der Bodendrnck nicht von der Form des Geffissea, 
sondern nur von der Grösse der Bodenfläche und der Höhe der Flüssig- 
keitasäule abhängt. Pascal sprtich das Gesetz mit folgenden Worten 
aus: j^Wenn ein allseitig verschlossenes, mit Wasser gefülltes Gefäas 
zwei Öffnungen hat, deren eine lOOinal so gross als die andere, und 
wenn man in jede Öffnung einen gut schliessen- 
den Kolben einpasst, so kann ein Majin, der 
auf den kleinen Kolben drückt, der Kraft von 
lOO Männern, welche auf den grossen Kolben 
drücken, das Gleichgewicht halten, und ei 
wird 99 Männern überlegen sein. Welche 
Dimensionen diese Öffnungen auch haben 
mögen, die Kräfte sind im Gleichgewichte, 
wenn sie sich wie die Offnungen verhalten." 
In der Form der Fig. ji2 gibt ein solches Gefäs 
Presse in der einfachsten Gestalt. 

Von besonderem Interesse ist es, dass Pascal auch die Oiltigkeit 
des Principes der virtuellen Bewegungen für Flüssigkeiten feastellte 
er sagt: „Man kann nur bewnndern, dass bei dieser neuen Maschine 
sich dasselbe Gesetz wieder findet, wie bei den schon bekannten, z. B. 
beim Hebel, der Rolle, der Schraube u. s. w., nämlich, dass der Weg 
in demselben Verhältnisse wächst, wie die Kraft abnimmt, ein Gesetz, 
das man sogar als die wahre Ursache der hier besprochenen Wirkung 
betrachten kann," 

In der einfachen Form, die das Princip ersichtlich zu macheu 
geeignet ist, ist die genannte Presse für den technischen Gebrauch 
noch zu unvollkommen; erst durch die Einrichtungen, welche der 
Presse durch Brahma (1749—1814) gegeben wurde, wird diese!] 



fasscr getuiites iietaas 
äs als die andere, und 

Fig. ^^H 

9 eine hjdrauliscb*^^^! 



1) Poake 



«einer Zeitavb. VI. H. i 



I 



1 dem Gleiohgt! wicht« imil der Beweg, der t'lünBigkeiten, 127 



HlSS^SJ.] II 

^ gut verwendbar. Die Vorrichtimgen beziehen sich auf den Wasser- 
abechluss durch Lederrin^ im grossen Gjlinder und auf ein Ventil 
im kleinen C'ylinder, das dieselbe Function hat, wie das Ventil einer 
Druckpumpe. 

ilm Folgenden soll das Princip der virtuellen Bewegung als Grund- 
lage zur Ableitung der wichtigsten hydraulischen Gesetze dienen. Die 
Flüssigkeiten sollen dabei als un zusammen drück bar vorausgesetzt werden. 



Anfg. 1. In einem von allen Seiten geseUossenea GefSsse befinden 
(ich an beliebigen Stellen Her Wände 2 KOhren, die mit Kolben verseben 
»nd. Der Querschnitt einer Röbre sei .«, der der anderen " ■ -•■•; die Drücke 
der Kolben auf die FlScheneinbeit, die üch das Gleicbgewicbt balten, 
wenn das Gef^ss mit Flüssigkeit gefallt ist, seien beziehungsweise P und p. 
Welche Beziehung zwischen diesen Drücken ergibt sich aus dem Ärbeits- 
gesetze? — (Bei einer Verschiebung der Kolben um die Strecken L und / 
sind die Arbeiten !'■ ii -n- 1. — 71 ■ s ■ / = und die Volumen «■*•£ = »■/, 
folglich P ^ p. Gesetz der gleichmUssigen Druckfortpflanzung nach allen 
Seiten.) 2. In einer hydraulischen Presse ist der Durchmesser des Druck- 
kolbens Ih cm, der dos Presskolbens 15 cm; ein Mann drückt an einem 
Hebel von 2 m Lilnge, der die Stange in 15 cm Entfei-nung vom Stütz- 
punkte trägt, mit 40 kg; wie gross ist der Druck des Presskolbens? — 
(6a 333'/, kg.) S. Wie gross mussle an der Menei-Brücke der Nutzeffect 
der Damp&naschine sein, wenn die Kolbenstange derselben direct auf den 
Dmckkolben wirkte, und wenn ein Stück von 1 Mill. kg in jeder Stunde 
9 m gehoben werden sollte. — (33% Pferdekiüfte.) [Reis-] 

§ 34. NlTeanMcben. (Clairault 1743.) Die Gleichgewichtsbedin- 
^Qgen einer Flüssigkeit unter dem Einflnss der Schwerkraft wurden 
von Newton und Huygens anlässlich der Berechnung der Erdabplat- 
tung studiert. Einer allgemeinen Lösung wurde dieses Problem von 
Clairanlt zugeführt, indem er zeigte, dass — nach der heutigen Be- 
nichnungsweise ausgedrückt — die Flächen gleicher Arbeit zu- 
gleich die Flächen gleichen Druckes sein müssen. Die Flächen 
Niveauflächen. 
Bei Untersuchung der Erdgestatt (§§ 20 und 2t) haben wir be- 
von dem Satze Gebrauch gemacht, dass die Erdoberfläche eine 
iJ^ireaufläche sein mnss, wenn die Massentheilchen auf derselben als 
leicht beweglich vorausgesetzt werden; es war nämlich im vorhinein 
Uar, dasB die Schwerkraft normal zur Oberfläche wirken muss, weil 
BOnst die beweglichen Theilchen auf geneigter Fläche nach dem Öe- 
der schiefen Ebene herabliefen. 
Wir wollen nun nach dem Grundgedanken Clairault's die Qleich- 
!wichtsbeding\mg einer Flüssigkeit in einem Gefäase ermitteln. 
ig. 33 sei das bis zur Oberfläche AB mit Flüssigkeit gefüllte Ge- 
is; das spec. Gewicht der Flüssigkeit sei f. Nach Clairault muss 
Oleicbgewichtszustoude die Flüssigkeit in einem gedachten, in sich 
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geschlossenen Kanäle für sich im Gleichgewichte sein. Wir wählen 
der Einfachheit halber einen aus den verticalen Röhren H, h und 
aus den unter dem Winkel a gegen fl" geneigten 
Rohr l bestehenden Kanal und ermitteln für die 
darin enthaltene Flüssigkeit die Gleichgewichts- 
bedingung. Zu diesem Zwecke denken wir 
uns in dem Kanäle eine virtuelle Verschie- 
bung der Flüssigkeit, deren Arbeitsleistung 
gleich Null ist. Es werde z. B. die Flüssig- 
keitssäule in H um k herabgedrückt und 
dadurch in l und h um A gehoben. Die Basen beider verticalen 
Röhren seien gleich s. Damach besteht die Gleichung der Arbeiten 

(J?. s . /•) A = (A . 5 . /•) A + (Z cos « • 5 • Z")^ • 
Daraus folgt H^ f =^h - f '\- l - cos « • f oder J? = ä + i • cos a . 

Ist <^a = 90^, so ist H=h, d. h. die Oberflächenpunkte müssen 
von einer Horizontalen gleich weit abstehen, die Oberfläche selbst 
muss also horizontal sein; ferner muss H - f ^=h - f, d. h. der Druck 
in einer horizontalen Ebene muss constant sein. Die. horizontale 
Fläche, die wegen ihrer Normalstellung zur Richtung der Schwer- 
kraft eine Fläche gleicher Arbeit ist, muss daher auch eine Fläche 
gleichen Druckes sein. Die Oberfläche ist ebenfalls eine Niveau- 
f lache; diesem Umstände verdanken die Niveauflächen ihren 
Namen. 

In der Form Hf — lcosa'f=hf besagt die Gleichung, dass 
die Basis der Röhre h von oben und unten gleich stark gedrückt 
wird; dieses Ergebnis bestätigt den Satz von der gleichmässigen Fort- 
pflanzung des Druckes. 

§ 35. Das hydrostatische Paradoxon. (Stevin 1600.) Dasselbe 
gibt das Gesetz für den Bodendruck einer Flüssigkeit in einem 
Gefässe; es lässt sich wie folgt ableiten^). 
Das in Fig. 34 angedeutete Gefäss habe 
in seinem untern Theile den Querschnitt 
S und oben den Querschnitt s und sei 
bis AB mit einer Flüssigkeit vom spe- 
cifischen Gewichte /* gefüllt.^ Dem Drucke 
p auf die Bodenfläche werde durch den 
Gegendruck eines Kolbens das Gleich- 
gewicht gehalten. Wird nun der Kolben 
um die verschwindend kleine Strecke A 
nach aufwärts bewegt, so hat die Kraft Pj 
welche unterdessen nicht geändert wird. 
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1) Siehe meine Abhdlg. in d. Zeitsch. f. d. Realechulw Jahrgg. 1888 p. 468. 
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die Flüasigkeitssaule im unt^ni Oetasstheile um l und die obere 
^nle um l' zu heben: da die unten verdrängte Flüssigkeit nach oben 
tritt, so mnss 

sein. 

Soll die Energie der Rüssigkeit unverändert bleiben, so muss die 
Arbeit der Kraft p vollständig consumiert. also zur Hebung der Flüssig- 
keit verwendet werden: demnach gilt die Gleichung: 

wir substituieren für .>? A' und kürzen durch X: dann winl 

P = S'(h, + h,)f\ 

Der Bodendruck einer Flüssigkeit ist also gleich doui Pnulucte 
aus der Bodenfläche, der totalen Höhe der Flüssigkeitssäulo und dem 
specifischen Gewichte; er ist unabhäugig von der Fi>nn der Seiten 
wände. Der Satz heisst das hydrostatische Paradoxon. Der ex- 
perimentelle Nachweis desselben geschieht mit dem HaIdat*schou 
Apparate. 

Auf dem Bodendrucke beruhen: ReaVs Extractivpresse, der ana- 
tomische Heber, das Verderben von Thieren, Fahrzeugen und anderen 
Gegenstanden am Meeresboden etc. 

Anfg. 1. Eine Beal'sche Presse besteht aus einem eubischen GefUsse 
von 30 cm E^ante und einer Röhre von 30 m Höhe; wie gross ist der 
Bodendruck? — (2727 kg.) 2. Welchen Druck hat ein Mann von 120 dm* 
Oberflftche in einer Taucherglocke oder in einem Skaphander zu ertragen, 
wenn er 30 m tief eingetaucht ist? — ^36 000 kg.) 3. Wie gross ist 
der Seitendruck auf eine rechteckige, 20 cm breite Wand, an welcher 
Wasser 50 cm hoch steht? — (25 kg.) 4. Wie gross ist der Seitendnick 
von Quecksilber auf ein gleichseitiges Dreieck von 10 cm Seite, wenn die 
obere Seite dem Spiegel parallel und 6 cm von demselben entfernt ist? 
Specifisches Gewicht des Quecksilbers = 13*6. — (5*233 kg.) [Reis.] 
6. Welchen Druck erfährt 1 m* in einer Meerestiefe von 8096 m, wenn 
die Dichte des Meerwassers 1029 ist? — (8 330 784 kg.) 6. Das Wasser- 
leitungsrohmetz einer Stadt liege um 20 m tiefer als der Wasserspiegel 
im Speisereservoir; welchem Druck müssen die Röhren pr. 1 cm* Wider- 
stand leisten können? — (2 kg.) [Daurer.J 

§ 36. Arbeitswert eines Flüssigkeitsgewiolites. Communioierende 
Gtofässe^). Fliesst eine Flüssigkeitssäule aus der Bodenöffnung ihres 

Gef ässes aus, so sinkt ihr Gewicht Q um die Schwerpunktshöhe ■ h, 

wenn h die Höhe der Säule bedeutet. Der Arbeitswert des Flüssig- 
keitsgewichtes ist demnach: 

1) Siehe meine Abhdlg.: Zur Übereinfltimmung der phys. Arbeitageaetze. 
Rlschlztsch. Wien. 1892. 

Jauuscbke, Krhaltuiig der Energie. \) 
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durch Einführung des spec. Gewichts f, des Volumens v und des 
Druckes P auf die Einheit der Bodenfläche erhält man 

d. h. die Arbeit ist gleich dem Producte zweier Factoren, die nach 

Helm als Wirkungsgrad (-- • Pj und als Wirkungsraum (?') bezeichnet 

werden können. Der erstere wird bestimmt durch den mittleren Druck, 
uinter welchem sich das Volumen v befindet. Theilt man die Flüssig- 
keit in kleine horizontale Schichten, so kann man für jede derselben 
das Product aus dem Druck in das Volumen berechnen und alle Pro- 
ducte summieren; die Summe kommt dem angegebenen Arbeitswerte H^ 
gleich. Es gilt demnach allgemein, dass der Arbeitswert durch das 
Product aus dem Druck auf die Flächeneinheit in das Volumen, das 
diesem Drucke unterworfen ist, bestimmt wird. J. Stefan hat in 
diesem Sinne auch die hydrostatischen Grundgleichungen der ana- 
lytischen Mechanik gedeutet. 

Die allgemeine Bedeutung des gewonnenen Arbeitswertes folgt 
aus der Arbeit, die geleistet wird, wenn ein Massentheilchen aus einer 
Flüssigkeitsschichte infolge eines Überdruckes in eine Nachbarschichte 
bewegt wird. Ist der Druckunterschied beider Schichten Jp und das 
Volumen des Massentheilchens r = 5 • A, so muss die £[raft ^p • s 
längs des Weges A wirken, um den Körper von einer in die andere 
Schichte zu schaffen, und es wird die Arbeit geleistet 

w = Jp s ' X = Jp • V . 

Diese Form der hydrostatischen Grundgleichung gibt somit die Arbeit 
an, die verrichtet wird, wenn ein Körper vom Volumen v einer Druck- 
änderung ^p unterworfen wird. 

Als ein System betrachten wir zwei Flüssigkeitssäulen in den 
Schenkeln eines communicierenden Gefässes. Die Arbeitswerte, 
bezogen auf das Niveau der Trennungsfläche, sind 

und 

Im Gleichgewichtszustande muss die Summe der Werte ein Minimum 
sein. Als Bedingung gilt, dass bei möglichst kleiner, etwa durch 
Verschiebung der Trennungsfläche der Flüssigkeiten geleisteten Arbeit 
der gesammte Arbeitswert keine Änderung erleidet. Bei solcher Ver- 
schiebung ist z/t?i = — z/Vj = z/v und 
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' Ana der Gleichheit von Jv folgt die Gleichheit der Wirkungs- 
' grade als Gleichgewichtsbedingiing, nämlich /i, - /', = 'ty ■ /j oder 
' Aj : Äj = /i : fi, d. h. zwei FlOaaigkciten, die sich nicht mischen, stellen 
[ sich getrennt in zwei Schenkeln eines communici er enden Gefaaaes so 
I Buf, dasa die Abstände ihrer Oberflächen von der gemeinschaftlichen 
» horizontalen Trennungaebene sich umgekehrt wie ihre specitischen 
I Gewichte verhalten. Für ein und dieselbe I'^Üasigkeit sind in beiden 
Schenkeln die speciHschen Gewichte einander gleich, und es folgt, 
dass Aj = /i, , d. h. dnss die Flüssigkeitahöhen in beiden Schenkeln 
Iben aind. 

Änwendnngen finden die commu meieren den Gefasse zu Wasser- 
I leitnngen, Springbrunnen, Wasser- und Kanalwagen, Wasserstands- 
anzeigern bei Dampfkesseln, zur Erklärung der ungerähr gleichzeitigen 
, Niveauschwankungen des Grundwassers und des benachbarten Flusa- 
' Wassers, femer zur Bestimmung des specifischen Gewichtes und der 
I Ausdehnung der FKlssigkeiten. 

Aufg. 1. Es ist der Arbeitswert der Schwerkraft für eine Wasser- 
ise ia einem cylindriachen GefUsse, das X^ugs des Hflhenatückes H den 
i Qaerschnitt S und längs des Höhenstückes h den Querschnitt .< besitzt 
I (üehe Fig. 34), zu bestimmen und darnach die Änderung des Arbeits' 
I weites bei einer kleinen Hebung der Flüssigkeit anzugeben, — (Die Wasser- 
L gewichte (HS) und (hs) multipliciert mit ihren Seh werpunktsh üben geben 
> den Arbeitswert IK = .^-.S'- fl* -|- fis(H -f 4)- Bei einer kleinen Hebung 
bleiben die Gewichte unverändert, und ihre Wege sind '/// und dfi , wobei 
I a<iH=sdh = dv. Daher folgt rf TT = (H -f A) - S ■ US = p ■ dr .) 
nmunictereudes Gef^ss bestehe aus zwei der vorigen Aufgabe 
entsprechenden Oet^ssen; es ist die Gleicligowicbtabediogung für den Stand 
■ Flüssigkeit lu ermitteln. 8. Wenn in einem Schenkel eines eom- 
\ nunicierenden GefSsses eine QuecksilbersiLule 76 cm hoch ist, welche flChe 
oss eine Wassersäule haben, um das Gleichgewicht zu halten. — (10*33 m.) 
Wie llsst sich mittelst eines communici erendeu Geflases die Dichte 
Her Flüssigkeit bestimmenV B. Es ist nachzuweisen, dass der Arbeits- 
wert Jp ■ du ^ P-V den Momentensatz für eine Flüssigkeit in einem 
1 beliebigen Gefilsse in Bezug auf die Plüssigkeitsoberäache als Momenten- 
I ebene zum Ausdruck bringt. — (^ fpilv = ß ■ fdv = Z ■ f-V = P -Y^ 

ä 37. Das ArchimediBche Qesetz. {220 v. Chr.) Dieses wichtige 
L GesebE wurde entdeckt unläaalich der Auffindung einer Methode, um 
[ die Echtheit der Krone des Königs Hieron II. von Syrakus zu prüfen. 
LArchimedes soll zu der Idee der Lösung dieses Problems gekommen 
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sein^ als er sich in ein Bad begab und beim Eintauchen ins Wa&ser 
den Gewichtsverlust seines Körpers beobachtete. Er stellte darnach 
allgemein den Gewichtsverlust eines Körpers, der in eine Flüssigkeit 
getaucht ist, gesetzlich fest. 

Unter Voraussetzung der leichten Verschiebbarkeit der Flüssig- 
keitstheilchen kann das Gesetz mittelst des Ausdruckes ftir die Arbeit 
durch folgenden Vorgang gewonnen werden^): Wird ein schwerer 
Körper durch eine aufwärts wirkende Kraft P in einer Flüssigkeit 
im Gleichgewichte gehalten und in diesem Zustande um die Höhe h 
gesenkt, so herrscht darnach wieder Gleichgewicht und die Summe 
der verrichteten Arbeiten ist gleich Null. Die Arbeit von P ist 
( — J* • Ä); ^^® Arbeit des fallenden Körpergewichtes ^ ist (+ ^ • ä) 
und die Arbeit des Gewichtes q der Flüssigkeit, welche vom Körper 
in seiner schliesslichen Lage verdrängt wird und in den Raum seiner 
ersten Lage aufsteigt, ist ( — Q-J^)- Folglich besteht die Gleichung 

— P • Ä + Ö • Ä — ff • A = 
oder die Relation 

P = Q-q. 

welche unmittelbar das Archimedische Gesetz ausdrückt, nämlich 
lehrt, dass der Körper in der Flüssigkeit so viel von seinem Gewichte 
verliert, als die verdrängte Flüssigkeit wiegt. 

Die Gewichtsabnahme des Körpers geht nicht verloren, sondern 
sie findet sich in der Gewichtszunahme der Flüssigkeit wieder. Zu 
diesem Ergebnisse führt der Satz von der virtuellen Verschiebung, 
wenn man den Körper Q durch die Kraft p weiter in Ruhe erhält 
und das Gefäss sammt der Flüssigkeit um eine Wegstrecke h bewegt. 
Bei dieser Bewegung, welche mittelst einer Kraft P' nach aufwärts 
gedacht werden soll, werden folgende Arbeiten geleistet: Die Arbeit 
der Kraft P' von der Grösse P'h und die Arbeit des Gewichtes R 
von Gefäss und Flüssigkeit ( — Rh)] die Flüssigkeit q, welche ur- 
sprünglich in der Entfernung h unterhalb des Körpers liegt, ist durch 
die Anwesenheit des Körpers verhindert, nach der Hebung in dessen 
Raum einzudringen und wird durch die Wirkungen des Systemes 
gezwungen, noch um die Strecke h emporzusteigen, wo sie dann den 
Raum der vom Körper anfänglich verdrängten Flüssigkeit ausfüllt; 
die Arbeit dieser Hebung ist ( — qh). Die verrichteten Arbeiten 
liefern die Gleichgewichtsbedingung 

Pli — Rh—gh =0. 

Daraus folgt die behauptete Vermehrung des Flüssigkeitsgewichtes, 

nämlich 

P'^R + q. 

1) Siehe meine Abhdlg. in Poske^s Zeitsch. II. S. 74. 
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Aui^. 1. Es ist der Arbeitswert der Schwerkraft eines Systems, das 
aus einer in einem GefliSBe beündlichen Fiasäigkeitsmasae und einem ein- 
getaachten Eflrper besteht, za bestimmen und daraus das Archimedische 
Gesetz abzoieiten. Die Basis des Cjlindergefllsses sei S\ die Flüssigkeits- 
höbe U, das Volumen des eingetauchten Körpers V, dessen specifisches 
Gewicht F, das speeiflsche Gewicht der Flüssigkeit f. — (Wenn li die Ent- 
fernang des Körperschwerpunktes von der BodenßSche ist, so ist der ge- 
»nchte Arbeitswert W ^ --S7/*-f- V ■ F-h — V ■ f ■ h und darnach die 
Schwere des eingetauchten Kflrpers P^ dW/dli = V{F — fi .) 2. Ks 
ist mittelst des Satzes über die statischen Momente der Resultierenden 
und ihrer Componenten au beweisen, dass der Auftrieb bei einem in 
eine Flüssigkeit getauchten Köqtur im Mittelpunkte der verdrängten Flüssig- 
keit angreift. 3. Es ist das Verhalten eines Körpers in einer Flttssigkeit 
Bezug auf seine verticale Bewegung nach dem Archimedischen Gesetze 
EU erklären. 4. Es ist die Gleichgewichtsbedinguog eines auf einer 
Flüssigkeit schwimmenden Körpers aus dem Arbeitsgesetze zu ermitteln. — 
(Der Arbeitswert eines schwimmenden Körpers darf durch eine kleine 
Verschiebung nicht geändert werden. Eine verticale Verschiebung fahrt 
mra Archimedischen Gesetz und fordert die Gleichheit des Körpergewichtes 
Q und des Gewichtes dej- verdrilngten Flüssigkeit; beide Kräfte setzen 

Kräftepaar zusammen. Die Arbeit einer Drehung um 1** ergibt das 
Drehungsmoment des Krüftepaares, also tlW/da ^ ^ ■ / = 0, wenn l der 
Arm des Kräftepaares ist; im Gleichgewichte muss dieser gleich Null sein; 
d. h.?) 5. In welcher Beziehung stehen die stabile und labile Gleich- 
gewichtslage zu den Arbeits- oder Energie werten? — (Vgl. {; 26.) 6. Meta- 
centnim nennt man den Punkt, in welchem eine durch den Schwerpunkt 
der verdrilngten Flüssigkeit gezogene Verticale die Mittellinie odi-r die 
Schwimmachse des Körpers schneidet; wo liegt das Metacentram eines 
stabil und wo jenes eines labil schwimmenden Körpers? 7. Es sind Bei' 
spiele von indifl'erent schwimmenden Körpern aufzuztlhlen. 8. Forster hat 
im nördlichen Eismeere schwimmende Eismassen von 2(X)0 Fuss Lilnge, 
400 Fuss Breite und 200 Fuss Höhe über der Oberflache des Wassers 
gegeben; wie gross musste das Volumen derselben unter dem Wasser sein, 
wenn man annimmt, dass sich die Gewichte gleicher Volumen von Bis 
und Meorwasser wie 9 ; 10 verbaltenV — (1440 Mill. Cubikfuss.) 9. um 

versunkenes Schiff vom Meeresgnmde heraufzuheben, hat man '20 leere 
und wasserdicht gemachte Fflsser, jedes von 12 m^ Inhalt und 150 kg 
Gewicht au demselben befestigt und es dadurch gerade zum Aufsteigen 
gebracht. Wie gross ergibt sich daraus das Gewicht des Schiffes im 
Wasser? — (21 000 kg.) 10. Es soll das Gewicht eines korkenen Schwimm- 
panzers berechnet werden, der einen Menschen von 65 kg Gewicht im 
Wasser trägt, das specifische Gewicht des Menschen zu l'l und das des 
Korkholzes zu 024 gerechnet. — (r87 kg.) 11. Wie tief wird eine Holz- 
tugel von »■ ^ 5 dm Halbmesser und dem spec. Gew. f ^ 0"4 im Wasser 
einsinken? — (4"33 dm.) 12. Die Krone des Königs von Syrakus wog 
20 Pfd. und verlor im Wasser l'/, Pfd. Wie gross musste Arehimedes, 
der vennuthete, dass das Gold der Krone mit Silber gemischt sei, die 
Gewichte der beiden Metalle finden, wenn er das spec. Gew. des Goldes 
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= 19-26, das des SUbers = 10*47 kannte? — (15-146 Pfd. Gold, 4*854 Pfd. 
Silber.) 13. Ein Platin Würfel verliert im Wasser 2 g, im Quecksilber 
27*2 g; wie gross ist das spec. Gew. des Quecksilbers? — (13'6.) 14. Eine 
Glaskugel verliert in Wasser 8*325 g, und in Weingeist 5*86 g; spec. 
Gew. des Weingeistes? — (0-8.) 15. Ein Stück Platin von 1 kg verliert 
im Wasser 45 g; spec. Gew.? — (22^/9.) 16. Ein Stück Eisen von 3 kg 
wiegt im Wasser 2*6 kg; spec. Gew.? — (7*5.) 17. Ein Aräometer wiegt 
13 '5 g; beim Einsinken in Wasser bis zur Marke muss man 7 g, in 
Spiritus 2*9 g zulegen; spec. Gew. des Spiritus? — (0'8.) 18. Ein Fläsch- 
chen, das 1000 Gran Wasser fasst, fasst 13 598 Gran Quecksilber, 1848 
Gran Schwefelsäure, 1272 Gran Schwefelkohlenstoff, 715 Gran Äther; 
welches sind die spec. Gew.? — (13*598, 1*848, 1*272, 0*715.) 19. Mittelst 
Kopp's Volumenometer fand man das Volumen von 1000 g gepulvertem 
Bimsstein 465 cm*, Stärkemehl 641 cm*, Baumwolle 787 cm*; spec. Gew.? 
— (215, 1*56, 1*27.) 20. Wie lässt sich das spec. Gewicht eines Körpers 
mittelst einer Briefwage bestimmen? [Aufg. 8 — 12 sind von Fliedner 
und Krebs, 13 — 19 von Reis.] 

§ 38. Torrioelli's Theorem. (1644.) a) Torricelli wurde durch die 
Beobachtung und zahlenmässige Feststellung der Ausflussmenge einer 
Flüssigkeit aus der Bodenöfl&iung eines Gefässes der Begründer der 
Lehre von der Flüssigkeitsbewegung oder der Hydrodynamik. Er 
fand, dass die in den auf einander folgenden gleichen Zeittheilen aus- 
geflossenen Flüssigkeitsmengen sich verhalten wie die ungeraden Zahlen 
in umgekehrter Reihenfolge, oder dass die Ausflussmengen, nach den 
einander vorausgehenden gleichen Zeittheilen geordnet, sich direct 
verhalten wie die ungeraden Zahlen. Torricelli bemerkte, dass die 
Theilchen vom Boden bis in die Höhe des Flüssigkeitsspiegels zu 
steigen vermögen, und dass ihre Geschwindigkeit daher sein muss 



d. h. gleich der Geschwindigkeit eines Körpers, der in verticaler Be- 
wegung nach aufwärts die Flüssigkeitshöhe zurückzulegen vermöchte, 
oder gleich der Geschwindigkeit eines Körpers, der frei die Höhe h 
von der Flüssigkeitsoberfläche bis zur Bodenöffnung herabgefallen ist. 

Vom Standpunkte des Energieprincipes ist das Gesetz ohne weiteres 
einleuchtend, wenn man annimmt, dass beim Ausströmen von Flüssig- 
keitstheilchen aus der Bodenöfihung die Flüssigkeit im Gefässe 
ihre Energie nicht ändert, und dass nur für die in der Höhe // 
verschwundene, oberste Flüssigkeitsschichte die ausfliessenden Theil- 
chen zum Vorschein kommen. Die Erhaltung der Energie fordert 
für die letzteren die lebendige Kraft, beziehungsweise die Geschwindig- 
keit eines von der Höhe h herabgefallenen Körpers. 

In mathematischer Form folgt das Gesetz aus dem Arbeitswerte 
der Flüssigkeit (§ 36), deren Höhe //, Querschnitt S und specifisches 
Gewicht f seien, nämlich aus 
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oder in ganz allgemeiner Form 

h 



Infolge des Ausflusses eines Massentheilchons m = S • dli f/a ist die 
Änderung 

aus der nach Einfühning des Wertes m sofort das angegebene Gesetz 
für die Ausflussgeschwindigkeit v folgt. 

Die rechte Seite der letzten Gleichung entspricht in Bezug auf 
die allgemeine Form des Arbeitswertes W dem Arbeitswerte der 
obersten Flüssigkeitsschichte ; das Ergebnis gilt daher ohne jede Ein- 
schrankung für jede beliebige Gefässform. 

Zu den Ableitungsbedingungen muss bemerkt werden, dass die 
Flüssigkeit im Gefässe thatsiiehlich für sich Energie verbraucht, indem 
z. B. seitliche Strömungen gegen die Austtussöfl'nung eintreten und 
eine Einschnürung des Flüssigkeitsstrahles verursachen; auch später 
zu behandelnde Molecularwirkungen (Reibung, Oberflächenspannung) 
ändern die Ausflussgeschwindigkeit. 

Das gewonnene Gesetz gestattet, bei gegebener Druckhöhe die 
Ausflussgeschwindigkeit und umgekehrt aus der Geschwindigkeit die 
Druckhöhe zu bestimmen; der letztere Fall tritt bei Druckbestim- 
mungen in Flüssen und Canälen ein. 

b) Das Volumen V der in der Secunde ausfliessenden Flüssig- 
keitsmenge ist gleich dem Producte aus der Fläche der Ausfluss- 
öffiiung in die Ausflussgeschwindigkeit, also ist 

V=sy2ah. 

Diese theoretisch berechnete Ausflussmenge wird in der Wirk- 
lichkeit modificiert durch den vernachlässigten Arbeitsverbrauch im 
Innern der Flüssigkeit und durch die Contraction des ausfliessenden 
Strahles; um den wahren Wert der Ausflussmenge zu erhalten, hat 
man den Wert für V noch mit einem (^ontractions-Coefficienten 
(0*6 — 0*8) zu multiplicieren. Bei Anwendung von dickem Boden oder 
Ansatzröhren werden die Verzögerungen theilweise paralysiei-t durch 
die Adhäsion zwischen Flüssigkeit und Uöhrenwand, daher der Con- 
tractions-Coefficient etwas grösser ist. Die wirkliche Ausflussmenge 
durch die Öffnung eines dünnen Bodens ist daher in der Zeit t 

r = 0-6 . s . ^ y2äh. 

Ist die Druckhöhe nicht constant, so ändert sich auch die Aus- 
flussgeschwindigkeit; die Ausflussmenge kann dann mittelst der mitt- 
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leren Ausflossgeschwindigkeit gefanden werden. Ebenso lasst sich 
auch die Ansflnsszeit der Flüssigkeit ans der mittleren Geschwindig- 
keit bestimmen; wir erhalten dafür aas 



S . A = 0-5 . 0-6 • s • r Y^ah 





Mit dem Weissbach'schen Apparate lassen sich diese Gesetze ex- 
perimentell bestätigen. 

c) Wasserahren. Wenn aas einem Grefasse das Wasser so aus- 
fliessty dass die Wasseroberflache sich gleichf5rmig senkt^ so lässt sich 
die Vorrichtung zur Zeitmessung, also als Uhr benützen; es braucht 
bloss ein Schwimmer eine entsprechende Zeigervorrichtung in gleich- 
formige Bewegung zu setzen. Es ist zu diesem Zwecke 
die Form des Gefasses zu bestimmen^). Wählen 
wir hierzu einen horizontal liegenden Cjlinder 
Fig. 35, dessen Erzeugenden normal zur Zeichen- 
ebene stehen und die Lange h haben, so ist der ^ 
horizontale Schnitt des Gefasses überall ein Recht- 
eck von constanter Breite 6, und es bleibt uns bloss 
die Form der Leitlinie respective die Form der 
vordem und hintern Wandfläche zu ermitteln. Ist die ursprüngliche 
Wasserhohe h um die Strecke s gesunken, so entspricht der Wasser- 
druck noch der Hohe (A — z) und für die Ausflussgeschwindigkeit gilt 

v^ = 2a{h — z)', 

durch das Ausfliessen des Wassers durch die Bodenofihung kommt 
auch das Wasser im Gefässe zum Sinken; ist die dieser Bewegung 
entsprechende Geschwindigkeit U, so gilt S - U== s - v . Mit Bezug 
auf das in Fig. 35 skizzierte Coordinatensystem wird S = 2yb und 
demnach 

V = — U: 

s ' 

durch Substitution dieses Wertes geht der Ausdruck für die Ausfluss- 
geschwindigkeit über in 

2(6^.f7*).y^=5*.a(Ä — j^), 

hierin muss die Geschwindigkeit U, mit welcher sich die Flüssigkeit 
im Gefässe senkt, constant sein. Die Gleichimg, als eine Relation 
zwischen den Coordinaten y und j?, bestimmt somit die Leitlinie des 
Cylinders zu einer Parabel, deren Scheitel am Boden des Gefasses 

und deren Parameter gleich rr-jp ist. 



1) Siehe F. Neumann: Einleitung in die theoretische Physik, S. 232. 
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Aufg. 1. Ein FltUsigkeitath eilchen vom Volumen dV steht anter dem 
Drucke p pro Oberflächeneinhuit ; welche Arbeit wird geleistet, wenn das 
Tbeilcben durch seine Bewegung ins Freie von dem Drucke enttastet 

wild? — (<nr = 4-*»t'*= -^'//"■"'•'' 2"'' =i' ■''^■'') 2. In einer 
17-föniiig gebogenen Heberröhre vom Querschnitte Eikb befinde sich eine 
Flüssigkeit von der Lilnge / und dem spec. Gewicht f; nach der Oleiuh- 
gewichtsstelluug werde die Flüssigkeit in einem Schenkel um die HOhe h 
herabgedrückt und dann dem Etnfluss der Schwere üherls.sseD. Es ist die 
Schwingungsdauer dieses Flüssigkeitspendels abzuleiten. — (Die wir- 
kende Kraft ist immer der Niveau differenz 2/i der freien FlttssigkeitBober- 
ilächen proportional, also auch der Eotfemung h der schwingenden Theil- 
cben von ihren Gleichgewichtslagen proportional^ somit entsteht nach § 13 
eine schwingende Bewegung. Die während eines Zeitelementes geleistete 
Arbeit ist f i/'/«) - frft =^ Ah ■ f ■ dh ; folglich gilt für die Geschwindigkeit 
beim Passieren der Gleichgewichtslage i^/ii) ■ e*^ 4/i* wobei h die Ampli- 
tude. Denkt man mit dieser einen Kreis beschrieben, so wird derselbe 
mit der Geschwindigkeit v in gleicher Zeit ztirflckgelegt, als eine Doppel- 
schwingung; daher 2ha = 2 -vf und die Schwingungsdauer f = y re y?/"-) 
8. Aus einer 5 m unter dem Wasserspiegel befindlichen Öffnung soll das 
Wasser mit einer Geschwindigkeit von lÖ m ausfliessen; welcher Druck 
ist auf die Wasseroberfläche auszuüben? — (Ein Druck von 6'25 m Wasser- 
höhe oder 0'62ö kg auf den cm'.) 4. Wie viel Wasser fliesst in einer 
Stnnde aus einer 10 cm* grossen Öffnung, welche unverBßdert 5*1 m 
anter dem Wasserspiegel bleibt? — (Theoretisch 36 m'.) 5. In welcher 
Zeit wird ein cylinderi^rmiger WasscrbebUlter von 3 m' Querschnitt und 
von 2Vi m Höhe durch eine 10 cm' grosse ölihang am Boden entleert, 
wenn nur GS'Yg der theoretischen Angabe als die wirklich ausflie^sende 
Wassermenge angesehen werden kann? — (^3454 See.) 6. Wo muss man 
bei einer cjlinderfönnigen Wassenihr von 0'08 m' Inhalt, von 40 cm 
Höhe und mit einer Ölfiiung am Boden von 0079 cm* die Marken an- 
bringen, damit sie die ganzen und halben Standen uizeigt? — (Die Zeit 
der Entleerung betrügt 3 Std.; die Hohen der Marken verhalten sich nie 
16 ; 9 : 4 : 1; sie selbst sind 22-.') cm, 10 cm, 2'5 cm.) [Aufg. 3 — 6 sind 
von Müller-Erzbach.] 

§ 39. Der hydraulische Druck. (Daniel Bernoulli 1738.) Daniel 
Bemoulli wies nach^ dtiaa der Druck der bewegten Flilssigkeiteii je 
nach Umständen grösser oder kleiner sein kann, als der Druck der 
rnhenden tlQssigkeiten in denselben ÖefSaaen. Wenn die Gefässe 
so gestaltet sind, dasa der FlUssigkeitsdruok an gewissen Stellen eine 
Beschleunigung in der Bewegnug hervorbringea kann, dann wird eine 
Druckverminderung eintreten; bei Plüssigkeitsstaaungen wird der Druck 

1) Der in einem Volumen V. da» unter dem Drutke p pro Flikcheneinheit 
«teht, aufgespeicherte Arbeitswert p ■ F ist fflr die BeBtimmung der Arbeitawerte 
im Felde der fernwirkenden nnd Cohaeionskrafte von grundlegender Bedeutung. 
Vgl S 19. 
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vermehrt werden. Bemoulli nennt den Druck bewegter Flüssig- 
keiten hydraulischen oder hydrodynamischen Druck zum Unter- 
schiede von dem hydrostatischen Drucke ruhender Flüssigkeiten. 
Das betreflFende Gesetz entwickelte er aus dem Principe der lebendigen 
Kraft. Es ergibt sich in folgender einfachen Weise ^): Figur 36 sei 
ein Theil eines Gefässes von der Form eines 
Rotations-Körpers; in demselben herrsche eine 
reibungslose stationäre Flüssigkeitsströmung. 
In der verschwindend kleinen Zeit dt habe sich 
das Flüssigkeitsvolumen (A BCD) nach {ÄBCU) 
bewegt; dabei wird dieselbe Arbeit verrichtet, 
als wenn Flüssigkeit aus den Verhältnissen, die 
im Räume {ABÄB') herrschen, unmittelbar in 
jene des Raumes {CD CD') versetzt würden, 
weil die Strömungs- und Energieverhältnisse im 
Zwischenräume (ÄB'CD) bei der betrachteten Bewegung unverändert 
bleiben. 

Sind in den beiden Raumelementen die Querschnitte des Gefässes 
beziehungsweise s^, Sg, die Geschwindigkeiten Vj, t?^, die Drücke auf 
der Flächeneinheit j)^, p^ und die Tiefen unter dem Flüssigkeitsspiegel 
jß?!, ;8?2, dann sind ihre Volumen s^- v^- dt und s^- v^- dt einander 
gleich, und mit Benützung der Flüssigkeitsdichte q gibt der Satz der 
lebendigen Krilfte die Gleichung 

Y^i v^'dt- ()(V — Vi^) = s^'V^'dt'Q' a{z^ — z^ 

d. h. der Zuwachs der lebendigen Kraft ist gleich der Arbeit der 
Schwere vermehrt um die Arbeit der Druckkräfte in der Flüssigkeit. 
Durch Abkürzung geht die Gleichung über in die Bemoulli'sche Form 

^qW — Vi") = e • a . {z^ — z,) — {Pi- ä). 

Unter den für das Torricelli'sche Gesetz giltigen Annahmen nimmt 
die Gleichung die Gestalt dieses Gesetzes an; wenn t;^ = 0, jgr^ = 0, 
Pi =Aj 8^ ^^^ ^® Form 

erhalten. 

Dieser Wert für die Ausflussgeschwindigkeit v bei der Druck- 
höhe h soll dazu benützt werden, um in Verbindung mit der vorher- 
gehenden Gleichung das Gesetz für den hydrodynamischen Druck 
p^ in irgend einem Querschnitte s^ des Gefässes zu gewinnen. Wir 



1) F. Neumann, Einleitung in d. theor. Phys.; Mach, Entwickig. d. Mech. 
S. 389; Poincarö, Thermodynamik. S. 113. 
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betracliien 8^ als die Fläche des Flüssigkeitsspiegels, p^ als den daselbst 
herrschenden Druck und s als Fläche der AusflussöSßiung. 

Die erstere Gleichung lässt sich leicht auf die Form bringen 

y p V(l — ^|) = e«^2 — (i>Ä —Pi) • 

Schreibt man für jg^ kurz e und berücksichtigt das Flüssigkeitsvolumen 
s^Vi -= Sjt;, = s ' V, so erhält man 

ft ist der im mittleren Querschnitte s^ herrschende Druck; wird davon 
der auf der Oberfläche lastende Dnick p^ abgezogen, so erhält man 
den von der Flüssigkeit herrührenden Druck p^ — p^. Derselbe ist 
aus der vorstehenden Gleichung 



Pi 



-Ä=(>-a[^-Af.(i-;;;)] 



Die Gleichung erlangt deshalb praktische Wichtigkeit, weil sie 
8ur Berechnung des Druckes in Köhren^ welche entweder vom Boden 
oder von der Seiten wand des Gefässes ausgehen, verwendbar ist. Für 



i^w 



eine solche vom Boden ausgehende seitliche Röhre ist z = h und — 

meist sehr klein, so dass das Quadrat dieses kleinen Bruches vernach- 
lässigt werden kann; der Flüssigkeitsdruck wird dann 

Darnach ist der hydraulische Druck in den Seitenröhren von der Köhreu- 
länge unabhängig, und nur abhängig von der Dnickhöhe h und dem 
Verhältnisse der Querschnitte an den beiden Enden der Seitenröhre. 

Diesem Gesetze ordnen .sich eine Reihe specieller Fälle unter. 
Wird 5 = 0, d. h. die Ausflussötfnung der Röhre verschlossen, dann 
geht der hydraulische Druck in den hydrostatischen über. 

Der hydraulische Druck kann auch negativ werden. Bei einer 
Seitenröhre, durch welche das Wasser ausfliesst, ist dies dann der 
Fall, wenn ^ > 5^, also wenn sich die Röhre nach aussen erweitert. 
(Bestätigung mittelst des Weissbach'schen Apparates.) Aber auch in 
einem verticalen Röhrensysteme lässt sich dies erreichen. Nach der 
vorstehenden allgemeineren, vorletzten Gleichung werden die Seiten 
und mit ihnen der hydraulische Druck negativ, wenn s = a^ und 
h> s sind, wenn also die mit einem Wasserbehälter in Verbindung 
stehende verticale Abflussröhre cylindrisch ist. Nach diesem Principe 
hat z. B. Venturi mittelst des Abflusswassers aus einem See in den 
Appeninen Sümpfe trocken gelegt. 

Der negative Druck bewegter Flüssigkeiten äussert sich als Saug- 
wirkung und wird deshalb auch anderweitig zum Saugen von Flüssig- 
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keiten und Gasen, wie z. B. bei Wassertrommelgefassen, Wasserlufl- 
pumpen etc. verwendet. 

Aufg. 1. Ein weiter Wasserbehälter, in dem 1 ro hoch Wasser steht, 
ist mit einer verticalen, cjlindrischen Abflussröhre von 11 m Länge ver- 
sehen; wie gross ist der hydrodynamische Druck in der Bodenöifoung des 
GefÄsses? — (i)^ — i^i = — 1 kg, d. h.?) 2. In einem Wasserbehälter 
befindet sich 2 m hoch Wasser; vom Boden geht eine seitliche Röhre aus, 
deren Öffnung in der Gefösswand 4 cm^ und deren Ausflussöffnung 8 cm* 
sind. Wie gross ist der hydrodynamische Druck in der WandöffnungV — 
(^^2 — Pi = — 0'6 kg.) 8. Wie gross ist der Druck, wenn die Seiten- 
röhre cylindrisch ist? — (p^ — i>i = 0.) 4. Ein Wasserstrahl vom Quer- 
schnitte s cm* (4) stosse mit der Gresch windigkeit v m (9*81) normal 
gegen eine feste Wand. Welchen Stoss übt der Wasserstrahl aus? — 
(Es ist die Kraft p zu bestinunen, welche jede auffallende Wasserschichte 
von der Dicke vdt äussert, indem sie ihre Geschwindigkeit v verliert; 
da j:> im Schwerpunkte der Schichte angreift, so ist nach dem Satze 

der lebendigen Kraft p • -^ vdt = — 001 • 5 • t; • 10 • — • dt * v^^ daher 

|) = Ol • 5 • t?V9'81 = 3'924 kg.) 5. Ein Gefilss mit einer Seitenöffnung 
vom Querschnitte s (25 cm*) sei bis zur Höhe h (10 m) über dieser mit 
Flüssigkeit von der Dichte q (0*8) angefüllt; wie gross ist bei Beginn 
des Ausflusses die Reaction P auf das Gefäss? — (Gemäss der vorher- 
gehenden Aufgabe P = 0'2 • ä • 5 • ^ = 40 kg.) [Aufg. 5 ist von Daurer.] 

§ 40. Bewegung der Flüssigkeiten in engen Köliren. In den 
vorstehenden Fällen, welche die Bewegung der Flüssigkeiten in weiten 
Gefässen behandeln, wurde angenommen, dass die von den wirkenden 
Druckkräften geleistete Arbeit stets in kinetische Energie der be- 
wegten Flüssigkeitsmasse umgewandelt werde. Diese Annahme ist 
für enge Röhren unstatthaft, indem hier das Gesetz von der voll- 
kommen leichten Verschiebbarkeit der Flüssigkeitstheilchen nicht mehr 
gilt, sondern Kräfte zwischen den kleinsten Körpertheilchen (Mole- 
cularkräfte) sich geltend machen, die deren Freibeweglichkeit hin- 
dern. Das Wasser haftet an den Wänden und wird daselbst zurück 
gehalten, und die zurückgebliebenen Wasserschichten wirken auf die 
voraneilenden hemmend; es macht sich ein Zusanunenhalt der 
Flüssigkeitstheilchen, die sogenannte Cohäsion geltend. Die ange- 
deuteten Bewegungshindemisse werden als Flüssigkeitsreibung 
bezeichnet. 

Unter Berücksichtigung der angegebenen Umstände betrachten 
wir eine Flüssigkeitsbewegung in einer engen horizontalen Röhre, 
welche mit einem Wasserbehälter in Verbindung steht ^). An bei- 
gemischten Bemsteinkömem beobachtet man, dass die Flüssigkeits- 



1) Siehe auch Tait, Eigenschafben d. Materie. Deutsch von Siebert, S. 272; 
RySanek, der hydraul. Druck; VioUe, Lehrb. d. Phys. IL S. 726. 
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theilchen horizontal und gleichförmig sich in der Uöhre bewegen, 
und dass die Bewegung um so schneller erfolgt, je näher die Theil- 
chen der Achse liegen. Bei Benetzung der Uöhrenwand findet an 
dieser gar keine Bewegung statt. Aus der horizontalen Kichtung der 
Bewegung kann man schliessen, dass die Querschnitte der Röhre 
Flächen gleichen Druckes sind; denn sonst müsste zum Zwecke 
der Ausgleichung der Drücke auch eine Bewd^ing in verticaler 
Richtung erfolgen. Von einem zum anderen Querschnitte werden 
aber die Drücke verschieden sein. Die gleichförmige Bewegung in 
horizontaler Richtung ist auch eine Bedingung der stationären Strö- 
mungy weil durch alle Quci-schnitte stets gleich viel Wasser fliessen 
muss. 

Aus der gleichförmigen Bewegung der Theilchen, welche von der 
Röhrenachse dieselbe Entfernung r haben, die also auf einer zur 
Röhre concentrischen Cylinderfläche liegen, folgt, dass die lebendige 
Kraft der Theilchen während ihrer Bewegung nicht geändert wird, 
und dass daher die von dem Flüssigkeitsdrucke geleistete Arbeit der 
zur Überwindung der Reibung verbrauchten Arbeit gleich sein muss. 
Diese Beziehung gestattet, 

den in den einzelnen Quer- *'*«• »'• 

schnitten der Röhre herr- 
schenden Flüssigkeitsdruck 
zu bestimmen. Wir be- 
trachten (Fig. 37) von der 
Flüssigkeit einen sehr dün- 
nen Hohlcylinder mit der 
ringförmigen Basis 

ds ^2r7i ' (fr 

und der Länge a:, von der 
Oefässwand an gerechnet, 

und stellen die Arbeit auf für die Verschiebung des Cylinders um 
die Strecke dx. Der Überdruck an der Wandöffnung {p^^ — j>), be- 
zogen auf die Fläche ds^ leistet die Arbeit (j>q — 2^)'dS'dXy und die 
Reibung, für deren Verzögerung wir « setzen, verzehrt die Arlieit 
(rfs ' X ' i})u ' dx, wenn q die Flüssigkeiisdichte angibt. Durch Gleich- 
stellung beider Arbeitswerte erhält man 

(Po — iO • ^'^ • ^'^" = ds ' X • Q ' €C ' dXy 
oder abgekürzt und q mit der Constanten a verbunden gedacht. 

Mit Rücksicht auf den bekannten Flüssigkeitsdruck an der Aus- 
flussöflfhung, nämlich p = für x = ly wird u=2^o/l- Der dort 
herrschende Luftdruck, der sich auch in der Flüssigkeit fortpflanzt, 
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wird von dem auf der Flüssigkeit im grossen Gefasse lastenden Luft- 
druck aufgehoben. Somit wird der Druck 

l — x 

d. h. der Flüssigkeitsdruck p in der Röhre ninmit im linearen Ver- 
hältnisse mit der Entfernung vom Reservoir ab oder ist direct pro- 
portional der Entfernung von der AusflussöflEhung. Derselbe kann 
durch Flüssigkeitshöhen in verticalen Röhrchen, die an dem Seiten- 
rohre angebracht sind, gemessen werden. Sind mehrere solcher Röhr- 
chen vorhanden, so liegen die Enden aller Flüssigkeitshöhen in einer 
geraden Linie. 

Wegen der Ähnlichkeit der Flüssigkeitsströmung in einer 
engen Röhre mit dem elektrischen Strome soll noch die Ausfluss- 
menge, beziehungsweise die in einer Zeiteinheit durch jeden Quer- 
schnitt strömende Flüssigkeitsmenge (Stromintensität) berechnet werden. 
Zu diesem Zwecke benützen wir für die Reibung einen von Newton 
aufgestellten Wert, der durch die Übereinstimmung der Rechnungs- 
resultate mit den Versuchsergebnissen hinreichend bestätigt wurde. 
Wir setzen die Reibung in einer Flüssigkeitsschichte proportional der 
Reibungsfläche und der Differenz dv der Geschwindigkeiten 
der betrachteten und der Nachbarschichte und umgekehrt proportional 
der Dicke der Schichte, also für die in der Figur angedeutete 
cylindrische Flüssigkeitsschichte von der Länge o; gleich 

dr 

Fourier hat für die Wärmeleitung, Ohm für den elektrischen Strom 
ähnliche Annahmen gemacht. 

Hier heisst x Reibungscoefficient; seine Dimension ist 

Die Bewegung der betrachteten Flüssigkeitsschichte wird infolge 
der Reibung von der benachbarten inneren Schichte beschleunigt, 
von der benachbarten äusseren Schichte verzögert; die resultierende 
Wirkimg der Reibung ist die DiflFerenz beider Einwirkungen und 
daher gegeben durch die Form 

Diese verzögernde Kraft muss der bewegenden Kraft (jp^ — p)-2rjC'dr 
oder der ihr gleichen Grösse — a * x - 2rx - dr gleich sein; somit gilt 
die Gleichung 

X • ^^Xj- \r • J-) dr = — a - x - 2rn • dr, • 



w^ 
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daraus erhält man^) 

Eine Gonstante ist nicht hinzuzufügen, weil für r = 0, d. i. für einen 
unendlich dünnen Faden in der Achse der Reibungswert dv/dr keine 
constante unendliche Grösse sein kann. 

Wenn nun r^ der Halbmesser der Bohrung des Rohres ist, und 
wenn vorausgesetzt wird, dass die Hüssigkeitstheilchen an der Rohr- 
wand fest haften und sich nicht bewegen, so wird die Geschwindig- 
keit der Flüssigkeitsschichte 

die Flüssigkeitsmenge, welche in der Zeiteinheit jeden Querschnitt 
passiert, ist 

M = Iv ' 2rx • dr = %^ - r«* 



d. h. die Ausflussmenge aus einem engen Köhrchen ist der 4. Potenz 
des Röhrchenhalbmessers proportional. Dieses Gesetz wurde von 
Poiseuille (1846) aufgestellt. Dasselbe lässt sich in der Form 

M — {£o—j!)Io* " — ^ 

wobei P als bewegende Kraft für die Längeneinheit und JB als 
Widerstand betrachtet werden kann, mit dem Ohm'schen Gesetze in 
der Elektricitätslehre verglichen^). 

Aus den Versuchen von Poiseuille folgt, im cm -gr-sec- Systeme 
ausgedrückt, für Wasser bei 

00 C, X = 0018; 10^ C, X = 0013; 20« C, x = 0*010, 

d. L wenn der Zwischenraum zwischen zwei parallelen Ebenen, deren 
Abstand 1 cm ist, mit Wasser von 0^ C gefüllt ist, und eine Ebene 
bewegt sich parallel zur anderen mit einer Geschwindigkeit von 1 cm 
in der Secunde, so wirkt eine Kraft von 0018 Dyn auf 1 cm^. Man 
bemerkt, dass die Reibungscoefficienten mit wachsender Temperatur 
rasch abnehmen. 



1) Behufs elementarer Summiening ygl. die Anm. § 2 und § 23. 

2) Rieckc, Ober einige Beziehungen zwischen hydrodynamischen und elek- 
trischen Erscheinungen. Kgl. Gesellsch. d. W. Göttingen 1887. Nr. 1. 



in. Von dem Gleicligewiclite und der Bewegung der Gase. 

§ 41. Eigenschaften der Gase. Der wichtigste und am meisten 
verbreitete gasformige Körper ist die Luft. Insofeme dieselbe bei 
den mechanischen Erscheinungen als Vertreter der Gase betrachtet 
wird, heisst die Mechanik der gasförmigen Körper auch Aeromechanik. 

Die Gase haben mit den Flüssigkeiten die Schwere und die 
leichte Verschiebbarkeit der Theilchen gemeinsam; sie unterscheiden 
sich von diesen durch die vollkommene Elasticität, indenl sie leicht 
zusammendrückbar und stets ausdehnsam sind. Infolge der Ausdehn- 
samkeit haben die Gase das Bestreben, sich nach allen Seiten hin 
auszubreiten; sie müssen deshalb in ringsum geschlossenen Gefässen 
aufbewahrt werden, und sie üben auf die Wände desselben einen 
Druck aus, welcher Spannkraft oder Expansivkraft genannt wird. 

a) Das Gewicht der Luft. Die Eigenschaft der Schwere der 
Luft wurde erst in neuerer Zeit klar erkannt^). Aristoteles zählte 
die Luft zu den leichten Körpern, die ihren Platz oben suchen und 
nach unten keinen Druck ausüben. Aus seinen Einwänden gegen die 
Theorie des leeren Raumes von Demokrit und den Atomisten zog 
man die Folgerung, die er selbst nicht ausgesprochen hatte, und lehrte 
in den Schulen des Mittelalters, dass es keinen leeren Raum gäbe und 
auch keinen geben könne, weil die Natur eine Abneigung (horror 
vacui) vor ihm hätte. Erst Galilei (1564 — 1642) sprach sich dahin 
aus, dass die Natur wohl keinen „horror vacui" haben könnte; er 
stellte die Schwere der Luft fest, indem er nachwies, dass ein Ge- 
fäss, in welchem Luft zusammengedrückt wird, an Gewicht zunimmt, 
und er lenkte die Aufmerksamkeit auf die Thatsache, die ihm eines 
Tages ein Brunnenmeister aus Florenz mitgetheilt hatte, dass das 
Wasser in der Röhre einer angelegten Saugpumpe weder mit Pumpen 
noch mit einer anderen Maschine höher zu heben sei als auf 18 Ellen 
(ca. 10 m.). 

Zur Erklärung dieser Erscheinung nahm Galilei an, dass das 
eigene Gewicht die Wassersäule hindere, aufzusteigen, und schloss, 
dass eine Flüssigkeitssäule um so höher steigen werde, je weniger 

1) Rosenberger, Geschichte d. Phys.; Violle, Lehrb. d. Phys. II. 735; Pellat, 
Cours de Phys. I. S. 202. 
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dicht sie ist. Sein Schiller Torricelli entnahm aus dieser Lehre, dass 
beim Heben dea Kolbens in der Saugpumpe über 18 Ellen hinaus 
oberhalb der Wasserfläirbe ein leerer Kaum entstehen müsse und 
widerlegte damit die herrschende Ansicht Aber den horror vacui. 
Xnch einer Andeutang seines Lehrers stellte Torricelli auch diese 
Luftleere dar, indem er eine auf einer Seite geBchloBfieoe Qlasröhre 
mit Quecksilber füllte, die Rohre auf der offenen Seite mit dem 
Finger verscbloss, umkehrte und dann mit dem unteren Ende in ein 
mit Quecksilber gefülltes Gefäss brachte. Die Quecksilbersäule hielt 
sich dann ca. 7(i cm über dem Niveau des Quecksilbers im Gefüsse, 
und über derselben war der leere Raum erkennbar. Der Versuch ist 
heute unter dem Nameu „Torricelli's Versuch" bekannt. Der Ent- 
deeker selbst achrieb über denselben in einem Briefe vom 11. Juni 
1644 an Michel-Ange Ricci: „Wir leben auf dem Grunde eines Luft- 
ocoanes und wissen durch unzweifelhafte Versuche, dass die Luft 
schwer ist. Auf der Oberfläche der Flüssigkeit in dem äusseren Ge- 
fässe lastet eine Luftsäule von 50 Meilen Höhe. Ist es da wunderbar, 
wenn das Quecksilber, welches weder Widerwillen noch Zuneigung 
für die Röbre zeigt, in dieselbe eintritt und darin ansteigt, bis das 
Gleichgewicht mit der Luft beigestellt ist, welche es binaufpresst'i"' 
Ferner führt er noch an, „er habe den Versuch ausgesonnen, nicht 
nur um in einfacher Weise ein Vaeuum herzustellen, sondern um 
ein Instrument zu besitzen, welches die Schwankungen der Luft an- 
zeigen kann, die bald schwerer und dichter, bald leichter und dünner 
ißt". — Der Versuch wurde von Pascal mit verschiedenen Flüssigkeiten 
wiederholt und darnach zur Construction von Quecksilberbarometern 
verwendet. (Gefaas- und Heborbarometer.) Nach Paacara genauer 
Angabe wurde von seinem Schwager Perier (1648) der Luftdruck 
am Fnsse und auf der Spitze eines Berges und dann eines Tburmes 
Ton Clermont gemessen und erkannt, dass bei 6 — 7 Toisen Erhebung 
die Quecksilbersäule ungefähr '//" sinkt. Pascal selbst fand durch 
eigene Messungen das Resultat bestätigt; er hielt damit für unzweifel- 
haft erwiesen, dass nicht etwa die Natur den leeren Kaum scheue, 
sondern dato die entdeckten Erscheinungen der Schwere und dem 
Luftdrucke zuzuschreiben sind. 

b) Fortpflanzung des Druckes. Nachdem Pascal weiterhin 

gefanden, dass die Höhe der Quecksilbersäule unabhängig ist von der 

Grösse des Querschnittes imd von der Form der Röhre, und dass sie 

auch erhalten bleibt, wenn man daa im Freien befindliche untere 

Ende vertical nach aufwärts (U-lormig) oder horizontal biegt, ja selbst, 

, wemi die untere Öffnung direct nach unten gekehrt ist (vorausgesetzt, 

dass dieselbe eng genug ist, um das Eintreten der Luft zu hindern^ 

I dehnte er sein Princip der gteicbmäasigen Fortpflanzung des 

I Druckes von den Flüssigkeiten auch auf Gase aus. Die Begründung 
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liegt in der leicliten Verschiebbarkeit der Theilchen, welelie Gigen- 
schaft für Gase ebenso gut wie für Flüssigkeiten. 

Als Gaadnick oder Spannung wird stets der Druck auf die 
Fläcbeneinheit in Hechnuug gezogen. Durch Multiplication mit 
der Anzahl der Flächeneinheiten erhält man den Druck auf jede be- 
liebige Flache. Mit dieser Feststellung ist auch die darauf beruhende 
Giltigkeit des Archimedischen Gesetzes von dem Gewichtsverluste der 
Körper in der Luft gegeben. Dasselbe begründet das Aufsteigen 
leichter Körper in einem dichteren Mittel und stellt demnach die 
Ansicht des Aristoteles von dem Streben der leichten Körper nach 
oben richtig. 

In neuer augenfälligen Weise wurde der Luftdruck und dei 
Fortpflanzung nach aUen Seiten durch die Erfindung der Luftpum 
von Otto V. Guericke (1650) nachgewiesen. Dieselbe gestattet 
mittelst einer Saugpumpe einen Ballon, eine Glasglocke oder dergleichen 
luftleer zu machen und eine Keihe Erscheinungen, die auf dem Luft- 
drücke beruhen, in einfacher Weise hervorzurufen. (Magdeburger 
Halbkugeln, Sprengen einer Blase oder einer Glasplatte, Quecksilber- 
regen, Nachweis des Archimedischen Gesetzes mittelst des Wage- 
manometers, Versuche über den freien Fall, über SchaUleitung etc.) 

Mit Hilfe der Luftpumpe wurde auch die Construction von 
Metallbarometern möglich, die nach Vidi aus einer luftleer ge- 
pumpten Blechdose und nach Bourdon aus einer luftleeren, gekrümmten 
Röhre aus Messingblech bestehen. Die Luftdnickänderungen rufen 
eine Ändenmg in der Gestalt dieser hohlen Blechgefässe hervor und 
bringen eine Hebel- und Zeiger Vorrichtung in Bewegung, die an einer 
empirisch hergestellten, Barometerstände angebenden Eintheilung ab- 
gelesen werden kann. 

c) Elasticität. Die Zusammendrückbarkeit und Aus dehn samkeit 
der Gase wird durch das von Buyle (lt>(i2) und von Mariotte (1076) 
aufgestellte Gesetz genau bestimmt. Zum Kachweise bedient man 
sich nach beiden Physikern einer ü-förmig gebogenen Glasröhre mit 
ungleich langen Schenkeln, von denen der kürzere verschlossen, der 
längere offen ist. Giesst mau nun Quecksilber durch die Öfliiung des 
längeren Schenkels, so wird die Luft im kürzeren Schenkel znsammen- 
gepresst und übt einen stärkeren Druck aus, als die freie Atmosphäre; 
der Überdruck wird durch das Übergewicht des Quecksilbers im 
längeren Schenkel gemessen. Durch Ablesung an einer neben der 
Röhre befindlichen Eintheilung findet man als Ergebnis mehrerer 
Versuche, dass die abgeschlossenen Luftvolumen im kürzeren Schenkel 
sich nmgekehrt wie die betreuenden Spannungen der Luft verhalten, 
oder dass das Product aus dem jeweiligen Drucke j) und dem Volumen v 
eine unveränderliche Grösse ist, dass also 
P ■ V = R const, 
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ist. Daa Geseti^, das die Namen meiner Entdecker führt, gilt auch für 
verdünnte Luft und wird für diese nachgewiesen, indem man eine 
gerade, oben geschlossene, unten otfene Glasröhre theilweise mit Queck- 
silber füllt und dann nach Art des Torri cell i 'sehen Versuches mit dem 
offenen Ende unter Quecksilber bringt. Zieht man dann die Glas- 
röhre stückweise in die Höhe, so wird der Luftraum darin yergrössert, 
die Luft verdünnt und deren Druck vermindert. Das Gewicht der 
Quecksilbersäule in der Röhre über dem äusseren Quecksitbemiveau 

I gibt den Druckunterschied gegenüber dem äusseren Luftdruck an. 
Bei doppeltem Lufträume steigt die Quecksilbersäule auf die halbe 
Höhe des Barometerstandes. 

Das Boyle'sche Gesetz ist von Dulong und Arago für Luft bis 
zum Drucke von 2ß Atm. als nahe richtig erwiesen worden. Regnault 
(1810 — 1878) fand durch sehr genaue, kunstvolle Messungen, dass 
das Gesetz nur für geringe Drücke streng gilt; alle seine Versuchs- 

. ergebnisse genügten besser folgender empirischen Formel: 



Oller, wenn p^ und v„ als Dmck- beziehungsw« 
angenommen werden, 

FOr Luft ist 
für Stickstoff ist 
för Kohlensäure 



3 als Volumseinheiten 



-1 



.4 = 0-001100, B = 0'OOOO1938, 
^ = 0-000690, B=0'O0007O4O5, 
A = 0'0085a2, ß = 0-O00OO7285b. 
Das Boyle'sche Gesetz zeigt sich umsomehr ungenau, je naher das 
Gas durch Druck und Abkählung dem flüssigen Zustande gebracht 
wird, Hierüber haben Cnilletüt und Ämagat äusserst sorgfältige Ver- 
suche ausgefübrt. Alle bezüglichen Untersuchungen weisen darauf 
hin, dass die Abweichung der Spannung durch die wechselseitige 
Einwirkung der Gastheilchen bedingt ist. Gase, bei welchen eine 
solche Einwirkung nicht stattfindet oder doch so gering ist, dass sie 
vernachlässigt werden kann, folgen dem Boyle'schen Gesetze und 
werden „vollktimmene" oder „ideale" Gase genannt. 

In diesem Abschnitte werden nur sogenannte vollkommene Gase 
betrachtet werden. Jedoch soll noch gezeigt werden, dass die auf- 
gestellte Kegnault'scbe Gleichung auf die Form des Boyle'schen Ge- 
setzes gebracht werden kann und daher eine ähnliche Deutung zu- 
lässt, wie sie diesem Gesetze im folgenden Paragraphen gegeben 
werden wird. Wir schreiben die Gleichung in der Form 



( 



« = (1+Ä + B)- 



' + i 
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1 + A + B = R, B=R^ = R -^ 
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Damit wird 



und 



+ Ä + B 






Wird die letzte Gleichrmg mit o multipliciert und mit Yemach- 
lassiguDg des letzten kleinen Gliedes von der vorletzten subtrahiert 
so folgt 

p . (t; — d) = i< 1 -^ , 

oder 

p • (v — d) = iZ — 4 (^ — ©), wenn a = iJ • o + ^ + 2jB, 

und endlich 

Dieses ist die van der Waals'sche Zustandsgleichung, welche auf 
theoretischem Wege abgeleitet wurde imd nicht bloss für Gase, son- 
dern auch für Dämpfe und Flüssigkeiten als giltig angesehen wird^). 
Die Übereinstimmung ihrer Form mit dem Boyle'schen Gesetze ist 
augenscheinlich; es erscheint nur der Druck p um eine gewisse Grösse 
vermehrt und das Volumen um einen Betrag o vermindert. Die Be- 
deutungen der betreflFenden Werte als Cohäsionsdruck und Molecular- 
volumen sollen in der Lehre von den Molecularkraften nachgewiesen 
werden. 

Für Luft erhält man nach den oben angefcLhrten Regnault'schen 
Bestimmungen für A und B die Werte 

(0 = 00044, a = 000551, JS = 10011244. 

Dieselben ZiflFem erhält Dühring*) nach einer anderen Transformation, 
während die Waals'schen Angaben davon etwas abweichen. Als Ein- 
heit des Druckes gilt dabei der Druck einer 1 m hohen Quecksilber- 
säule und als Yolumseinheit das Yolumen des Gases unter diesem 
Drucke bei 0^ C. 

Apparate, welche auf der Wirkung der Gasspannung beruhen, 
sind: Luftpumpe, Manometer, Saug- und Druckpumpe, Stech- und 
Saugheber, die Mariotte'sche Flasche, Gasometer u. a. 

1) Van der Waak, die Continuität des gasförmigen u. flüssigen Zustandes. 
Deutsch Ton lioth. 1881. 

2) E. und U. Dühring, Neue Grundgesetze d. Phys. u. Gh. S. 28. 1886. 
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Anfg. 1. Wie gross ist der Luftdruck auf 1 cm* bei einem Baro- 
meterstände von 0-76 m? — (7ß ■ ISöS g = 1031384 kg.) 2. Welche 
Hdhe muas eine Wassersäule ha,ben, um dem mittleren Drucke der Atmo- 
sphäre am Meeresspiegel das Gleichgewicht zu halten? — (10'33 in.) 
Wieviel AtmosphärendrOcken ist ein Fisch in einer Tiefe von lUO ni 
unter der Meeresflfiche ausgesetzt? — (968 Atm.) 4. Bis zu welcher 
Bßbe kann durch das Saugen des Kolbens in einer Pumpe das Wasser 
gehoben werden? — (10'3S m.) B. Eine Saug- und Hebepumpe hat einen 
Kolben, dessen Fläche ^ *■; der Abstand ihrer AnsHussöfEnuug vom Wasser- 
Bpiegel ist = /( und die Hubhöhe des Kolbens ^ h- wie gross ist die 
snm Auspumpen des Wassers nöthige bewegende Kraft P und wJe gross 
die Arbeit \V des Kolbens, abgesehen von alleu Bewegungshinderaissen? — 
(Aus dem LuR- und Wasserdruck ergibt sich ftlr jede Kolbenstellung 
J>^s k- f, W = P • h = s ■ b ■ h ■ f, f= speo. Gewicht des Wassers,) 
6. Wie gross ist die bewegende Kraft, sowie die Arbeit bei einer 8aug- 
nnd Druckpumpe, welche die Dimensionen der Saug- und Hebepumpe in 
der vorhergehenden Aufgabe hat? Der Berechoung ist der Abstand des 
Kolbens vom Wasserspiegel = y zugrunde zu legen. — (Beim Aufziehen 
ist P=s-!i-r, W-=S-f-fidy = ~sf{},^-y>) = s-f-y -h. 
Beim Niedergehen ist P = sfih — y), W-=sfhih — y). Beide Arbeiten 
jusammen sind sfh 6.) 7. Bei einer Saug- und Hebepumpe hat der Kolben- 
durchschnitt 60 cm' und die AusflussöfFnung eine Höhe von 3 m über dem 
Wasserspiegel; welche Kraft iet zum Auspumpen nöthig? Wie gross ist 
die zu (lieser Pumpe nöthige Arbeit, wenn der Kolben 15 mal spielt und 
seine Hubhöhe 05 m ist? Wieviel Wasser liefert dabei die Pumpe und wie 
fross ist der Effect, wenn der Kolben in einer Minute 15 mal spielt? — 
18 kg, 135 kgm, 0'27 m", 2-25 Sec.kgra.) 8. Das spec. Gewicht der 
juft au der Erdoberfläche ist bei O" Temperatur und 760 mm Barometer- 
stand 0'001293 g. Wenn es nun in allen Höhen dasselbe wäre, wie hoch 
Würde die Atmosphäre reichen? Und warum mnss die so berechnete Höhe 
SU klein ausfallen? — (79SB m.) 9. Es soll die Höhe berechnet werden, 
welche die Atmosphäre haben würde, wenn sie sich bis zu derjenigen Ent- 
fernung von der Erdoberfläche erstrecken könnte, in welcher die Schwerkraft 
der durch die Umdrehung der Erde bedingten Fliehkraft gleich ist. Die 
Beschleunigung der Schwere am Ä<juator ist 9'61 m, die Beschleunigung 
der Fliehkraft daselbst 0'0339 m. Die Höhe {x — l) ist in Erdhalb- 
»essem auszudrücken. — (Aus 9-81/ir* = 0'0339 -x folgt j- — 1 = ö'B 
Erdhalbmesser.) 10. Wie hoch ist die Luftsäule, welche bei O" C und 
760 mm Barometerstand denselben Druck ausübt, wie eine Quecksilber- 
säule von : mm Höhe? Das spec. Gewicht der Luft ist 0'001293 g, das 
Quecksilbers 13-59 g. — (105 ra.) U. Der Erfinder der Luftpumpe, 
Otto von Guerieke, Bürgermeister von Magdeburg, stellte im Jahre 
~ ror Kaiser und Reich Versuche 

innen der Anwesenden die sö- 
i2 Zoll Durchmesser, nachdem 
mit Hilfe von Pferden au sein - 
Kraft waren die beiden Halb- 



Ersti 



3654 auf dem Reichstage 

it der Luftpumpe an, wobei zui 
genannten Magdeburger Halbkugel) 
möglichst luftleer gemacht wari 
Ander gerissen werden konnten. Mit welchi 



durch die äussere Luft aneinander gedrückt? Luftdruck auf 
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1 Quadratioll = 15 PW.) — (Jede der beiden Halhkugeln wurde mit der 
Kraft von 11* - 31416 ■ 15 = 5702 Pfd. gedrückt.) 12. Um sich zu 
überzeugen, ob die Luft schwer sei, ntihm Aristoteles eine Blase, wog 
sie zuerst mit Luft gefüllt und dann im zusammengedrückten Zustande, 
aiso mßglichst loftleev. Da er bei beiden Wttgtuigen dasselbe Ctewicbt 
fand, so schloss er daraus, die Luft sei nicht schwer. Welchen Umstand 
hatte er fibersehen? 13. Eine Olaskagel, deren innerer Halbmesser 
r=14-l cm, wiegt mit atmosphärischer Luft gefüllt 71= 34932 1 g, 
luftleer gemacht aber nur 5j^333'975 g; wieviel wiegt 1 cm"'' Luft? — 
(0'001307 g, genaue Messung gibt für O" C und 760 ra Barometer- 
stand 0'001293 g.) 14. Wie gross ist die Steigkraft eines bei O" C und 
einem Barometerstände von 760 mm mit reinem Wasserstoff gefüUten 
Ballons Ton 600 m''' Inhalt, wenn dessen Gewicht nebst Zubehör 520 kg 
ist? Das spec. Gewicht der Loft — 0'0013 g, jenes des Wasserstoffes 
= 0-0013 ■ 007 g. — (206 kg.) 15. Wie gross muss der Durchmesser 
eines kugelförmigen Luftballons seb, der mit reinem Wasserstoff vom spec. 
Gewicht 0-00OO91 g gefüllt, mit einem Gewichte von 363 kg in die Höhe 
steigen soll? Spec. Gewicht der hall = 0'001293 g. — (Grösser als 
8*3 m.) la. Unter welchem Drucke fliesst das Wasser aus einem Winkel- 
heber, wenn im kürzeren Schenkel, der ins Wasser taucht, die Wasser- 
säule Ji und im längeren, ins Freie gehenden Schenkel die Wassersttule 
H cm hoch istV — (// — li gr.) [Pliedaer und Krebs.] 

§ 42. Das Spanniingsgesetz als ArbeitBgleieliuiig, Das Bovle'sche 
Gesetz gibt das Pvoduet aufi der Gasepannung p pro Flächeneinheit 
in das Volumen v als eine constante Grösse an; es ist darnach 

p ■ V = R. 
Dasselbe Product wurde bei Flüssigkeiten (S. 130) als Arbeitswert 
erbalten; ebenso wie dort gibt ea auch hier die Arbeit an, welche der 
Körper bei Entlastung von seinem Drucke leisten kann. Denn es ist ohne 
weiteres einleuchtend, dass der Arbeitswert eines unter einem gewissen 
Drucke stehenden Gases dem GasToIumen proportional sein mu.ss, weil 
ja Gftsmengen in gleichen Volnmtheilen unter denselben umständen 
auch gleiche Arbeiten verrichten; und der Factor von v [dim. L"] 
muss seiner Dimension nach ein Druck sein, damit das Product 
die Dimension einer Arbeit [M ■ L^ ■ T-^] habe. Dass dieser Arbeits- 
factor p [dim. ML~' ■ T—'] mit dem wirklich vorhandenen Gasdruck 
übereinstimmt, folgt leicht aus dem Auaiiussgesetze (§ 38 nud § 44). 

Mit Hilfe des Principes der virtuellen Bewegung kann man das 
Gesetz unmittelbar auf folgende Weise ableiten: Wir halten ein Gas, 
das «ich in einem cylindriscben Gefässe vom Querschnitte s befindet, 
n^it dem Kolbendrucke p ■ s im Gleichgewichte; alsdann legen wir 
ein Übergewicht dp für jede Flächeneinheit hinzu und gestatten dem 
Kolben die Verschiebung dh. Dabei leistet der Kolbendruck die 
Arbeit {p -\- ilp) ■ s ■ dh ^p ■ dv, wenn s ■ dp ■ dh als verschwindend 
kleine Grösse der zweiten Ordnung vernachlässigt wird. — Die ge- 
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leistete Arbeit wird zur Verachiehung der einzelnen öasschichten ver- 
braucht, (leren Spannung um dp wächst. Diese Arbeit das Spannungs- 
xuwacbses für eine Schichte ist s ■ dp- A, wenn X die VerBchiebung 
der betreffenden Grundfläche 5 angibt. Theilt man den ganzen Gas- 
cylinder in Schichten von der Dicke der entsprechenden Verschiebung 
A, BO erhält man unter der Vorausaetzung einer gleichmässigen 
Druckfortpflanziing als Arbeit des Spannungszuwachses der ganzen 
Gaamaaae 2^ s ■ dp ■ X ^^ s ■ lip ■ SX = v ■ dp. Mittelst der hydrosta- 
tischen Grundgleichung hätte dieser Wert direct angeschrieben werden 
könneu. Nach dem Principe der virtuellen Bewegung ist nun die 
Summe der geleisteten Arbeiten gleich Null, wenn keine andere Arbeit 
sonst in Betracht kommt; also ist 

p ■ dv -\- V ■ dp = , 
eine Beziehung, welche die Ableitung ist von /j-r = Ü. 

Dies ist das Boyle'sche Gesetz iu der Form eines Arbeitswertes, 
der die auf Gas angewandten äusseren Arbeitsleistungen und die aul'- 
gespeicherte Energie einschliesst. Ostwald nennt diesen Arbeitswert 
Volumenergie. 

Nach dem Helm'scheu Intonsitätsgesetz ist der Druck ji als 
Intensität oder Wirkungsgrad und das Volumen u als Extensität 
oder Wirkungsraum zu betrachten. 

Da die van der Waals'sche Zuatandagleichung der Form nach 
mit dem Boyle' sehen. Gesetze übereinstimmt, so folgt auch ihre Beden- 
tang als Arbeitagleichung. Es ist der äussere Druck p nur noch um 
den Cohäsioiia druck der Flüssigkeit zu vermehren luid das Volumen i; 
nm einen Theil, der der Druckänderung nicht unterworfen ist, zu 
vermindern. Eine eingehendere Erkläning soll später folgen. 

Aufg. 1. Nach KrÖnig und Clausiua wird das Spann ungsgeäetz der 
Gase durch den Stoss alastischer Eugelu erklärt, indem angenommen wird, 
daBS die Gastheilchen (Molecüle) als elastische Kugeln gleichmUssig im 
R&ame verbreitet seien, dass dieselben nach allen Seiten bin sich bewegen 
Und durch den Stoss gegen die Gefllssw&nde einen Druck ausSben. Tm 
Sinne dieser „kinetischen Gastbeorie" seien in einem Würfel vom 
Volumen r ^ l' eine grosse Zahl n kleiner elastischer Kugeln so ver- 
theilt, dass immer 6 in einem Räume A*' enthalten sind, l'/l" ^ n/G. 
Von den 6 bei einander befindliehen Kugeln bewegen sich 2 nach ent- 
gegengesetzten Richtungen parallel der Höbe, 3 ebenso nach der LSnge 
and 2 ebenso nach der Breite des Würfels. Ea ist der auf die Wände 
ausgeübte Druck p za bestimmen, wenn alle Kugeln nach der angegebenen 

IArt sich mit der Geschwindigkeit i* bewegen, und darnach ist der Aus- 
draok pv zu ermitteln. — (Parallel zu einer Würfelflüche liegen /*/l^ 
Kugeln; dieselben stossen gleichzeitig an die Wand und üben infolge der 
GeBchwindigkeitsünderung 2« die Kraft ni ■ 2« - }-/k^ aus. In einer Zeit- 
ainheit stossen ii/l Kugeln naeb einander auf die Wand; daher ist die 
BJaftent Wickelung in der Zeiteinheit auf eine Würfelseite 



p.l* = m-2u -P/l' -11/).. 

Daraus folgt J> • v -^ ~ n ■ -;r ihm*, d. h. der Arbeitswert pv beträgt 3 
Drittel der gesanmiten Itibendigen Kraft im Voluinen c.) 3. Über 
Mantel eines Kreiscyl Inders mit dem Halbmesser r und der Hfihe k 
n Masse ntheilchen »1 gleichmässig vertheilt und wei'den mit der (jeschwiq 
digkeit « gleicbfiirmig um die Cylinderachse gedreht. Das Oyliodervolmnrt 
Bei r = r''}ih. Es ist der infolge der Fliehkraft auf die FlUchei " 
ausgeübte Druck p und darnach die lebendige Kraft aller Masse ntheilchel 
zu bestimmen. — (p = h ■ «jM*/2c'jr/i, pv ^ n ■ -^-tnu^, d. h ?) 8. WH 
gross sind der normale Oberflächen druck und die lebendige Kraft, weBAl 
in der vorhergehenden Aufgabe anstatt eines rotierenden Cjlinders ein« 
rotierende Kugel angenommen wird? — (pt »= — - -«- — mn*. Siehe § 73.) 
4. In einem Laftmanometer von / = 677 mm Länge, in welchem die 
Luft anfänglich die dem Barometerdruck b = 760 mm entsprechende Er- 
pansivkraft hatte, wird die Luft durch das Steigen der QueoksilboisSule 
um h = 352 mm comprimiert; wie gross ist die auf das Quecksilber des 
- Manometers wirkende Dampfspannung? — (2'15 kg.) 5. Wenn der innere 
Rauminhalt des Stiefels einer Luftpumpe, den des Kolbens abgerechnet, 
1' {O'l (im^), der Rauminhalt des Recipienten nebst dem des Kanals 
t- (2'8 dm'), die Dichte der Luft S (l) ist, wie gross ist die Dichte der 
Luft im Recipienten nach n (8) Kolbenzügen? — (d, = ( ^^ Y- tf ^ 0* 1 678.) 
6. Nach wie viel Kolben/flgen wird bei einer Luftpumpe, deren Recipient 
ein viermal so grosses Volumen hat wie der Stiefel, die Luft bis zu y^ 
ihrer aniünglichen Dichte verdünnt sein? — (i; ^ I0'3.) 7. Wenn bei 
einem Barometerstande von 755 mm in dem abgekürzten Barometer unter 
dem Recipienten einer Luftpumpe das Quecksilber des verschlossenen 
Schenkels bis auf 5 mm über dem im offenen gefallen ist, welche Luft- 
verdünnung hat dann stattgefunden? — (Yi^j Luftverdünnung.) B. Bei 
einer Compressionspurape ist der Rauminhalt des Stiefels V (120 cm"), 
der des Recipienten nebst dem des Kanals v (360 cm'), die Dichtigkeit 
der atmosphärischen Luft S (l); wie gross ist die Dichte der Luft nach 
n (27) Kolbenstöasen? — (ä„ = ir + n ■ V)d/v = 10.) 9. Es ist das 
Aus- und Einathmen der Luft zu erklltren. [Aufg. 4 — 9 sind von Fliedner 
und Krebs. Aufg, 2 und 3 habe ich in der Abhandlung Ober die Haupt- 
sätze der mech. W.-Th. in der Realscbulztsch. , Wien 1890, mitgetheilt.] 

§ 43. Barometrische Höhenmesanng. (Pascal l(i4R.) Da der Luft- 
druck von dem Gewichte der Luft herrührt, so muss derselbe mit 
wachseuder Höhe über der Erdobei-fläche abnehmen. Auf diesen 
bereits angeführten Satz von Pascal gestützt, hat Mariotte (167C) die 
Druckabnahme mit der Höhe bestimmt und damit den Grund daau 
gelegt, aus dem Luftdrucke die Erhebung Über der Erdoberfläche zu 
berechnen. Die Rechnung wurde von Halley (1G85) mit Ililfe des 
Boy le -Mariotte' sehen Gesetzes ausgeführt. Für vollständig ruhige, 
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|> • rft; = Y • d • rft; • u*, 
und man erhält 

u = 

d. h. die Ausflussgeschwindigkeit ist proportional der Quadratwurzel 
aus der Öasspannung und umgekehrt proportional der Quadratwurzel 
aus der Dichte oder aus dem specifischen Gewichte des Grases. 

Der Druck p gilt, wenn das Ghis in den luftleeren Raum aus- 
strömt; es ist aber für denselben die Differenz aus dem Gasdruck 
und dem äusseren Luftdruck zu setzen, wenn das Ausströmen in die 
freie atmosphärische Luft erfolgt. Ln ersteren Falle, wenn Luft aus 
einem Gefässe unter gewöhnlichem Atmosphärendruck in den leeren 
Raum austritt, ist p = 76 • 1359 und * = 0001293/10*, daher wird 
u = 399-7 m. 

Zum Zwecke einer raschen Bestimmung der Länge fftr u ist es 
vortheilhaft, zu beachten, dass p/ad die Höhe einer Gassäule angibt, 
deren Gewicht dem Gasdrucke gleich ist. 

Auf dem Satze, dass die Ausflussgeschwindigkeit der Gase um- 
gekehrt proportional der Quadratwurzel ihrer specifischen Gewichte 
ist, wenn sie unter bestimmtem Drucke stehen, beruht ein Apparat 
von Bunsen, der specifische Gewichte der Gase zu bestimmen gestattet. 

Bezüglich der Ausflussmenge der Gase gilt im allgemeinen 
dasselbe wie für Flüssigkeiten; der Contractionscoefficient für Öfl&iungen 
in dünner Wand ist 0*5 — 0*6; durch Ansatzstücke kann derselbe 
bis 1 und darüber vergrössert werden. 

Aufg. 1. Welche' Geschwindigkeit findet man für das Ausströmen 
von Kohlensäure und Wasserstoff in den leeren Baum, wenn ihre spec. 
Gewichte zu 1*62 mal und 007 mal 0001293 berechnet werden? — 
(324 m, 1511 m.) 2. Mit welcher Geschwindigkeit, von der Contraction 
abgesehen, fliesst atmosphärische Luft von 2280 mm Spannung aus einem 
GefUsse,- wenn der Gegendruck eine Atmosphäre beträgt? — (565 m.) 

3. Bunsen beobachtete, dass bei der kleinen öffoung eines röhrenähnlichen 
GefUsses ein gewisses Volumen elektrolytischen Knallgases in 75*6 Secunden 
entwich, während ein gleiches Luffcvolumen hiezu unter denselben Tem- 
peratur- und Druckverhältnissen 117*6 Secunden brauchte; wie gross ergibt 
sich daiiiach das specifische Gewicht des Knallgases? — 

((75*6/ 117-6)2 . ö = 0-4133 • 0001293 = 0000534.) 

4. Im Innern eines Rauchfanges von der Höhe h (10 m) herrscht die 
Temperatur t^ (171^ C), aussen t (21^ C); mit welcher theoretischen Ge- 
schwindigkeit strömt die heisse Luft aus? a = 9*8 m, spec. Gewicht der 
Luft bei fi C ist /i = ^ • h/lQO{i + f/273). — (Nach dem Archimedi- 
schen Gesetze ergibt sich die Steigkraft P = s - h(ft — ftj. Die Kraft 
greift im Schwerpunkte an. Beim Ausströmen der Luftmasse durch die 
obere Öffnung des Rauchfanges ist ihr Weg h/2 und daher ihr Arbeitswert 
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Tritt die oberste Luftsühiolite aus, so 
ebendige Kraft -ä " ■ dh ■ f,^n'' j a ver- 
Fwandelt, und daraaeb folgt h = vt2''*('i — ')/(273 + = 10 m|,) 
f[Aufg. 1 und 2 sind von Müllor-Erabach, 3 und 4 von Daurer.) 

Winde. Niveaafiäclieii der Lnft. a) Windregeln. Die 
L Forschung nacli ilon Gesetzen der LuftstrcJmungen gehilrt der neuesten 
" Der Verkehr auf den Weltmeeren zu Beginn der Neuzeit 

fÖhrte zn der Kenntnis, daas zu beiden Seiten dea AquatorB der Wind 
i ganze Jahr regelmässig in derselben Richtung weht. Nach der 
Richtung heisst der Wind auf der nördlichen Seite Nordostpassat 
und auf der südlichen Südostpassat. Bacon gab (1064) als Ursache 

^ dieser Erscheinung die Temperaturunterschiede an; Hoofce sprach die 
Ansicht aus, dass die warme, leichtere Luft vom Aipiator in die Höbe 
steige und in den oberen Schichten gegen die Pole fliesse, die kalte, 
schwere Luft aber in den unteren Schichten von den Polen zum 
Äquator zurückkehre; und Halley fand die Ausdehnung der Pasaat- 
region auf der nördlichen Halbkugel zwischen den 12. — 3.5. und auf 
der südlichen zwischen den 5. — 30, Breiteukreis ausgedehnt. Hooke 
erkannte femer den Einfluss der Erdrotation auf die Richtung des 
Windes und Halley erklärte (1753) die Ablenkung des Nordwindes 
nach Nordost und des Südwindes nach Südost durch die Achsen- 
drehung der Erde'). Daniach behalten die Winde ihre ursprüngliche 
Richtung ebenSo bei wie ein schwingendes Foucault'sches Pendel, die 
Erde dreht sich unter ihnen, und deshalb erscheinen sie von der 
Meridianrichtung in der angegebenen Weise abgelenkt. 

Inj Jahre 1S37 dehnte Dove diese Anschauungen auch auf die 
L nördlich von der Passatregion vorkommenden Winde aus. Er schloss 
[ aus zahlreichen thermischen und barischen Windrosen, dass zwei Luft- 
i Strömungen vorhen'schen, von denen die eine warm, feucht, leicht und 
l die andere kalt, trocken und schwer sei; jene zeige sich als SW- und 
l W-, diese als NO- und 0-Wind. Er erklärt die Strömungen als 
I Äquatorial- und Polarströmungen: die warme Luft steige über dem 
I Äquator auf und bewege sich als Antipassat in höheren Regionen 
\ nordwärts. Allmählig lasse sich der Aquatorialstrom wieder herab, 
l und, auf den Polarstrom stossend, suche er denselben zu bekämpfen 
I nnd aus seiner Richtung zu verdrängen. Das Ei^ebnis des Kampfes 
\ Seien die Winddrehungen, und zwar der Übergang von NO in und 
l*SO, von SW in W nnd NW. Nach diesem Winddrehungsgesetz, das 
L Dove's Namen erhalten hat, folgt der Wind dem Laufe der Sonne. 
Genauere Messungen mit dem Barometer führten zu einer anderen 
■ ■Theorie, nach welcher die Ursache der Luftströmungen in den Unter- 

1) Hegyfoky in lüein'B Gäa, 18»6. 8. 688 ff. 
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schieden des Luftdruckes zu BucheD ist. BrHndes weist, gestützt 
auf 12j5hrige Wind- und Barometerbeobachtungen an 39 Orten Europas, 
nach, das8 die Luft bei dem Bestreben, das gestörte Gleichgewicht 
wieder herzustellen, centripetal nach den Stellen des niedrigsten Luft- 
druckes strömt (1^20). Bujs-Ballot erkannte (1857) aus graphischen 
Darstellungen von Wetterzuständen, dass die Luft stets von Gebieten 
höheren Druckes gegen jene mit niedrigem Drucke strömt und durch 
die Rotation der Erde auf der nördlichen Erdhälfte nach rechts, 
der südlichen nach links abgelenkt wird; die Winde umkreisen di 
die Gebiete niedrigen Druckes, die auch Depressionsgebii 
uannt werden, auf der nördlichen Halbkugel im en^egengeseti 
Sinne und auf der sQdlichen im Sinne des Uhrzeigers und bilden 
Cykloneu. Dieses Winddrebungsgesetz führt den Namen Buys-Ballots. 
Zur Begründung desselben wies Woeikoff {1872} darauf hin, dass 
der hohe Luftdruck in der Gegend des 30. Breitenkreises dem Polar- 
strome ein Hindernis entgegensetze und ihn in die heisse Zone nicht 
dringen lasse; auch die Temperaturdifferenz von 5 — 6" C, die zwischep 
den Grenzen des Passats besteht, lasse erkennen, dass derselbe nii' 
dem Norden entstammen könne. 

Durch die Untersuchungen von Hann (1874) über die Ti 
peratur Verhältnisse aufsteigender Luftatröme wurde es evident, dass 
die obere Aquatorialströmung, der Sfldwestwind unserer Gegenden, 
die Luft und den Feuchtigkeitsgehalt nicht aus den Tropen mitbringen 
könne, denn sonst mOeste, weil durch den Arbeitsverbrauch aufsteigende 
Lnft sich abkühlt, über dem Passatgürtel eine ununterbrochene Wolken- 
schichte sich ausbreiten, wahrend in Wirklichkeit jene Gegend 
heitersten der Erde gehört; auch deshalb kann der Luftstrom seil 
Feuchtigkeit nicht vom Äquator bringen, weil er bei uns — nai 
Dove's Lehre — schon bis zur Erdoberfläche herabstiege, heral 
sinkende Ströme aber infolge der Erwärmung trocken werden. 

Nach der allgemeinen Annahme des Bnys-Ballot'schen Wi 
drehungsgesetzes werden auf den meteorologischen Centralstationt 
die von den einzelnen Beobachtungsorten gemeldeten Barometerstände 
(auf das Meeresnivenu reduciert) und Winde (nebst Bewölkung und 
Niederschlag) in Karten eingetragen und die Orte gleichen Luftdruckes 
durch Isobaren verbunden; dadurch wird eine gute Übersicht über 
die Luftdruckvertheilung und die Luftströmungen gewonnen; die Lugen 
der Cyklonen und Anticyklonen werden erkannt und das Studium dei 
Bewegung der für die Wetter^•erhält^isse massgebenden Circulatii 
centren ermöglicht. 

b) Niveauflächen. Es ist schon aus der angegebenen hiatoi 
sehen Skizze ersichtlich, dass die Betrachtung der Luft Verhältnisse 
unmittelbar auf der Erdobeifläche zur Erklärung des Zusammenhanges 
der Luftströmungen nicht ausreicht, sondern dass die Dichtigkeits- 
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und Drackverhäitnisse im ganzen Luftraum ins Änge gefasat werden 
roflssen. Hann hat deshalb mit Hilfe der Niveaufläcben, als 
Flächen gleichen UruckeB, gezeigt, wie die grosse C'irculation 
zwischen den Tropen und den höheren Breiten zu erklären sei; er 
bestimmte die Lage der Niveau flächen nach den Di chtigkeitsr erhalt' 
Hissen der Luft und fand dadurch die Bewegung der Luftmassen be- 
dingt. Wie in diesem Falle, so bieten die Niveauflächen auch in 
allen anderen Fällen ein Mittel, um von den Luftströmungen ein 
deutliches und übersichtliches Bild zu entwerfen. Ihre Bedeutung 
soll im Folgenden dargethan werden ^). 

Wie im Wasser, ao wird auch in der Luft Gleichgewicht herr- 
schen, wenn die Niveaufläcben mit den Flächen gleicher Arbeit in 
Bezug auf die Schwerkraft zusammen fallen, also horizontal sind. 
Sobald jedoch durch eine Arbeitsleistung (der Wärme, der Saugwir- 
knng höherer Luftströmungen, der Gravitation eines Himmelskörpers 
oder dergl.) an einer Stelle eine Hebung erfolgt, so tritt darnach die 
äi]uivalente Enei^e als lebendige Kraft der bewegten Atmosphäre 
auf. Die Wetterkarte vom U./X. 18til abends 8 Uhr') zeigt ein 
Luftdruckminimum mit 120 mm Barometeratand über Dänemark; in 
einer Entfernung von beiläufig UKIU km südlich herrschte der Baro- 
meterstand 755 mm. In letzterer Gegend befindet sich unter solchen 
Umständen der Luftdruck von "20 mm Quecksilberatand, berechnet 
nach dem Gesetze der barometrischen Höhenmeasung, 380 m hoch 
über der Erde. Die Niveaufläche mit dem Drucke von 720 mm 
Barometeratand fäUt also längs 1000 km um 380 m abwärts und 
hat eine durchschnittliche Neigung von tp = Ti! Minuten. Auf ao 
geneigten Niveauflächen JVjV, (Fig. 3^) schiiesst der Niveaudruck P 
mit der Horizontalen einen Winkel 
(DO — y)" ein, und die horizontale pj^ ^ 

Componente p erzeugt jene Luft- 
bewegung, welche im kleinen Luft- 
zug und im grossen Wind heiast. 
£» ist also die bewegende Xraft 



= P ■ sin 93 = P 



Bei gekrümmter Niveaufläche gibt die Tangeute in dem betrachteten 
Elemente den Neigungswinkel tp an. Auf ein solches Element be- 
logen, ist h als Verticalabatand zweier Orte und N, mit bestimmten 
Barometerständen stets der Differenz der betreÖenden Barometerstände, 
also auch der zwischen N und bestehenden Barometerdifferenz 



1) Vgl. meine ALbdlg, über die Niveaufi. der Cfklou 
Zeitach. 1SS3. S 136. 

S) Siehe Keis, Lebeb. d. Pb., 8, Anfl., S. 875, 
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proportional. Das Verhältnis h/l ist alsdann der Barometerdifferenz 
auf der Längeneinheit oder dem „Gradienten" proportional, und 
auch die Kraft p ist dem Gradienten proportional. 

Bei der angegebenen Luftdruckvertheilung kommt ein Barometer- 
unterschied von 35 mm auf 1000 km; darnach ergibt sich im Durch- 
schnitt der Gradient, bezogen auf einen Meridiangrad, 4 mm, 
und die horizontale Componente p auf 1 m^ ist nahezu 4 kg. 

Die Kraft p wirkt auf die betreffende Luftschichte und erzeugt 
durch ihre Arbeit eine lebendige Kraft. Betrachten wir eine Luft- 
schichte über der Flächeneinheit von der Dicke A, so ist die Arbeit 
und die ihr gleiche kinetische Energie gegeben durch die Gleichung 

und es wird 

Q ist die Dichte und v die Geschwindigkeit der Luft. Die hiermit 
gefundene Geschwindigkeit würde erreicht, wenn die Luft unter dem 
Drucke p in einen luftleeren Raum strömte. Unter den obwaltenden 
Umständen gelangt sie aber in Nachbarschichten, in denen ebenfalls 
Kräfte p beschleunigend einwirken. Die Geschwindigkeit wird dem- 
nach stets vermehrt. 

Nach dem Energieprincip erscheint der Vorgang als ein Herab- 
fallen der mit der Niveaufläche gehobenen Luftmasse. Erfahrungs- 
gemäss ist aber die Erscheinung verwickelter; die Geschwindigkeit 
wächst nur bis zu einer gewissen Grösse und bleibt dann weiter bei 
gleichen Gradienten constant. Daraus folgt, dass die von der Kraft p 
geleistete Arbeit zur Überwindung eines Hindernisses verbraucht wird, 
das Guldberg und Mohn als Reibung der Luft erklärten. Die Reibung 
selbst muss der wirkenden Kraft p gleich sein; dieser Umstand kann 
zur Bestimmung der Windgeschwindigkeit dienen. Nimmt man die 
Reibung gleich der in der Zeiteinheit durch den Querschnitt Eins 
oder in einem Cylinder 1 • v strömenden Luftmasse q • v multipliciert 
mit der Verzögerung x, so ist 

P ' sin g) = X ' Q .V . 

Nun gilt für die Dichte 

9'9o = P''Po] 

setzt man femer Pq sin <p proportional dem Gradienten y, so erhält 
man 

Die Gleichung folgt auch aus dem Gesetze für die Ausflussmenge 
einer Flüssigkeit in einem engen Röhrchen mit dem Querschnitte Eins. 
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In derselben ist die Ablenkung dee Windes infolge der Erdrotation 
nicht berückaicbtigt. Mit Beachtung dieser berechneten Guldberg 
und Mohn folgenden Wert für die Windgeschwindigkeit: 



wobei Y den Gradienten für einen Meridisngrad, ü eine Constante 
^ 12237 ■ lO""*, ferner x den Reibuogscoefficienten der Luft 

= O'OCtOlO gr cm~' sec~*, (> die Luftmasse für 1 m* und <^ k die 
Ablenkung des Windes vom Gradienten bedeuten. Die li«chnungs- 
resultute sind nach den Beobachtungen am Erdboden in der Kegel 
zn gross, weil die Luftgeach windigkeit liier durch Bewegungshinder- 
nisse verringert wird. Für höhere Luftschichten, die eine doppelte 
l)ia dreifache Geschwindigkeit haben als die Luft am Boden, ist die 
Übereinstimmung eine bessere. 

Mittelst des oben angeführten Gradienten 4 mm erhält man nacli 
der abgeleiteten Form ohne Rücksicht auf die Ablenkung des 
Windes die Geschwindigkeit f ^ 18 m. Die Wetterkarten weisen im 
ganzen Cy klonengebiete die nach der Bewegung der Bäume imd ihrer 
Theile geschätzten Windstärken 4 (t///—) und 5 (j////-') aiif; bei solcher 
Stärke bewegen sich Äste, schwache und starke Bäume und die Wind- 
geschwindigkeit ist zwischen 11^17 m, beziehungsweise zwischen 
17—28 m. Letzteren Wind bezeichnet man als Sturm. Die erzielte 
Übereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung ist hier be- 
friedigend. Der aus dem Energieprincipe ermittelte obige Wert 
j)= VP*'^ l^^^t sich für die Berechnung des Wjnddruckea geltend 
machen; bezogen auf kg und m^ erhält mau dal'ür 

p = 0'065 ■ v\ 
Der Ausdruck stimmt mit dem von Borda (17ti9) gegebenen überein, 
der durch Messungen vielfach bestätigt wurde. Bei begiimendem 
Sturme, d. i. bei einer Geschwindigkeit von 18 m, betmgt der Wind- 
druck auf 1 m^ 21 kg. 

Die Arbeit zur Hebung der Niveaufläche um 380 m in einem 
Umkreis von 1(K)0 km Halbmesser, den Atmosphärendnick zu nmd 
1 kg für 1 cm^ gerechnet, ist (10«J* • n ■ 10* - -^ 380 = 6 ■ 10^ kgm. 
Diese Arbeit kommt in der lebendigen Kraft des Windes und in den 
Wärmeerscheinungen der Luft wieder zum Vorschein. 

Nach dem Angeführten können die NiveauflSchen als das be- 
stimmende Element für die Luftströmungen augesehen werden. Eine 
Zusammenstellung derselben, soweit sie zu einem Luftwirbel gehören, 
vermag ein deutliches Bild über die betreffenden Vorgänge zu geben. 
Über dem Luftdruckminimum befindet sich Luft von geringerer Dichte, 
die MiveauÖächen werden daher in grösserer Entfernung von einander 
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liegen. Neben diesem Öebiete herrscht ringsum hoher Druck die 
Luft ist dichter und die Niveauflächen folgen einander in näheren 
Abstanden. Die Spuren der Niveauflächen auf der Erdoberfläche 
geben die Isobaren, welche das Depressionscentrum umschliessen. 
Ein Querschnitt durch die Cyklone entspricht demnach der schemati- 
schen Figur 39. In den meisten Fällen wird die Luft im Depressions- 
gebiete durch Erwärmung verdünnt, daher mag das Schema zeigen, 
dass und wie die Luft über 

dem erwärmten Orte oben '»«• *»• 

abfiiesst und die kalte Luft 
unten g^en die Erwär- 
mungsstelle strömt. Der 
Lufttransport nach auf- 
wärts wird durch die 
Wärme besorgt, indem die 
Luft ausgedehnt und ge- 
hoben wird. Der Vorgang 
triflfl zu: beim Luftzuge, der 
durch dasOefiäien derThüre 
eines geheizten Zimmers 
entsteht, bei den täglich 
wiederkehrenden Land- und 
Seewinden, bei der durch- 
schnittlichen täglichen 
Winddrehung, nach Hann 

bei Gebirgs- und Thalwinden und der Luftcirculation der Tropen^). 
Die Neigung der Niveauflächen wird in den verschiedenen Fällen 
auch sehr verschieden sein; so dürfte bei der durch die Erwärmung 
von der Sonne täglich hervorgerufenen Krümmung der Niveaufiächen, 
die sich im ganzen als bedeutende Flutwelle zeigen wird, in unserer 
Gegend und in hohem Breiten die unterste Luffcschichte nur eine sehr 
geringe Ausbiegung nach unten erfahren, so dass der an Windfahnen 
beobachtete Wind bereits eine Krümmung der Flächen nach oben 
angibt; gleichzeitig folgt, wie es nach Hann thatsächlich der Fall ist, 
dass vormittags Ostwinde und nachmittags Westwinde mehr vorherr- 
schend sind. Auch das tägliche Maximum der Windstärke um ly^ Uhr 
mittags (die Zeit vor Eintreffen der Luftsäule von grösster Verdün- 
nung) und abends 10 Uhr erfährt eine erklärende Bedeutung durch 
das Schema. 

Stärkere Neigungen der Flächen, aber doch im Sinne des Schemas^ 
finden sich in den Cyklonen der Tropen und in den die Wetterver- 
hältnisse der mittleren Breiten beherrschenden grossen Luftwirbeln*). 

1) Hann: Allg. Erdkunde p. 90 und 100. 

2) Siehe meine Abhdlg. in d. Zeitsch. d. Qesellsch. f. Met. 1S82, p. 186. 
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Die Lutlströmungen »ind auch hier nach obigen AusfiikniDgtiD von 
der Form und der Lage der NiveauäächeD abhängig. QleiuhzeJtig 
machen sich Terrain Verhältnisse und die Erdrotation geltend. Wie die 
Ablenlcuitg der Passate von Nord naeh Nordost durch die Erdrotation 
(in der Art wie beim Foucault'achen Pendel), wird auch eine Ablen- 
kung der Winde, die gegen grössere Depressioiisgebiete flieasen, atatt 
finden, so dass dieselben Bpiralformig sich um das Centrum bewegen 
tmd zwar nach dem Gesetze von Buys-Ballot im entgegengesetzten 
Sinne des Uhrzeigers'), Der Einfluss der Gebirge zeigt sich deutlich 
in der Stauung der bewegten Luft und der Scheidung von bedeutenden 
Temperaturgegensätzen; Winde wie Bora und Föhn und ein gewisses 
Fixieren der BarometermaKima (Anticy klonen) über Gebirgen wie die 
Alpen sind die Folge davon*). 

Durch die Luftströmungen ist im allgemeinen das Wetter be- 
stimmt. Im Depressionsgebiete findet eine Mischung Terachieden 
warmer Luftschiehten, Hebung und Abkühlung der Luft statt; unter 
solchen Bedingungen wird der Was.serdampf condensiert und fällt als 
Regen nieder''). Die Wetterkarten enthalten deshalb auch als wich- 
tiges Bestimmungsatflck die Isobaren, aus deren Verlauf die Lage 
der Cy klonen mit ungünstigem und der An ticy klonen mit gutem 
Wetter ersichtlich ist. Desungeachtet aind solche Karten nicht aus- 
reichend , um von den Luftdruckverhältnissen der Atmosphäre in 
höheren Schichten ein Bild zu geben; und doch wäre auch diese 
Kenntnis sehr wichtig. Wir werden achliessen dürfen, dass stellen- 
weise Einbiegungen der NiveauHächen in grösserer Höhe über der 
Erde ähnliche Erscheinungen hervorbringen, als die angegebenen 
Krilmmungen der Niveautlächen im Cy klon engebiete; die betreffenden 
Erscheinungen werden nur im kleineren Massstabe auftreten. Es vrird 
Condensation des Wasserdampfes, Wolkenbildiing und wohl auch Regen 
eintreten, ohne dass der Verlauf der Isobaren auf der Erdoberfläche 
die Ursache anzuzeigen brauchte. Es werden sich insbesondere Lagen- 
änderungen der Niveauflächen in höheren Luftschichten eher geltend 
machen als in den unteren. So wünschenswert es deshalb auch wäre, 
80 sind doch messende Bestimmungen bis zu der erforderlichen Höhe 
zur Zeit unausführbar. Es wäre aber wohl möglich, eine Beziehung 
der Wolkenformation zur Form der NiveauMchen aufzufinden und 
die Kenntnis so zu verwerten, wie es mit den jetzigen Isobarenkarten 
der Fall ist. Eine zuverlässige Bestimmung des Zustande» der Atmo- 



1) Sprung, Meteorol. Zeitsch. 1884, 8. 271. GOnther, Oeophys. I, S. 222. 

2) F. Lingg, Zeitech. d. Batorr. OeBcIlach. f. M. 1882, p. 214. 

S) Ueber den Zusammenliiuig der LufldruckverUieiloDg mit der Temperatur 
nad Feuchtigkeit siehe W. tou Bezold, Thermodjnamilt d, AtmOBph. Berl, Ber. 
1878 und den Vortrag über wiaaenachaftl. Luftbai lonfahrtea , Verhdlg, d. phys, 
OeaellBuhaH, Berlin 1896. 

J.rnichkB, KTli<il<..n» d.r Ko^gtii 11 
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Sahire mhtdst Wolkenfoimen hitle noch mehr pnktiBelie Bedeatnng, 
weü sie tod jedem Beobttchtmigsor^, zo jeder Zeit für ein mnfiusendes 
Gebiet erfolgen könnte. Die ron nundieii Empirifcon aa%ertelltoi 
recht oft zutreffenden Wetterprognosen nach Wolkenbeobachtiingen 
dOHlen damit wissenschaftlichen Bod«i gewinnen. 

Die Meteorologie benutzt gegenwärtig mr Wetterprognose die 
Zngstrassen, die ron den Wetterwirbeln in der Regel eingehalten 
werden. Dieselben sind rorwiegend gegen Osten gerichtet: ran Bebber 
erklärt^ dass sie im Torans ron der grossen Achse der das Luftdrack- 
minimnm nmschliessenden Isobaren angezeigt werden. Jeden&Us sind 
die Dichtigkeits- und Dmckreriialtnisse der Luft auch för das Fort- 
schreiten der Cjklonen massgebend. 

c) Meeresströmungen. Der Luftdruck wirkt auf das Meer 
und pflanzt sich im Wasser fort: auch die Winde üben einen mach- 
tigen Einflnss auf das Wasser aus. Damit sind die Ursachen za den 
Meeresströmungen und deren innige Beziehung zu den Luftströmungen 
gegeben. Dieser Umstand ist erst in neuester Zeit gebürend be- 
achtet worden. Die meisten Schulbücher nehmen darauf noch keine 
Rücksicht. — Man nahm an, dass wie in der Luft, so auch im Wasser 
die Temperaturunterschiede zwischen den .\quatorial- und Polaigebieten 
die Ursache der Strömung seien. Hann und Capitan S. Hoffinann 
wiesen zuerst darauf hin, dass die auf den Temperaturunterschieden 
beruhende Wirkung der Schwerkraft nur Ton untergeordneter Bedeu- 
tung «ein kann, von noch geringerer als bei der Luft^ da das Meer- 
wasser nicht wie jene von unten erwärmt wird. Thatsachlich zeigt 
der Vergleich der oceanischen Ströme mit dem Verlauf der Iso- 
baren auf einer Weltkarte, dass die ersteren mit den Anticyklonen 
der Luft, dass also die Stromrichtimgen mit den Windrichtungen 
übereinstimmen. Das Sargassomeer des Atlantischen Oceans fallt mit 
dem Gebiete eines Luftdruckmaximums zusammen; die Meeresströmung 
umkreist gleich dem Winde das Gebiet im Sinne des Uhrzeigers. 
Auf der südlichen Halbkugel ist die Bewegungsrichtung entgegen- 
gesetzt. 

Die Erklärung ergibt sich aus der Lage der Niveauflächen ^ die 
sich nicht bloss in der Luft vorfinden, sondern auch im Meerwasser 
fortsetzen- Die Druckdifferenzen und die Erdrotation bedingen in 
erster Linie die Strömung; der Einfluss des Windes macht sich nach 
seiner Stärke und Zeitdauer, femer nach dem Zustande der Wasser- 
oberfläche verschieden stark geltend. Sobald das Wasser in Bewegung 
ist, sind für die Richtung derselben oft auch die Küsten als Hinder- 
nisse ein bestimmender Factor; es können Theile der Hauptströmung 
von der Anticyklone ganz abgelenkt werden, wie es z. B. beim Golf- 
strom, der westlich von Europa einen nördlichen Weg einschlägt, der 
Fall ist. Im Norden wird das Wasser abgekühlt und kehrt als Unter- 
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Strömung gegen den Äquator zurück. Ahnlich wie bei der Cirkulation 
der Luft können daher auch im Wasser stationäre Strömungen lange 
Zeit hindurch fortbestehen. 

Zahlenmässige Schätzungen bestätigen die Zulässigkeit der an- 
gegebenen Ursachen für die Meeresströmungen. Ein dem wirklichen 
Zustande häufig entsprechender Überdruck der Luft von 36*8 mm 
Quecksilberhöhe muss den Wasserspiegel nach abwärts verschieben 
und das Wasser gegen das Depressionsgebiet drängen. Bis zur Her- 
stellung des Gleichgewichtes müsste an letzterer Stelle das Wasser 
0*5 m hoch emporsteigen. Die Arbeit des Überdruckes ist imstande 
eine lebendige Kraft zu erzeugen, welche der Hebung äquivalent ist, 
der also eine Geschvrindigkeit von über 3 m zukommt. Diese Ge- 
schwindigkeit wird von den Wassertheilchen auf dem Wege vom 
hohen zum niederen Druck nur allmählig erreicht und von der Rei- 
bung des Wassers in den tieferen Schichten verzögert. (Die Ver- 
zögerung ist propoiiiional dem Gradienten und dem Quadrate des Ab- 
standes der Schichte vom Wasserspiegel.) Da die Verzögerung stets 
nur ein BruchtheU. der vorhandenen Geschwindigkeit sein kann, welch 
letztere noch durch die Einwirkung des Windes vergrössert wird, so 
ist ersichtlich, dass die angegebenen mechanischen Krafte zur Erklä- 
rung der Meeresströmungen hinreichen. 

Die mächtigste Strömung ist die äquatoriale Strömung in den 
tropischen Weltmeeren mit einer Breitenausdehnung bis zu 45^, in 
einer Mächtigkeit bis zu 2000 m und einer Geschwindigkeit von 1 m. 
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IV. Molecnlarkräfte. 

§ 46. Znsanmienliangsfoniien der Körper. CoMsion. Ädliäsion. J 
Je nachdem diu Tlieilcheii oinea Körpers sich schwer oder leicht ver- 
schieben lasuun oder das Betntreben habc^n, sich auszudehnen, unter- 
scheidet man feste, flüssige und gasförmige Körper (vgl. §§ 33, 41). 
Es gibt also drei Zusaramenhiingsfornien oder ÄggregatKO— 
Btäude. Übergangszustände bieten die weichen und schwer Öflssig« 
Körper. 

In den vorhergehenden Abschnitten wurden, die verschiedenen 1 
Körper unter dem Einfliisö der Schwere betrachtet; auf die gegf 
aeitige Einwirkung der Körperth eilchen vrarde keine Bücksicht j 
nommen. Sehr viele Erscheinungen beruhen aber auch auf det\ 
Wechselwirkung dieser Theilchen: die festen Körper setzen demJ 
Zerreissen, Zerdrücken, Zerbrechen und dem Zerdrehen einen ; 
haften Widerstand entgegen; ein aufgehängter oder unterstützter Körpwl 
vermag nicht bloss sein eigenes Gewicht vor dem Fallen zu schützen^ J 
aondeni anch noch den Zug oder Dnick, welche durch die GewichteJ 
anderer Körper ausgeübt werden, zu überwinden. Flüssigkeiten I 
steigen der Schwerkraft entgegen im Fliesspapier, Schwamm, Dooh^ 1 
Zucker, in Mauoni u, a. auf; Tropfen an Röhrchen, Stäbchen und J 
Platten fallen nicht ab, sondern bleiben hängen; das Abheben ein» 1 
Glases vom Tische erfordert eine namhafte Anstrengung, wenn sich 1 
eine Wasserschichte zwischen Glas und Tischplatte befindet. Tinte I 
und Farbe haften auf dem Papiere, auf Leinwand und an den Wänden. J 

Alle diese Erscheinungen lassen darauf schliessen, dass zwischffl | 
den Körpertheilchen Kmfte wirken, welche die Theilchen zusanimei 
halten. Die Kräfte zwischen gleichartigen Körpertheilchen nenn£] 
man Cohäsion, die Kräfte zwischen ungleichartigen Körperthei 
chen beissen Adhäsion. 

Beide Kräfte sind nur auf sehr kleine Entfernungen wirkt 
Eisenstücke müssen durch Scbweissen einander sehr nahe gebrockil 
werden, bevor die Cohäsion wirksam wird; beim Kitten, Löthen undl 
Leimen kommen die betreffenden Körpertheilchen einander viel näher, T 
als beim einfachen Aneinanderhalten der zu verbindenden Stücke. 1 
W. Spring hat die Verbindung von Feilspänen aus Blei, Wismut, Zinn, J 
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Zink, Kupfer ii. a. zu festen Stücken durch Drücke von 2000—8000 
Atm. iiacbgewiesen ; Schwefelpulver gab einen Block von krystallini- 
schem Schwefel, und ebenso wurden die Wood'schen und Roae'achen 
Metallgemische und Messing aus Feilspänen beziehungsweise von 
Wismut, Blei, Zinn, Cadmium, — Wismut, Blei, Zinn, — Zink und 
Kupfer durch hohen Druck erhalten. Stärkemehl verwandelte sich 
unter einem Drucke von 0(XIO Atm. in eine feste Masse, welche an 
den Rändern durchscheinend und frei von organischer Stnictur war. 

Auf die Erklärung der verschiedenen Zusam^jenbangaformen 
soll später hingewiesen werden. 

§ 47. Allgetneine Eigenschafteii der Körper. Molecüle. Die meisten 
festen Körper können durch Zug und Erwärmung, (he flüssigen durch 
Erwärmung vergrössert werden: durch Druck und Abkilblung'__können 
Körper aller drei Aggregatzustände verkleinert werden. In allen 
diesen Fällen setzen die Körper der Volumsänderung einen Wider- 
stand entgegen; es ist eine Arbeitsleistung nothwendig, um den Wider- 
stand zu Überwinden. Man scbliesst daraus, dass die Cohäsion sich 
sowohl dem Entfernen, als auch dem Annähern der Theilchen ent- 
gegensetzt, dass die Kraft sich daher als Anziehung und als Ab- 
stossung äussert. Eine solche Doppelrolle kann eine einzige Kraft 
nicht spielen; die bei einer Volumsänderung geweckte Kraft muss 
nothwendig eine Resultierende von anziehenden und abstossenden 
Componenten sein. Da für die Resultierende bereits allgemein der 
Name Elasticität gebräuchlich ist, so wollen wir der Klarheit im 
Au.'Mlrucke wegen nur die Anziehung als Cohäsion bezeichnen, die 
Abstossung aber als eine Kraft für sich betrachten, welche der 
Cohäsion das Gleichgewicht zu halten vermag. Wenn wir, der Wärme- 
lehre vorgreifend, die Erfahrung heranziehen, dass die Wärme eine 
ausdehnende Kraft ist, und dass durch Druck Wärme erzeugt 
wird, so ist die Annahme nahe liegend, dass die der Volumsvermin- 
derung entgegen wirkende Kraft die Wärme sei. Auf diese Anschau- 
ungsweise, die bereits von Laplace und Biot zum Ausdrucke gebracht 
wurde, mag der Anschaulichkeit und Deutlichkeit halber hingewiesen 
werden; fär die Lehren in diesem Abschnitte ist indessen das Wesen 
der Kraft ohne Belang. Der Widerstand beim Zusammendrücken 
wird als eine allgemeine Eigenschaft der Körper angesehen und 
als solche Undurchdringlichkeit genannt. (Anwendung beim Auf- 
stellen von Gegenständen auf Unterlagen, beim Bauen, bei der Taucher- 
glocke, bei der Raummessung fester Körper durch Eintauchen in 
FlQssigkeiten u. s. w.) 

Bei der Zertheilung eines Körpers muss die Cohäsion vollends 
überwunden werden. Der Vorgang dabei ist aber nicht so einfach, 
daes die Grösse der erforderlichen Kraft ohneweiters als das Ma-ss der 
Cohäsion angesehen werden könnte. Wir beschmiken uns deshalb 
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2unäch»t auf die Anführung der Erfahmngsthatsache, dnss alle Körper 
tbeilbar »ind, dass die Theilbtirkeit eine allgemeine Eigenschaft der 
Körper ist. (Anwendimg zum Formen der (Jegenstände bei gewerb- 
lichen Arbeiten, heim Pulverisieren, Auflösen ii. s. w. Sehr weit 
gehende Theilbarkeit findet sich bei vielen Färb- und Riechstoffen.) 
Zwischen den Körpertbeilchen befinden sich Zwischenräume, welche 
Poren genannt werden. Auf die Eigenschaft der Porosität lassen 
bereits die Znsamraendrückbarkeit und Ausdehnsamkeit der Körper 
schliessen; aber auch viele andere Erscheinungen beruhen auf der- 
selben, f QuecK8ilberpres.se, Filtrieren der tlÜBsigkeiten , 
derselben, Absorption von (rasen u. s, w.) 

Die angegebenen Eigenschaften machen folgende Hypothese ül 
die Constitution der Materie wabrscheiulich: Eine Körpermaase 
steht ans kleinsten Theilchen, die mit dem ganzen Körper gleichartig 
sind; man nennt ein solches Theilchen Moleciil. Dasselbe ist mecha- 
nisch nicht weiter theilbar; wird es auf chemischem Wege zerlegt, so 
entstehen die Atome. So ist z. B. ein Molecül Wasser eben&Us 
Wasser; durch einen elektrischen Strom oder mittelst glühender 
feilspäne kann es nocli weiter in Wasserstoff- und Sauerstoffato: 
zerlegt werden. — Sowohl die Molecüle, als auch die Atome 
durch Intermolecular beziehungsweise Interatom» räume von einandi 
getrennt. Die Ausdehnung uud ZusAmmenziehuug eines Körpers 
ruht auf der Audeniug seiner inneren Zwischeurilurae, Der Zusai 
hang der UolecUle wird durch Anziehungskräfte bewirkt, welche 
Molecüle in sehr kleineu Entfei-uungen aufeinander ausüben. Dil 
Kräfte. Molecularkräfte genannt, liegen der Cohäsion zngnmi 
Vorstehende Hypothese heisst Atomtheorie; sie rührt v 
Leukipp (500 v. Chr.) her, wurde von Demokrit entwickelt und 
gegenwärtig allgemein iingenoinmen. Im Gegensätze zu ihr steht dii 
Ansicht, dass die Materie continuierüch den llaum ausfülle uud bis 
ins Unendliche theilbar sei; dieselbe stammt von Anaxagoras (4Ö0 
V. Chr.), wnrde von Plato und Aristoteles gelehrt mid war während 
des ganzen Mittelalters anerkannt. 

§ 48. Elaaticitat. Das ElasticltätsgeBetz als ArbeitsgleiohoBgii^ 
a) Wenn ein Körper nach einer Formveraudening, die er durch Drudci 
oder Zug erlitten hat, wieder in seine ursprilngliche Foiin zurUckkt" 
sobald die äussere Kratl zu wirken aufgehört hat, so nennt man 
Körper elastisch. Nach der im vorigen Paragraphen ti 
Definition für die Cohäsion erscheint die Elasticität als die R« 
tierende, beziehungsweise als Differenz der Cohäsion und der derselb« 
entgegen wirkenden Kraft (der Wärme). Nimmt der Körper sei 
früheres Volnmen wieder vollständig ein, so heisst er vollkomme 
elastisch, im anderen Falle unvollkommen elastisch. 

Mathematische Beziehungen zwischen den Grössen, welche bei 
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(ien Elftsticitfitserscheiiimiyen in Betracht kommet), stelltt' zuerst Hooke 
( I(i78) Huf esperim enteile m Wege fest; dieselben können auch aiis 
der Continuität der betreffenden Grossen getblgert werden. Sie sind 
durch zwei Gesetze gegeben'): 

1. Die Änderung der Form ist proportional der äusseren Kraft, 
oder anders ausgedrückt, die elastische Kraft ist der Deformation 
proportional j^ 

2. die Änderung der Form bleibt bis auf das Zeichen dieselbe, 
wenn man die Richtung der Kraft ändert oder den Zug durch Druck 
ersetzt und Torsion und Biegung im entgegengesetzten Sinne wirker 

Die ersten genauen Versuche zur Messung der Elasticität, die 
durch Zug geweckt wurde, stellte S'Gravesande (1720—21) an. Er 
gab dem Körper Fadenform, brachte ihn in eine horizontale Lage 
und befestigte ihn an seinen Enden; er beschwerte alsdann den Faden 
in der Mitte mit einem Gewichte und bestimmte die Beziehung der 
Verlängerung zu dem Gewichte und der Fadenlänge. Die Versuche 
beziehen sich mehr auf die Biegungselnsticitüt als auf die Zug- 
elasticität. Zur Untersuchung der letzteren ist es vortheühaft, den 
Körper in Di-aht- oder Ötabform zu benätzen, ihn verticul aufzuhängen, 
am unteren freien Ende zu belasten, und die Verlängerung mit einem 
Kathetometer zu messen. Nach dieser Methode beobachteten F. Savart 
(1837), Masson (1^41), Wertheim (1M44) u. a. Die Versuche ergaben 
für einen Stab von der Länge l und dem Querschnitte s, dass die 
Verlängerung A dem spannenden Gewichte p, der Länge l gerade 
und dem Querschnitte s umgekehrt proportional ist, dass also 



E « ' 
wenn E der Elasticitätsmodul (oder Elasticitätscoefficient), d. i. 
ein Proportionalitätsfactor ist, der von der Natur des Stoffes abhängt. 
Die Dimension von E ist [mL-'T""] entsprechend einer Kraft auf 
die Flächeneinheit 

W. Weber machte (1H41) die Beobachtung, dass es bei den 
meisten Körpern stundenlange dauert, bevor der Gleichgewichtszustand 
durch die Belastung völlig hergestellt wird, und dass ebenso der Körper 
nur sehr langsam in seine ursprüngliche Form zurückkehrt, wenn die 
spannende Kraft zu wirken aufgehört hat. Man nennt die letztere 
Erscheinung elastische Nachwirkung. 

Schon froher wurde bemerkt, dass jeder Körper nur bis zu einer 
Grenze auf Zug in Anspruch genommen werden darf, wenn er nach 
Beseitigung der äusseren Kraft wieder seine ursprüngliche Form an- 
nehmen soll. Die bezügliche grösste zulässige Spannung heisat 
Elasticitätsgrenze. 

1) Violle, Lehrb. d. Pkje. ]. S. SfiT UeuUclK; Ausgabe. 
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Das angegebene Elasticitatsgesetz gilt nur innerhalb der Elastici- 
tatsgrenze. In demselben wird E = Py wenn k = l und s = 1, d. h. 
der Elasticitätsmodul ist ein Gewicht, welches man an das Ende 
eines Stabes vom Querschnitte Eins hängen müsste, um ihn um seine 
eigene Länge zu dehnen, vorausgesetzt, dass die Verlängerung inner- 
halb der Elasticitätsgrenze möglich wäre. 

b) Das Elasticitätsgesetz lässt sich auch auf die Form einer 
Arbeitsgleichung, speciell des Spannungsgesetzes für Gase bringen; 
schreibt man ohne Rücksicht auf das Vorzeichen 

E' sX =!>• ly 

führt hierin statt p das spannende Gewicht dP für eine Querschnitts- 
einheit ein, so dass p = s - dP, und setzt das Volumen l - s = v und 
dessen Änderung s - X = dv, so erhält man 

E ' dv = v ' dP. 

Da E seiner Dimension gemäss einen Druck auf die Flächeneinheit 
bedeutet, so gibt jede Seite der Gleichung einen Arbeitswert an, und 
zwar den der Verlängerung des elastischen Stabes. Die rechte Seite 
gibt die Arbeit in der Form der hydrostatischen Grundgleichung, 
indem das Volumen v, das unter dem von den Molecularkräften her- 
rührenden Adhäsionsdruck steht, um den Druck dP entlastet wurde; 
und die linke Seite liefert als das Product aus der Kraft E - s in den 
Weg X die Arbeit, wenn E die Kraft auf die Flächeneinheit, hier der 
Cohäsionsdruck, ist. Wird deshalb für E = P eingeführt und dP 
als der Cohäsion entgegen wirkend negativ genommen, so folgt 

Pdv + vdP = und P • t? = const. 

Dieser Ausdruck stimmt der Form nach mit dem Boyle'schen Gas- 
spannungsgesetze überein; statt des Luftdruckes oder eines anderen 
äusseren Druckes steht hier der Cohäsionsdruck. 

Das Elasticitätsgesetz als Arbeitsgleichung erhält man unmittel- 
bar, wenn man die potentielle Energie der Cohäsion als Function des 
Volumens darstellt und eine kleine Volumsänderung nach der Taylor 
sehen Reihe berechnet. Man erhält nämlich aus der Energie oder 
dem Arbeitswerte 

W^av) für <i. = ^^ = l:|^; 

denn dW entspricht der oben angegebenen Arbeit vdP, und 

f(v) = dW/dv = dW/s ' dl 

dem Cohäsionsdruck auf die FUrcheneinheit. 

Es mag noch bemerkt werden, dass G. Jäger (Wiener Ber. 1892, 
S. 553) setzt 

W=P(v-a^) und /•(t;) = ij[l + ^+«' + Jj + ...] 
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und zeigt, dass diese Function bei Benützung der ersten drei Glieder 
die van der Waals'sche Zustandsgieichung und bei Anwendung von 
vier Gliedern eine von Clausius angegebene verbesserte Gleichung 
liefert. 

Vor eingehenderen Ermittelungen sollen noch einige Elasticitäts- 
coefficienten in kg pro mm^ nach Wertheim angegeben werden. Es 
ist für 



)} 



77 



W 



?7 



77 



77 



77 



77 



77 



77 



7357 

7140 

12449 

10519 

17044 

15518 

20869 

20794 

11500 

8543 

6722 

1262 

517 

514. 



Silber, gehämmert, bei 15° . . . E = 

„ ausgeglüht, 
Kupfer, gehämmert, 
„ ausgeglüht, 
Platin, gehämmert, 

„ ausgeglüht, 
Eisendraht, gehämmert, bei 15° 
Eisen aus Berry, ausgeglüht, 
Packfong (ZngCugNij) . . 
Messing (ZnCuj) .... 
Glas von der Dichte 2*45 . 
Akazie längs der Faser . . 
Pappelholz längs der Faser 
Eis (nach Frankenheim) 

Der Elasticitätsmodul ändert sich bei jeder bleibenden Zustandsände- 
rung, namentlich auch mit der Temperatur, indem er mit steigender 
Temperatur abnimmt. Für Kautschuk hat jedoch Grätz gezeigt, dass 
er mit jedem Temperaturgrad um 0*5 % wachse. 

Die Bestimmungen der Elasticitäscoefßcienten mit Hilfe von 
longitudinalen Schwingungen ergeben durchaus etwas grössere Werte 
für E als die vorstehenden. 

Für die Zusammendrückung gilt dasselbe Elasticitätsgesetz 
wie für die Verlängerung; deshalb ist es möglich, die Elasticitäts- 
coefficienten E der festen Körper mit den reciproken Compressibilitäts- 
coefficienten 1/x der Flüssigkeiten zu vergleichen. Entsprechend 
den in § 33 angegebenen Werten erhält man für 1/x in Atmosphären- 
drücken bezogen auf 1 mm* bei 

3390 
216 

101 bei 0^ nach Quincke 121 
"^2 „ „ „ „ 86 

110 ,, „ „ ,, loO. 



Quecksilber 


von 


0« . . 


Wasser 


77 


18» . . 


Alkohol 


77 


13» . . 


Äther 


77 


14» . . 


Schwefelkohlenstoff 


4« 


15-6» . . 



Den speciellen Daten ist zu entnehmen, dass die Elasticitäts- 
coefficienten der festen Körper im allgemeinen wohl grösser sind als 
jene der Flüssigkeiten; da aber bei den letzteren Coefficienten von 
derselben Grössenordnung vorkommen wie bei den ersteren^ — der 
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des Quecksilbers ist sogar grösser als jener der Hölzer, des Eises und 
der meisten Steine — , so kann der Unterschied dieser Coefficienten 
kein wesentliches Kennzeichen für den Aggregatzustand bilden. Und 
fassen wir den Elasticitätsmodul als Wert für den Cohäsions- 
druck auf, so ist ersichtlich, dass die Cohäsion bei den Flüssigkeiten 
durchaus nicht so gering ist, um damit den Unterschied gegenüber 
den festen Körpern zu erklären. 

c) Ein Vergleich des Elasticitätsgesetzes mit der Zustandsgleicfaung 
von van der Waals lässt auf die Abhängigkeit des Elasticitätsmoduls 
E vom Volumen schliessen, indem dafür in dieser Gleichung der 
Ausdruck a/v^ erscheint. Wir können auch direct zu derselben Be- 
ziehung wie folgt gelangen: 

Es ist leicht zu erkennen, dass in dem angegebenen Elasticitäts- 
gesetze, das seiner Form nach mit dem Gasspannungsgesetz überein- 
stimmt, der Druck thatsächlich aus dem Cohäsionsdruck P und dem 
äusseren Druck p besteht, dass also anstatt P die Summe (P -|- p) 
zu setzen ist. Die Gleichung 

(P-\-p)'dv + v-d{P+p) = 

stellt alsdann die bei der Volumsänderung dv von der Kraft (der 
Wärmeintensität) (P + i^), welche der Cohäsion und dem äusseren 
Drucke das Gleichgewicht hält, und von der durch dp angeregten und 
sofort mit voller Stärke wirkenden Druckänderung rf(P + p) ge- 
leisteten Arbeiten nach dem Satze der virtuellen Bewegung zusammen. 
Die letztere Arbeit wird auch durch die hydrostatische Grundgleichung 
bestimmt. Die Summe beider Arbeiten ist die Ableitung von dem 
Arbeitswerte 

{P + p)v = B, 

der mit der Zustandsgieichung übereinstimmt. 

Um nun eine Beziehung zwischen dem Cohäsionsdrucke P und v 
zu finden, denken wir jeden äusseren Druck j) hinweg und veranlassen 
eine Volumsänderung dv etwa durch eine Abkühlung. Dabei leistet 
die Cohäsion P, entsprechend der obigen Gleichung, die Arbeit PdVy 
und auf das Volumen v wird der Druck allmählig um rfP erhöht; 
die mit dem letzteren Vorgange verbundene Arbeit kann man sich 
wie folgt versinnlichen: Man denke sich den Körper in aufeinander 
folgende Schichten von der Dicke der Verschiebung A der Begren- 
zungsflächen s getheilt; unter der Voraussetzung einer gleichmässigen 
Druckfortpflanzung, durch welche der Körper homogen erhalten wird, 
lässt sich die Verschiebungsarbeit der Schichten berechnen; das Mittel 
der von Null bis dP anwachsenden Kraft ist dP/2, und die von der 
Kraft geleistete Arbeit ist (vgl. § 42) £% - dP - s - X = % - v • dP — 
Nach dem Principe der virtuellen Bewegung gilt demnach 
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J>.rf„+ l„,rfp = 

oder 

dp _ idü 
P ~ « ' 
woraus sich der Wert 



ergibt, der mit dem Ausdrucke für den Cohasionawert in der Zustands- 
gleicliung voUatändig übereinstimmt. 

Wir können Huf denselben Wert (iiicb unmittelbar aus der Wechsel- 
wirkung zweier benachbai-ten Molecill schichten achliessen; fassen wir in 
dii- beiden Schichten alle Masaenth eilchen zusammen, die gegenseitig auf 
einander wirken, so ist die Kraft jedenfalls dem Producte der Mausen 
beider Schichten proportional; die Masse jeder Schichte ist aber ihrer 
Dichte und somit die Cohäsionskrart dem Quadrate der Dichte direct 
oder dem Quadrate des Volumens umgekehrt jvroportiouttl. Eine 
tiefer eingehende Behandlung hat zu berücksichtigen, das» der r.uge- 
hörige Proporti onalitätafactor noch von anderen nicht in Betracht ge- 
zogenen physikalischen Grössen abhängen kann, 

Eine weitere Begründung für die Gütigkeit des Spann im gsgeaetzea 
flir alle homogenen Körper soll noch mittelst des ersten Hauptsatzes 
der mechanischen Wärmetheorie erbracht werden. 

Wir betrachten nun die Bedeutung der Zustaiidsgleichung — als 
genaueres Elastieitätsgesetz — für das elastische Verhalten der Korper. 
In der Form 

sind /) der äussere Druck, gewöhnlich der Luftdruck, a/v* der Co- 
häsionsdruck, (v — w) das der DnickUnderimg unterworfene Volumen 
und R eine Constimte, wenn keine Wärmeerscheinungen in Betracht 
kommen. Darnach muss tu ein Volumen innerhalb des Körperraumea 
c sein, das von Druckänderungen nicht beeinflusst wird. Wir wollen 
es mit E. Dühring als das Volumen der Molecüle annehmen, das 
bei der Ausdehnung und Znsammendriickung des Körpers unverändert 
bleibt. Die Annahme entspricht auch einer noth wendigen Forde- 
rung, die gestellt werden muss, wenn die linke Seite der Zustands- 
gleichung als Ausdruck einer Volumenergie angesehen wird. 
(ji -\- a/v^') bestimmt alsdann den Wirkungsgrad und (v — a) ist 
der Wirknngsraum, zu dem das unveränderliche Molecölvolumen 
nicht mitgezählt werden darf. Von diesem Gesichtspunkte hat Regnanlt 
durch den Nachweis der Existenz der Grösse a der Atomtheorie eine 
wesentliche Unteratützung geleistet. 

Die Zustandsgleichung gestattet eine genauere Bestimmung des 
Elastioitätscoetficienten E, insbesondere seiner Beziehung zum Volumen. 



i 
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Es muss nämlich beachtet werden, dass bei experimentellen Ermitte- 
lungen niemals eine Änderung des Cohäsionsdruckes P = ajv^^ son- 
dern immer nur eine Änderung der äusseren Kraft j) gemessen wird; 
und auf diese Änderung bezieht sich der Elasticitätsmodul "E in der 
bei den Versuchen benützten Gleichung 

Aus der Zustandsgieichung erhält man als Beziehung zwischen dj) 
und dv 

(t;-a,)di> = P.[l-?^ + |]rf«, 

oder bei Vernachlässigung des Atmosphärendruckes |) gegenüber dem 
Cohäsionsdruck P und Multiplication mit vjiv — o) 



t; • dp = P(l ^— ) • dv. 



Durch Vergleich dieser mit der vorletzten Gleichung erhält man für 
den Elasticitätscoefficienten 

Es ist also E = P, wenn das Molecülvolumen o gegenüber dem 
Zwischenvolumen (y — o) vernachlässigt werden darf. 

Die Wärmelehre gibt Mittel an die Hand, das Verhältnis g)/(v — o) 
zu berechnen und damit auch die Beziehung zwischen dem Elasticitäts- 
modul und dem Cohäsionsdruck genau zu bestimmen. Hier soll nur 
noch bemerkt werden, dass nach der vorstehenden Beziehung E ausser 
mit dem Gesammtvolumen v auch niit dem Molecülvolumen o ver- 
änderlich ist, dass also bei molecularen Veränderungen auch der 
Elasticitätsmodul geändert wird. 

Aufg. 1. Eine Claviersaite von l = 1493 mm Länge und 0*6586 mm 
Dicke, also s = 0'34 mm* Querschnitt wurde nach Gerstner durch ein 
Gewicht von p = 6*72 kg um X= 1'71 mm gedehnt. Wie gross war 
der Elasticitätsmodul dieses Drahtes? — (J57 = 17 260 kg.) 2. Wie gross 
ist der Elasticitätsmodul des Platins, wenn ein Platindraht von 3 m Länge 
und 1 mm* QuerscHnitt durch ein Gewicht von 5 kg eine Verlängerung 
um 0-88 mm erfUhrt? — (E = 17 046.) 8. Welches Gewicht ist nöthig, 
um einen Eisendraht von 2 m Länge und 0'4 mm* Querschnitt innerhalb 
der Elasticitätsgrenze um 0*5 mm zu verlängern, den Elasticitätsmodul zu 
20 800 kg angenommen? — (2*08 kg.) 4. Unter Festigkeit versteht 
man den Widerstand, den ein Körper der Trennung seiner Theile entgegen- 
setzt; sie ist die letzte Elasticitätsgrenze. Wenn nun ein Stab von Tannen- 
holz einen Querschnitt von 1*5 cm* hat und durch ein Gewicht von 1200 kg 
gerade zerrissen wird, wie gross ist der Festigkeitsmodul? — (Bezogen 
auf mm* 1200 : 150 = 8.) 5. Welches Gewicht ist zum Zerreissen eines 
Messingdrahtes von 1*25 mm Durchmesser erforderlich, und welches kann 
er mit Sicherheit tragen? Der Festigkeitsmodul sei 50. — (Festigkeit 
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= 0*625* . ,r • 50 = 61*356 kg. Mit dem Sicherheitscoefficienten 1/6 ver- 
mindert sich die zu tragende Last auf 10*2 kg.) 6. Ein schmiedeeiserner 
Stab von quadratischem Querschnitt soll eine Last von 61' b q tragen; 
wie gross muss die Seite seines Querschnittes sein? Festigkeitsmodul 
= 41. — (x^ • 41/6 = 6150, X = 30 mm.) [PUedner-Krebs.] 

§ 49. Elastisclie Kräfte eines deformierten Parallelepipedes. Im 
Vorhergehenden wurde die Wirkung einer Kraft auf einen Körper 
nur in der Kraftrichtung betrachtet. Lifolge des Zusammenhanges 
der Körpertheilchen machen sich auch nach anderen Richtungen Wir- 
kungen geltend. Zur näheren Untersuchung derselben benützen wir 
einen geraden parallelepipedischen, elastischen Körper^ der normal zu 
seinen Seitenflächen durch Zugkräfte in Anspruch genommen werden 
soU^). 

a) Verschiebimgen längs der Brauten. — Die Kantenlängen des 
Körpers seien dXy dy, dz] die Zugkräfte auf die hiezu normalen 
Seiten pro Flächeneinheit seien beziehungsweise X, Z, Z. Die Kraft 
X'dydz verlängert dx um dl^\ Mittelst des Elasticitätsmoduls E 
erhält man 

■'r-iS:^^^' oder i-i-X. 

Ebenso bringen die Kräfte Y und Z nach ihren Richtungen Ver- 
längerungen hervor. Ausserdem haben sie aber auch Verkleinerungen 
der zu ihnen normalen Querschnitte zur Folge. So wirken sie ver- 
kürzend auf dx und zwar mit einer ihrem Werte proportionalen 
Stärke; wir dürfen demnach für die Verkürzungen der Längeneinheit 
schreiben 

^ • Y und -^ • Z. 
Mit Rücksicht darauf gilt für die Verlängerung d^ von dx 

g = ^.[x-«(r+z)]. 

Damach erhält man für die Verlängerungen der drei Kanten 

di = Ux - 6(Y -{^ zy]dx 



und analog 



und 



E 

dn = ~[Y-e{X + Z)]dy 



dt = ^[Z-B(X-\^Y)]dz. 



Wenn man jede der drei letzten Gleichungen mit der zugehörigen 
Fläche multipliciert, dann alle drei addiert und beachtet, dass die 

1) VioUe, Lehrb. d. Phys. I. 8. 368 ff.; Christiansen, Theor. Phys. S. 101 ff. u. a. 
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Summe der linken Seiten die Volnmindenuig dr, ferner rechts 
iix a^ tf r = r ist, so erhält nuin 



i/r=2'*.-^-f r+Zi-il —2 



s\- r 



Bt*i gleichem Dniok auf die Seiten ist X=Y=Z = dP ond es wird 

i 1— äf 



rfr = - 



t dP 



Hierin heisst K o^l — 2^) der Volummodal gegenüber dem Langen- 
modul Jv der Klasticitit. 

Oureh sorgfaltige Messungen an prismatischen Stäben ans Kaot- 
M^huk und anderen Materialien &nd Wenheim £=13. Mehrere 
tVtui^i^sisehe Physiker gaben dafür den Wert I 4 an. Mittelst des 
eiMer^^u Wortt^ nimmt der Volummodul den Wert dts Längenmodols 
AU« und Hus der vorstehenden Gleichung folgt der bereits bei dem 
*\l^Mueut«rt»u Klastioitats^jesetie angegebene Arbeitswert 

/:.rfr=r JP. 

Uio uu w^rigen l\irHgniphen aus dem Vergleiche de$ ElasticitilBgeseties 
VM^I deiu iia^i^nuungsge^^tze gexogenen Folgerungen gehen demnach 
^^^^^^ Wv den Kall eint^ allseitigen Druckes, wenn auch dessen Seiten 
V^^viui\^'4^ in Kivhnung gezogen werden. 

.V\u den obigen Werten für die Verlängerungen der Kanten 
^<SHUV^^ Mohl a\ioh folgende Werte f&r die Kräfte gefunden werden: 



A = A .: - u 

r 



z = i 



r 
r 



2 ■ 



2 II - -^ 






V^- 



X — ' und 2( 

,1 — Ä* i-r* 



1 ^ * 



^ ^v ^^.yt; ^vK^K iuweüen für die Volumsänderung 
Vj^^^^^^''^^ Ur r =» gesetzt werden. 
)l til^iM^'^fiVM^ ^^^^ iH'lasten einen geraden 

^ ,v|JWa^j|^^V^¥i Käv|xt, dt>ssen Lange / und dessen 
^.,^ V >^ HÄh^ ^NS ^^^ **^^^ einem Gewichte P 
^^"lihiMtflW 4>!>^ ^VvKu^^ der Diagv>nÄlebene duivh 
y^fi^^^ Vvjiw^Mg des Winkels ^, 

^j^^lH^ \^^ t und der Verkünung 



PS«. ML 





V \r 
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tg(,, + rf,,) = 4^-t^ = tg 9, . [l + ^1±^] . 



(-¥) 



Im letzten Ausdrucke sind höhere Potenzen von bP/E als sehr kleine 
Grössen vernachlässigt. 

Nun ist , 

tg(g) + ^9?) — tg 9 = ^-, 

und es folgt durch Substitution 

1 + * 



cos' 9 



dtp = 



E 



P • sin 9> • cos 9? . 



Hierin ist P sin g? die Componente von P längs der Diagonalebene, 
deren Flächeninhalt =5/cos9? ist. Wird die Componente durch diese 
Fläche dividiert, so erhält man die Kraft auf die Flächeneinheit, 
nämlich T = P • sin 9? • cos q> . Setzen wir noch wie oben 

(i + £)/i;=i/2^, 

so folgt rp 



dq) = 



2-^ 



oder T = 2fi ' dq)j 



Fig. 41. 



-A^ 



d. h. die tangentiale elastische Kraft, welche längs einer Ebene wirkt, 
ist dem Drehungswinkel der Ebene proportional. 

Der Satz lässt sich auf jede durch den Körper gelegte Ebene 
anwenden und kann daher allgemeine Giftigkeit beanspruchen. Es 
soll damit folgende Aufgabe gelöst werden: Ein rechtwinklig parallel- 
epipedischer Körper mit den Kanten dx, dy, dz werde von drei 
Kräftepaaren gedreht; es wirke nämlich längs der Fläche dxdy 
parallel zu dx und normal zu z die 
Kraft X, auf jede Flächeneinheit, 
und längs der gegenüberliegenden 
Fläche wirke die Kraft — X,; femer 
wirke auf derselben Fläche dxdy 
parallel zu dy und normal zu jer die 
Kraft Ys und auf der gegenüber 
liegenden Fläche die Kraft — Y,. 
Analog wirken auf den zu derselben 
Ecke gehörigen Flächen dxdz die 
tangentialen Kräfte Xy und Zy und 
auf dydz die Kräfte Yx und Z«. 
Auf die gegenüberliegenden Seiten- 
flächen wirken die entgegengesetzten 

Kräfte. Es sollen nun im Gleichgewichtszustande die bezeichneten 
Spannungen aus den Drehungswinkeln berechnet werden. 

Wir betrachten die Drehung um die zur Zeichnungsfläche normale 
Kante dy nach Fig. 41. Das Drehungsmoment eines Kräftepaares ist 
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(Xz ' dx • dy) • dZj und das des anderen {Z^ • dy • dz) • dx . Die Erafte- 
paare drehen im entgegengesetzten Sinne; ihre Momente müssen im 
Gleichgewichtszustande einander gleich sein^ also muss 

Xg = Zx 

sein. Für diese Kräfte folgt aus dem vorstehend abgeleiteten Satze 
über Flächenspannungen 



und 



X,= 2(id(p, = 2(i'^ 
Zx = 2(i'd(p^ = 2(i' j^' 



Durch Addition und Halbierung folgt 

In ähnlicher Weise erhält man für die anderen Flächenspannungen, 
welche beziehungsweise um die Achsen dx und dz drehen. 

Damit sind die verlangten Kräfte bestimmt. Die Werte dienen zur 
Aufstellung der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen in einem 
elastischen Felde. 

Wir benützen noch die nebenstehende Figur, um die vollständigen 
Momente der Drehimg um die Achsen anzugeben. Die Drehung um 
die y- Achse setzt sich aus der Differenz der Drehungen q>^ und y^ 
beziehungsweise dl^/dz und d^/dx zusammen. Man erhält somit für 
das Drehungsmoment pro Volumseinheit (D = T • 1) 

und analog 
und 

Hierin sind die Drehungen, welche, von der positiven Seite der Achsen 
betrachtet, im Sinne des Uhrzeigers erfolgen, als positiv gerechnet. 
Auch diese Werte, welche im Gleichgewichtszustande verschwinden, 
während der Bewegung aber entsprechend gross sind, dienen zur 
Kraftbestimmung im elastischen Felde. 

Aufg. Ein Stab werde in der Bichtung Z seiner Länge mit der 
Kraft P (bezogen auf die Flächeneinheit des Querschnittes) gedehnt; die 
Projectionen der Verschiebung irgend eines Punktes (a;, y, e) sind dann 
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I = — hx^ ri = — 6y, f = az. Es sind a, h und die Änderung S der 
Yolumseinheit durch P und die obigen Constanten k und jii auszudrücken. 
— (Aus Z = P = XS -\- 2fidt/dz = X(a — 2b) + 2fia und 
X = y = ;i(a — 26) — t.>& = folgt a = (A + (i)P/fi{SX + 2|it), 
5 = ;i.P/2|ü(3A+ 2|ii), e = a — 26.= P/(3;i + 2fi).) 

§ 50. Biegnngselasticitat. Wir betrachten einen rechtwinkligen 
parallelepipedischen Körper, der an einem Ende befestigt und anoi 
anderen Ende mit einem Gewichte Q belastet ist (Fig. 42). Der 
Körper wird gebogen, so dass der 
obere Theil ausgedehnt und der 
untere zusammengedrückt erscheint; 
eine Fläche GH in der Mitte bleibt 
ihrer Grösse nach unverändert. Die 
Arbeit der Biegung verrichtet das 
Gewicht Q, indem es um die Strecke 
JBJB'=>1 herabsinkt. Unter der Vor- 
aussetzung, dass die Formverände- 
rung sehr klein ist, lässt sich aus 
den Gleichgewichtsbedingungen der 
wirkenden Kräfte die Grösse X be- 
rechnen. 

Länge, Breite und Höhe des Körpers seien beziehungsweise 2, 6, h. 
Wir construieren die zu der oberen und unteren Fläche an den be- 
treffenden Stellen normalen Querschnitte KL und MN, betrachten 
das zwischenliegende, sehr kleine Körperstück und bestimmen den 
Arbeitswert seiner Formveränderung bei der Biegung. OT sei =dx 
und KU=x. Der Winkel, den beide Querschnitte mit einander 
bilden, sei dq)] derselbe ist auch der Winkel der Tangenten in K 
und N, nämlich d<p = ^ UK U\ Oberhalb der Mittelfläche TO wird 
das Volumen vergrössert, unterhalb verkleinert. Eine Schichte in der 
Entfernung z von OT, welche die Basis b • dz und die Länge dx hat, 
wird um das Stück zdq) verlängert; damit wird eine elastische Kraft 
geweckt von der Stärke 

, j E(b'dz)Z'dw 

Längs des Weges z • dq) wird die Arbeit geleistet 

p ' b ' dz ' z - dq) = E ' b ^ ' z* ' dz ' dq) . 

Die beiden Seiten der Gleichung entsprechen der Form des Spannungs- 
gesetzes p • dv^ die Gleichung könnte somit auch daraus abgeleitet 
werden. Dividiert man beiderseits durch dq)y so erhält man die 
Arbeit für die Winkeleinheit oder das Drehungsmoment, das in 
mehreren Lehrbüchern (Violle u. a.) unmittelbar berechnet wird. Um 

Janatchke, Erhaltung der Energie. 12 
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die Arbeit der Volumänderung des ganzen EIeinentaq)risinas KLM^ 
zu erbalten, müssen die Arbeiten der einzelnen Schichten summia|^ 
werden. Man erhält 

f pbi-dB-dqi =^ Eb '-^ ■ dip f m" ■ dz 

^-l-JE-b-h'-^dq,. 
12 rfa: ^ 

Diese Arbeit wird von dem Gewichte Q geleistet, indem es längs 

des der Biegung des betrachteten Eörperelementes entsprechenden 

Weges W = dX = X- dtp herabfällt Ea besteht somit die OletJ 

cbung der Arbeitswerte 

Q.x-d<p = y,Eh}i>- J'rfy. 

Nach Abkürzung durch dip und Einliihning von dk = 
erhält man 

dk = ^'^r4-. -^-dx 
hbh' 

und ditmath die Senkung 

* E b h' 

Aufg. 1. In dem Gesetze fOr die Senkung des freien KSrperem 
bei der Biegnng ist anstatt h • /t' das Trägbeitsmoment T der Eudfll 
bh in Bezng auf eine durch deren Mittelpunkt gehende Achse b 
ahren. — [T=^bh\ daher i = ö " 'V3 ET. In dieser Form ll 
sich das Gesetz fKr jeden beliebigen Querschnitt anwenden.) 2. Wie gross 
ist die Einseninmg bei der Biegung, wenn ein Balken an beiden Enden 
befestigt ist und in der Mitte mit einem Gewiebte Q belastet wird? 
(Die Einsenkung ist dieselbe, als wenn der Balken in der Mitte befestigt 
wäre und an jedem Ende mit Q/2 belastet würde; somit wird 

3. Es ist aus der Stftrke der geweckten Elasticitilt die letzte ElasticttSI 
grenze, d. i. die relative Festigkeit zu ermitteln. — Aus 
der vorstehenden Gleichungen ist die Elasticität für die FlScheneinhi 
p = E ■ s ■ dip/dj-. Durch Einführung des Wertes für dtf/di aus 
letzten Arbeitsgleichung wird p = 12Qxslbh*. Der Betra,g wird am 
grösaten für x = / und j = A/2, es wird dann j> = F die absolute 
oder Zugfestigkeit und man erhält Q= bh^F/ßl. In der Form 

gibt das Gesetz die Gleichheit der Kraftmomeute von Q und F in Bezng 
auf eine durch C gehende Achse. Von diesem Gesichtspunkte wurde es 
bereits von Galilei abgeleitet.) 4. Kin an einem Ende eingemauerter 
Balken von Eicheuhok bat eine Breite von l'S dm, eine Höbt " ' 

und eine Länge von 4U dm • welche an seinem freien Ende hSngeade 



aden 

stigt .^J 

thefi^B 



.«= ™ I 
nert«r 

2 dm I 

geade ^i 



I 
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(kleinste) Last würde ihn abbrechen, und welche kann er dort mit Sicher- 
heit tragen? Der Coefficient der relativen Festigkeit sei Fjü = 150 kg 
pro cm* und der Sicherheitscoefficient ^ 1/10. — 

(9 = 150 ■ 18 ■ 21)7400 = 2700 kg; 

mit Sicherheit wlirdeu 270 kg getragen,) B. Ein Stab von Eichenholz 
mit quadratischem Querschnitte von 2'634 ein Seite, der mit seinen beideu 
Enden wagrecht auf Unterlagen gelegt war, die 98 cm von einander ab- 
standen, wurde nach Gerstner dureh ein in der Mitte angehängtes Gewicht 
von 100"8 kg gebrochen. Wie gross ergab sich daraus der relative Festig- 
keitsmodulV — (Man setze in Q^x - bh^/l für Q den Wert Q/2 and 
1/2 statt I; dann wird j: = Ql/ibh* = ISS'i.) 6. Eine horizontal an 
beiden Enden aufliegende rechteckige Stange von Gusseisen ist 04 dm 
breit, 0'6 dm hoch und 3 m lang; welche iu ihrer Mitte hELDgende Last 
würde sie brechen und welche kann sie mit Sicherheit tragen? Der rela- 
tive Festigkeitsmodnl ist 500, der Sicherheitscoefficient 1/4. — 

(^ = 4 ■ 500 ■ 4 ■ 3e/3O0 = 960 kg 

und die sichere Tragkraft 960/4 = 240 kg,) 7. Der Boden eines Gefreide- 
magazins ruht auf parallelen Eichenbalken von 3 diu Breite, 4 dm HShe 
und MO dm Länge, deren Mitten 75 dm von einander entfernt sind. Wie 
hoch Itlsst sich Getreide, von welchem 1 1 0'8 kg wiegt, auf diesem Boden 
ohne Gefahr des Einhrechens aufschütten? Der relative Featigkeitsmodal 
ist 150, der Sicherheitscoefficient l/lO. — (Q = H ■ (150/10) - bh^/l und 
darnach j:^ 15 dm.) [Aufg. 4 — 7 sind von Pliedner und Krebs.] 

§ 51, ToTsionselasticität. Ein verticaler Cylinder, dessen Länge l 
und dessen Basishalbmesaer It seien, werde an seinem oberen Ende 
festgehalten und um unteren Ende durch ein Kräftepaar mit dem 
Drehungsmomente D gedreht; es ist die Beziehung zwischen dem 
Drehungswinkel r und dem Momente JD zo ermitteln. Bei der Rech- 
nung sollen kleine Drehungen innerhalb der Elasticitütsgrenze voraus- 
gesetzt werden. 

Eine Gerade, parallel zur Cjlinderachse, im Abstände r von 
dieser, nimmt infolge der Drehung die Form einer Schraubenlinie an, 
welche in allen ihren Theüen mit der Verticalen den -^ip = r • a/z 
einschliesst. e ist die Entfernung des betreffenden Elementes der 
Schraubenlinie vom oberen Ende des Cylinders. Winkel y ergibt 
sich leicht aus dem von der betrachteten Verticallinie bei der Drehung 
beschriebenen rechtwinkligen Dreieck. Die Gleichung ist nur richtig, 
wenn -^ 9. sehr klein ist; bei grossem -^ a muss daher der Radius r 
gegen die Länge des Cylinders sehr klein sein. Da die Gleichung 
anf die untere Basis bezogen wird, filr welche .r ^= l ist, so muss das 
Verhältnis von r/l sehr klein sein. Gestutzt auf diese Bemerkungen 
können leicht die durch Drehung erzeugten Fläehenspannungen X.. 
und ¥, und das Drehungsmoment D berechnet werden. 



18(> 



lY, MaleeuUrkräfke 



L§5l 



Fig. 4^^ »teile irgend einen zur C'Tlinderachae nomuden Qaer- 
nchnitt dar. Ein Punkt A in der Entfemnng r Ton der Achse werde 
lim dif; Stn;cke r • a gedreht. Die Projectionen dieses Bogenelementes 
geben die Änderungen der Coordi- 
riaten, nämlich 



5 •— r • « 



9 



yz 



X 



9 



X ' Z. 



ri — r * u ■ 
DArriAch erh&lt man snifolge § 49 



x.-..^'-.f.. 



iiikI 



Y.- 



X 




llnldi» Himririiingen stellen Com- 

titittontoti oirHir %u r normalen Ilenultierenden dar, deren Stärke ist 



fiip 



TU 



\\Wn\^ Ki'mII wirkt Hilf dii! Hächeneinheit bei A in irgend einem Quer- 
M^hhlllt* Hpw>g<«ri Hilf die untere Grundfläche erhält man damit die 
k\\M\ '^l^* **'" l''lll<'l»'»"''l'""^''^* ^* ^^^ ^^^ Drehung um den Winkel a 

UW — P ' (Ih ' r ' u >= fL ' y-A * ^ * ^^ • 

kWi^ \umlruoh IihI. img^ujMchciinlich die Form p • t; im Sinne der Zu- 

dbH\li^l^<**l***"t* '*•'*' l^ruck V fllr die Flächeneinheit ist hierin 

i\i— u M." — ' • /**: or ist also dem Quadrate der Flächen- 

''•f'^^J^^ für dio Winkeleinheit folgt das Drehungs- 

Otj^it m^Mt hII«' (i<""'l/t< tlff 'IV.rMionselasticiiÄi Nach ihr 
^sff5I*L»»fc* 1» »«»'•' TtM«l<M«Ni'iM<nioiont genannt. 
'•••t%T*WT^/,i^|j,,|,„„ fi iiitil «It'in KItwticitätsmodul i; ist 



»• 






§ 61— 5*2. 1 IV. Molecularkräfte. 181 

Wüllner berechnete nach Experimenten von Wertheim ^) 
für Eisen ^i = 6837, E = 17805, e = 0*32, 
„ Kupfer (i = 3612, E = 9395, s = 030, 
„ Glas |ii== 2383, E= 6200, £ = 0-32. 

§ 52.. Kräfte im elastischen Felde, a) Wir betrachten nun ein 
elastisches Mittel in einem unbegrenzten Räume, das durch Druck- 
oder Zugkräfte in einen Spannungszustand versetzt worden sei. Mit 
Bezug auf die geweckten elastischen Kräfte bildet das Medium ein 
Kraftfeld. Die Kräfte selbst ergeben sich aus den Qleichgewicjits- 
bedingungen für ein rechtwinkliges Elementarparallelepiped mit den 
Kanten dx, dy, dz. Auf jede Fläche wirken zu beiden Seiten 
gleich starke und entgegengesetzt gerichtete Kräfte; diese Wirkungs- 
weise ist für die Spannung charakteristisch. Die Kräfte auf die 
äusseren Seitenflächen des Elementarparallelepipedes können folgender- 
massen festgestellt werden: Auf die Flächeneinheit der näher gegen 
den Coordinatenursprung liegenden Seite dy • dz wirkt normal — Xx] 
auf die Flächeneinheit der gegenüberliegenden Seite wirkt 



r ^^* 1 



Auf die untere Seite dx • dy wirkt die Tangentialspannung — X, 
parallel zur X-Achse und — Y, parallel zur F- Achse, femer auf die 
gegenüber liegende Seite beziehimgsweise [X, -|- (dXg/de) dz] und 
[Yt -\- (dYJdz)dz], Auf die vordere Seite dxdz wirken die Span- 
nungen — Xy, — Zy und auf die hintere Seite [Xy -j- {ß'^y/dy)^y] 
und [Zy + (dZy/dy) dy'] . Die übrigen Bezeichnungen wählen wir 
entsprechend § 49. 

Wirkt nun auf die Masseneinheit im Elementarvolumen dxdydz 
eine Kraft, deren Componenten X, Y, Z sind, so muss jede dieser 
Gomponenten von den gleichgerichteten Spannungen aufgehoben werden, 
wenn Gleichgewicht herrschen soll. Es gilt demnach folgende Be- 
dingung, in welcher d die Dichte des elastischen Mittels bedeutet, 

/dX^ \ /dX^ \ (dX^ \ 

V"55" ^V ^y • ^^ + yji} ^y) ^x-dz^ [-g^- dzjdx . dy 

+ X8 dxdydz = , 
Daraus folgt 

dx ^ dy ^ dz ^ ^ 

und analog gilt 



dY^ dY.. dY 



und 



dZ^ dZ^ dZ^ A — O 

dx "^ dy ~^ dz ~^ 



1) WüUner, Lehrb. d. Phys. 4. Aufl. I. S. 227. 
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Kommen Spannungen längs der Flächen nicht in Betracht^ so hat 
man fQr die wirksamen^ normal zu den Flächen des Volumelementes 
gerichteten Kräfte mit Rücksicht auf § 49ay in welchem jedoch die 
normalen Kräfte X, Yj Z die hier mit X,, Fy, Z; bezeichneten Kräft;e 
bedeuten, die Werte 

-^■'-t-Ä('<'+^''S)- 

Durch Einführung der Werte für dX^/dx^ dYJdy^ dZz/dz, femer mit 
Hilfe der im § 49 b angegebenen tangentialen Flächenspannungen 
Xy, X, u. s. w. (die anwendbar sind, weil auch bei jeder Flächen- 
spannung Wirkung und Gegenwirkung vorhanden sind und die äusseren 
Spannungen hier wie in § 49 b Drehpaare zusammensetzen) und end- 
lich mit Benützung der Drehungswinkel um die zu den Goordinaten- 
achsen parallelen Kanten, nämlich 

^^~\dz dxl' 

^ _(dv dV\ 
^'~\dx dy)' 

""'-Kd^ — Tz) 
erhält man fQr die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen die Formen 

V dR /da^, da\ 

Ist das Medium unzusammendrückbar, so ist = und die wirken- 
den Kräfte sind 



/da da\ 



— X 

'da, da. 



— Y 



— Z 



/da^ da\ 

^ = f'\dl — -d7)' 

/du^ da \ 



b) Ähnlichkeit mit elektrischen Kräften. Die Gleichungen 
für die Drehungswinkel a und die letzten Ausdrücke für die Kräfte 
X, Yj Z zeigen eine gewisse Ähnlichkeit mit den Maxwell'-Hertz'schen 
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Gleichungen für das elektrische Kraftfeld. Sie stimmen aber unter 
den für die Elosticität angegebenen Bedingungen nicht vollkommen 
Uberein. Diesbezüglich mag hier nur anschliessend an die vorher- 
gehenden Auaein ende rsetzun gen kurz bemerkt werden, daas die Über- 
einstimmung erzielt wird, wemi man die Kräfte nicht der relativen, 
sondern der absoluten Verschiebung der Theilchen proportional setzt, 
wenn mau also für die Masseneinheit X = x^, F= jtij, Z=^x^ und 
e = annimmt. Substituiert mau fUr dX/dl=X', dY/dt= T, 
dZ/dt = Z\ so erhält man aus den Gleichungen fDr die Drehungs- 
winkel 



f^ ■= - 






aen letzten Gleichungen für die Kräfte X, Y, Z, die sich 
auch durch die Beschleunigungen rf*S/d(* ^ dX'/rfi- x etc. darstellen 
lassen, 



\dz dy) 



'■-\-d^~~d^ 



Die beiden letzten Gruppen der Gleichungen stimmen genau mit der 
Form der Maxwell - Hertz 'sehen Gleichungen füi' das elektrische Ki-aft- 
feld überein, wenn X', Y', Z' mit den elektrischen Kräften und die 
Drehungen «,, «„, a,. mit den magnetischen Kräften gleichgestellt wer- 
den^). Die Kräfte X, Y, Z hierin, verglichen mit den elastischen 
Kräften, geben X = X^ ■ x/2n. Der Quotient fi/d bedeutet (nach 
§ 56) das Quadrat der Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Wellen- 
bewegung im Medium. 

§ 53. Potentielle Energie im Kraftfelde, a) In einem unbegrenz- 
ten elastischen Mittel, z. B. Kautschuk, befinde sich an irgend einer 
Stelle ein kugelförmiger Raum mit einer Flüssigkeit oder einem Gase 
gefüllt, und die Kugelfläche werde durch einen Druck radial etwas 
nach auswärts verschoben. Die Verschiebung pflanzt sich alsdann in 
dem Mittel von Schichte zu Schichte fort und beansprucht eine Arbeit. 
Es soll die ganze Verschiebungsarbeit berechnet werden. 

1) Vgl. meine Schrift über den AtherdruiJi als einheitl. Naturkraft, 
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Der H ^IK m j ijm » ! des ka^dfivmigm IUniB<w «t r. die 
bm^ der Kugeloberfficlie 0^ dum ist der YeradiiefainigvnBM 
Um einen ^eielien Ruon aoBoi nim ancii aDe folguül en 
irischen ki^eUormigen Sdüditeii des Medimas nadi 
sehoben werden^ indem immer eine Vendiiebimgaariiiclile 
benachbarte r^tlringt. In der Entfeniai^ B tob Kngeimittel|Nnikfee 
wird eine ki^eliarmige FGiehe am ö rendioben, warn 

ist; also ist die Tenddebiii^^ 

Nach dem EUutieitätagesetz ist die Kimft in der Richtung des Radias 
R auf die hienn nonnale FBdicneiiilieit (§ 49a) 

and der bewegende Überdroek ron einer Seite eines BaamekmeQies 
för die Flicheneinheit (naeh § 52a) 

Der Drack entwickelt sich ron Nail bis zu der der Yerschiebang ö 
entsprechenden Grösae. Zar Beredmai^ der Arbeit wird man des- 
halb den halben als den mittleren Drack za Terwenden haben: mit 
diesem erhalt man für die VerBchiebangBarbeit der ganzen Eogel- 
flache 4IPx längs der Strecke ö = r^öJIP den Wert 

rfTF — 6/* 4Ä.r^V•^• 
Im ganzen Mediam ist demnach die Arbeit 

r 

d. h. die Arbeit, die als potentielle Energie in dem elastischen Mittel 
aufgespeichert ist, ist proportional dem Qoadrate des Verschiebangs- 
raumes der inneren Kugelflache und umgekehrt proportional der 
dritten Potenz des Halbmessers dieser Kugelflache. 

Man gelangt zu demselben Resultate, wenn man durch den Mittel- 
punkt der Kugel ein Coordinatensystem gelegt denkt, mit Bezug auf 
die Verschiebung eines Volumenelementes die wirkenden Kräfte auf 
dasselbe allgemein bestimmt und damit die potentieUe Energie als 
Verschiebungsarbeit berechnet. 

Nach der in den vorhergehenden Paragraphen gebrauchten Be- 
zeichnung lässt sich die potentielle Energie eines elastischen Feldes 
als Summe der Producte der wirkenden Kräfte in die zurückgelegten 
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Wege wie folgt darstellen: Für die Arbeit in der Richtung der 
X-Achse gilt 

und wenn S = 

- »• [(r»'+ ($) ■ ö + (§) ■ (Ü)] ■ ^'. 

die Arbeit nach allen drei Achsenrichtungen zusammen ist sodann 

■"^- ^ my+ m+ ©)'+ ^ m e-s + » (i) c-y + 

In diese allgemeinen Ausdrücke für die potentieUe Energie eines 
Raumelementes dv kann man nun die der Verschiebung 6 entsprechen- 
den Werte 5; Vy t setzen. Aus der Verschiebung 6 = ö^r^/R^ folgen 
deren Projectionen auf den Achsen 

Daraus und mit Rücksicht auf die Beziehung JB* =*= a;^ -|- 2/^ + ^^ 
erhält man 

dx ~ R* V R^J' 

d^ dfi ^r^ff^xy 

dy~dx~ 5» 

d£ dt Br^öf^zx 

dz dx JB» 

^ _^ ^ Br^c^yz 

dz dy JB» 

Durch Substitution dieser Werte ergibt sich 

dW==i^i^-^y.iQB^)-dv, 

ein Ausdruck, der nach Einführung von dv = iR^x ' dR vollständig 
in den oben angegebenen für dW und nach vollzogener Integration 
in jenen für die potentielle Energie W übergeht, nämlich in 

b) Das Resultat der vorstehenden Aufgabe zeigt Ähnlichkeit mit 
dem Werte für die potentielle Energie oder für das Potential einer der 
Schwerkraft unterworfenen Masse (§18 S. 71) oder wie später gezeigt 



femer 



werden soll, filr dte Ladungsarbeit oder das Potential einer elekti- 
schen Kugel : In beiden Potentialen steht an der Stelle des Verschie- 
bungsraume* 4»~ff„T die Masse M, bezi eh nngs weise die elektrisch) 
Ludung, und ttn der Stelle von r^ im Nenner die erste Potenz des 
Radius r. In letzterer Hinsicht ist der mathematische UnterBchv 
ein wesentlicher. 

Dieser Unterschied verechwindet bei Lösung derselben Au^l 
also bei Berechnung der Arbeit zur Verschiebung der von 
Kugeldäcbe ir'x aus aufeinander folgenden Schichten eines Mediums, 
wenn die geweckte Kraft der Verschiebung a direct propor- 
tional gesetzt wird'). Zur Durchführung der Rechnung benutzen 
wir die obigen Bezeichnungen und setzen nur die verschiebende Kraft 
für die Raumeinheit einer Schichte in der Entfernung R vom K»igel- 
mittelpankte 

Damit wird in ähnlicher Weise 
einer Schichte 

^W= ]- Pdc a= ^ 

Durch Summirung von der Kugelfläche mit dem Halbmesser r i 
das ganze unbegrenzte F'eld erhält man die potentielle Energie *) 



des . 



i oben die Verschiebungsarb^ 



W = 



*jtd 



Hier steht x/Ö für die obige Constante (i. — Im Vergleiche des W 
mit dem Potentiale einer echweren Masse auf sich selbst (§ IS) steht 
der constante Factor {x/4jtd) an der Stelle der Gravitationsconataii- 
ten und die Verschiebungsschichte {4r^jta^d) an der Stelle der Masse 
M des Körpers, 

Die Ableitung macht die im § 19 S. 75 angedeutete Auftassuag 
von Maswell, dass die potentielle Energie eines Kraftfeldes in 
einer daselbst aufgespeicherten Arbeit ihren Grund habe, klar. Der 
dort angegebene Druck auf tue Flächeneinheit im Felde ist hier als 
Kraft im Räume («1) gleich p = p. ö = xö(ffor*/fi')*, Die Kraft, 
auf die Masseneinheit des Mediums im Felde ist f'^ P/d ^xa^r'/R*. 



1) J. Odströil: „über den MechaoütnuB der Femewirkung elektr. Kräfte", 
Wiener Akail.-Ber, 18SEI; und „über den Mechanismua der Gravitation". Wiener 
Ber. 1884. — Siehe auch meine Schriften über dos Energieprinrip in A. Blek- 

tricitatslehre (18871 und über den Ätherdnick (1893). 

■i) Behof» elementarer Summierung (vgl. S lö) setze naan itIt = It^—S^_^ 
und Ä' = Äu ■ Ük_i- Man erhält dann 



J 
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Damit wird p =p - x/d. Die Beziehung geht in die betreflfende des 
§ 19 über, wenn x/d = 4:r wird. 

Durch Einführung der Kraft p auf die Flächeneinheit oder 
der Kraft /* auf die Masseneinheit erhält man aus der vorstehen- 
den potentiellen Energie in Übereinstimmung mit § 19 



w=^fp.dv=±fr.dv. 



Setzt man für 4r^x0Qd = M die femwirkende Masse, so erhält 
man das Potential auf die Masseneinheit als Arbeitswert der Massen- 
einheit, nämlich 

' dW_ Jtf 

dM~ r ' 

Dieselben und noch weiter gehende Vergleiche ermöglicht die Elek- 
tricitätslehre. 

c) Fern Wirkungsgesetz. Zur Veranschaulichung der Maxwell- 
schen Auffassungsweise über die potentielle Energie als Arbeitsvor- 
rath im Kraftfelde möge noch folgende Aufgabe gelöst werden: In 
einem elastischen Mittel seien zwei kugelförmige Hohlräume vor- 
handen; jede der beiden Kugelflächen werde durch Druck im Sinne 
der vorhergehenden Aufgabe nach auswärts verschoben und diese Ver- 
schiebungen pflanzen sich in dem Mittel von Schichte zu Schichte 
bis ins Unendliche fort*, es soll die Verschiebungsarbeit berechnet 
werden. 

Die beiden drückenden Kugelflächen der Hohlräume / und II 
haben die Halbmesser r^ und r^, ihre Verschiebungen seien <Ji und e^f 
die Entfernung ihrer Mittelpunkte R, Der Kürze halber setzen wir 
für die Verschiebungsschichten 

4ri^Ä ' 6^ ' d = m^ und ir^^x - 6^ - d = w,. 

Die geweckten Kräfte seien den Verschiebungen <j direct proportional. 

Ein Massentheilchen Ä im 
Felde erleidet von / (Fig. 44) die 
Verschiebung 

und von II die Verschiebung 

r ' 

Beide Verschiebungen setzen sich 
zu einer Resultirenden 6 zusam- 
men, und diese gibt zugleich ein Element der Kraftlinie, welche 
durch den Punkt A geht. Darauf normal steht ein Element der 
Niveaufläche. 
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Die geweckte elastische Kraft ist 

« 

wobei dv ein Volumelement bezeichnet. 
Die geleistete Arbeit von p ist 

Wenn man 6 aus dem Bewegungsparallelogramm berechnet und 
dafQr die Seitenverschiebungen einführt, so wird das Arbeitselement 

dT7= 4- **«^ + ^2'* + 2tf/(ysi' cos J.) . dv. 

Durch Einsetzen der angegebenen Werte fQr 6^ und o^ und 
Summierung über den unendlichen Raum erhalt man die Arbeit 

W^ ^U6,^ . r,*f^. + I *« • V • V/If. + 

Setzen wir in den zwei ersten Gliedern fQr dv Eugelschalen mit 
den respectiven Halbmessern R^ und B^ und der Dicke dB, so folgen 
als deren Werte unmittelbar: 

W — ^kSa* r^ / ^'^^^ _ 1 fe m,' 
und 





r - 


^' 




W,- 


1 
2 


k 
4kn8 





Das sind die potentiellen Energien der einzelnen Kugeln I und 
II, deren Gesetz bereits oben aufgestellt wurde. Sie stimmen mit 
den gewöhnlichen nach der Potentialtheorie erhaltenen Werten der 
Potentiale von Massen m^ und m^ auf sich selbst überein, wenn 
AnS/h = 1 ist. 

Das dritte Glied der gesammten Arbeit W ist von der gleich- 
zeitigen Anwesenheit beider Grössen m^ und m^ abhängig; es gibt die 
Wechselwirkungsenergie an. 

Zur Berechnung beziehen wir dv auf eine Kugelzone des Feldes, 
für welche die Wirkung von / und II an allen Stellen denselben 
Wert hat, also auf eine Zone der in Fig. 44 angedeuteten Kugel mit 
dem Halbmesser ü^, dem Basiskreise 2i2^^sin9, der Breite B^dtp 
und der Dicke rfü^; es wird 

dv = 2R^% .sivLtp ' dtp ' dlt^ 
und die Wechselwirkungsenergie 
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Wächst B, um dli^, so vermindert sich R^ um dlt^ und es 
fol(^ aus ^ (dKi, ^, dJi^) cos^ = dR^/dR„ damit wird 



oder 






2 ■ 4«*' Ä 



Aus diesem Werte der Wechselwirkungaenergie folgt die Kraft 
der Wechselwirkung 



Das Gesetz stimmt mit der Form des Newton'achen QraritatioDB- 

geaetzes und ijen Gesetzen der elektrischen und magnetischen Wechsel- 



tirkung völlig übe rein, wenn 
Bei der Wechselwirkung zwi 



Med 



ieder k/S = An gesetzt wird. 
vischen Elektricitat in einem anderen 

ium als Luft ist aber thataächlich eine Üonstante zu berücksich- 
tigen; dies wurde zuerst von H. Helmholtz ausgesprochen und von 
Silow experimentell bestätigt. Es besteht daher vollkommene Über- 
einstimmung des Gesetzes mit den Versuchseigebnissen. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass das Femwirkungagesetz un- 
mittelbar aus der Kraft der Verschiebung auf das zu bewegende 
Körperchen folgt; weim wir die Verschiebungen von 7 ausgehend 
annehmen und die Verschieb ungskraft auf eine Masse m^ in // be- 
rechnen, so erhalten wir 



= km^t. 



» ü' 



Ä' 



g 54. Longltudinale Schwingangen von Stäben. Ein elastischer 
Stab sei in horizontaler Lage an einem Ende befestigt, und sein Quer 
schnitt an dem freien Ende werde durch eine Zng- oder Druckkraft 
(_etwa durch einen Hamm erschlag) verschoben. Ea iat die hiedurch 
hervorgerufene Erscheinung zu untersuchen. 

Nach dem Aufhören der äusseren Kraft wirkt auf den verscho- 
benen Querschnitt die geweckte ela.stische Kraft proportional der 
Verschiebung und bringt daher den Querschnitt (nach § 12) in eine 
schwingende Bewegung, die ala Projection der Bewegung eines Kegel- 
pendels betrachtet werden kann. Die Bewegung bleibt aber nicht 
bloss auf den ersten Querschnitt beschränkt, sondern die Verschie- 
boQgen pHanzen sich von Schichte zu Schichte fort, und ein Quer- 
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schnitt Dach dem anderen wird in Schwingungen gerntheo; es bildet 
sich eine sogenannt« fortschreitende longitudinale Wellen- 
bewegung ans. (Experimente nod grsphiache Darstellung.) Erfah- 
rnngsgemäss ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer solchen 
Wellen bewegnng constant. Dieselbe soll im Folgenden mittelst des 
Energieprincipes abgeleitet werden'). 

Seien X X^ in Fig. 45 die Achse des prismatischen oder cylin- J 
driscben Stabes und A, B, C die Schnitte derselben mit drei in unend«] 
lieh nahen Abständen rfz ge- 
li^enen Querschnitten, deren *^* ** 

Fläche q sei. In einem be- .1 jt' BB' VV' 

stimmten Momente hätten die i' s s* 

drei Querschnitte die respec- 

tiven Elongationen |' % i". Die Entfernungen der Querschnitte : 

nun nicht mehr gleich dx, sondern sie haben sich um 

(rfar + l —i-)-dx = dr 

{dx + V- I) - da; = dg" 
geändert. Diesen Andeningen proportional wirkt nun*die Elasticität 
als bewegende Kraft der Stabschichten. Wird diese Kraft mit P 
bezeichnet, so gilt nämlich nach den Gesetzen für Zug- und Druck- J 
elasticität 



P = E 



Aj-q 



wenn E der Elaaticitätsmodut ist. 

Mit dieser Stärke wirkt die Elasticität in der Schichte .l'jB*^ 
znfolge der Längenveränderung yon Ä B. Ebenso aber wirkt andi 
eine Krafl infolge der Längen Veränderung von BC um dg", und zwar 
in entgegengesetzter Richtung. Die Resultierende beider Kräfte gibt 
die die Schichte bewegende Kraft. Dieselbe ist also 

ax dx ' dx 

Da nun die Arbeit der Kraft sich als Vennehrung der Energie )i 
den bewegten Massentb eilchen wiederfindet, so gilt znfolge des En^ 
gieprincipes 

Rdl = 1 d g . dxiy" — (•,*), 

wobei & die Dichte des Stabes und v und v, die GeschwindigkeitettJ 
einer Schichte am Anfange und am Ende eines Zeitelementes dt sindg 
durch Substitution des gegebenen Wertes für R und für v 
wird die Arbeit*) 

1) Siehe meine Schrift über das Energieprincip in der Dynamik, II 
•i) Bei elementarer DarsteUnng- wäre etwa lu setzen 
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Durch einfache Reduction und Einfährung der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der longitudinalen Welle C aus C =^ -jr erhalten wir 




C 



d. h. die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist gleich der Quadratwurzel 
des Quotienten aus der Dichte in den Elasticitätsmodul des Stabes. 

Der Bewegungszustand der einzelnen Querschnitte lässt sich nach 
dem Gesetze für die wirkende Krafk iJ genau ermitteln. Wir drücken 
R durch das Product aus der Masse q* dx* d und der Beschleunigung 
cPl^/dfi aus und erhalten dann die Bedingungsgleichung 



ö.'^^^E. 



oder 



dt* 
dt* 



= C 



2 



d*l 

dx* 

dH 
dx* 



Flg. 416. 



Dieser Gleichung wird durch eine geradlinig schwingende Bewegung, 
die als Projection einer gleichförmigen Kreisbewegung angesehen 
werden kann, entsprochen. Die Elongation 1^ = ABy der Abstand 
des geradlinig schwingenden Punktes von der Gleichgewichtslage, ist 
die Projection des Bogens A'B'y also nach 
Fig. 46 

x. . • int 

§ = a • sin 9 = a Sin -^- , 

wenn a die Schwingungsweite oder 
Amplitude, Tdie ganze Schwingungs- 
dauer und t die Zeit der Bewegung von 
der ursprünglichen Lage A bedeuten. Der 
Winkel q> ist der Zeit proportional, da- 
her verhält sich q>:2n = t: T, 

Die Geschwindigkeit in einem belie- 
bigen Punkte B ist 




di 
'^ = dt- 



2an 2nt 

-Tsr- COS-;«- 



Die beiden Grössen S und v bestimmen die Phase, den Bewegungs- 
zustand, des Punktes voDstöndig. 

Die lebendige Kraft des schwingenden Massentheilchens m in 
A gibt die Schwingungsintensität; sie ist 



w 1 2 1 /2a«V 
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Dieselbe wird «ach aus der Arbeit der Kraft m - tP^ if längs des 
W^<;gc« d eriulten. Die Schwingnng^iiitensitit ist demnach propor- 
bonal d«- bewegten llasu und dem Qnadrate der Scbwingnogswieite. 

Im Endponkte D der Amplitude ist die lebendige Kraft gleich 
XnU, di« ganze Energie ist als potentielle Energie ToriuuideD. Am 
Wege naeb der Gleicbgewichtelage A bin wird immer mehr poten- 
tielle Energie in lebendige Ktaft Terwandelt; die gesäumte Samaie 
der Energie ist aber stets conatant. 

Diese Gesetze fOr einen scbwingeoden Ponkt oder Qoerscbnitt 
gelten auch f^ jeden Qaer«cbnitt des betrachteten Stabes. Wird die 
Entferanng eines Botchen Ton dem freien Stabende mit x und di« 
Zeit, während welcher er schwingt, mit (', femer der Weg. längs 
welchem sich die Welle während der Scbwingnngsdaner T fortpflanzt 
d. i. die Wellenlänge CT, mit i. bexeiehnet, so ist 

und die Elongation wird 
nnd die Geschwindigkeit wird 

Ifan kann sich leiebt übenengen, dass dieser Wert für | der i 

gestellten Beweguug^leichong tPi,dP^C d'i;dx^ entspricht, 
aoch folgender Wert erfSUt die nothwendige Bedingung: 

e = a8.n2x(^-^)-f-aau,äx(j.--^-j -) 

= a coa2« ' + '^-'' . ging» (1, - 'jtJ^ . StabSnge — 4 

Der Äoadmck ent^richt einer zosammengesetzten Schwingung, her- 
Torgemfen dnrcb das Zasammen treffen der Welle vom Ausgangs- 
punkte und der Ton der Befestigungsstelle zurSckgeworfenen Welle; er 
stellt das Gesetz der Interferenz zweier einander en^^engesetzter 
WellenzOge oder das Gesetz der stehenden Wellen dar. lExperi- 
mente. Darstellung.) Die Amplitude ist 

y a ' + ''—1 

21' gibt die Pha.sendifferenz bei der Reflexion an: dieselbe wird I 
stimmt durch die Bedingung, dass ein Ende des Stabes fest sein i 
fEir dieses mu&s ^ ^= sein. Setzt man x =' l, so wird 

.^ = a cos 2ä t'/X = , 
wenn 2^'= X/2, d. h. die Phast-ndifferenz einer Welle bei der Eteflei 
an einer festen Fläche kommt der einer halben Wellenlänge f 
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Soll das freie Eude volle Schwingungen aiiatilhren, so miisa luv 
X = die Amplitude A = a sein; die Bedingung wird erfüllt, wenn 
l = (2n + 1)V4' '^- h. die Stablänge muss eine uogeraile Aflzshl 
Viertelwellen messen. Durch Einfiihruug dieser Bedingungen wird 



c. 2jtx . 2nt 

g = d . CO« —j— ■ Sin ~=- 

fian 2tcx 2jtt 

V = —^ cos — — COS -y- • 

Nach dieflen Schwingungagesetzen sind fBr stehende Wellen jene 
Stellen charnkteristisch, die stets in Ruhe bleiben; es sind die soge- 
nannten SchwingungBknoten. Ihre Lage ergibt sich aus A ^ 0, 
also aus der Bedingung 2wx/A = (2m+ 1)k/2; ihre Abstände vom 
freien Stabende sind daher a: ^ (»+ i)^/i, wobei « die aufeinander 
folgenden ganzen Zahlen bedeutet. 

Die Energie des Stabes während der Dauer seiner Schwingungen ist 



-=fi 



q- dx- S ■ (^^ ) cos* - T— = 



(¥)'/(' +™*F)*-. 



-Dt. 



= >.(^)-. 



I 



Mit Hilfe der ÄUBdrOcke für die Länge l des Stabes nnd der Schwin- 
gungsdauer T lässt sich aus dem G-esetze für die Fortpflanzunga- 
geBchwindigteit C die Schwingnngszahl N ermitteln. Setzen wir 
N=l/T, t = X/4 und C = X/T=il- N, dann ist die Schwingnngs- 
zahl 



N = 



11 } 



In der Lehre vom Schall erweist sich die Schwingungszahl als be- 
stimmend fQr die Tonhöhe und wird deshalb auch absolute Ton- 
höhe genannt. Das erhaltene Gesetz gibt somit die Abhängigkeit 
der absoluten Tonhöhe von der Länge des Stabes, dem Elasticitäts- 
modul E und der Dichte d. Es wird oft dazu benutzt, um ans 
anderen bekannten Grössen den Elasticitätsmodul zu berechnen. 

Aufg, 1. Es ist die PortpflanKiingsgescbwindigkeit des Schalles im 
Eisen aus dem Elasticitätsmodul 20000 kg für 1 mm" und der Dichte 
77 zu berechnen. — (C = V'9-81 ■ 2 - 10'V77UO = 5050 m). 2. Zudem 
Tone eines Stabes ans Platin als Grundton gibt ein gleiehlanger Stab 
aus GusBeisen die Quart (Verh&Itnia der absolut, Tonhöhe 3 : i)\ wenn 
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4 m ist, »^H 



id iä^M 

.? -^" 

indem 

immer 



äie Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im Platin 3664 m i 
gros» ist jene im GuBBcisen? — (Zufolge der Beüiebiing C ^ AI ■ N ist 
3:4 = 2664 : x und x = 3552 m.) 3. Die Töne zweier gleich langpr 
üitBbe aus Ousseisen und Tannenholz bilden den Grund ton und Quint 
(Tonverhältnia 2 : 3); die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Eisen ist 
3552 m, wie gross ist jene im TannenholzeV — (5328 m). 4. Schwin- 
gende LuftsiLulen in Pfeifen befolgen dasselbe Gesetz wie longitudiual 
schwingende Stllbe; wie kann man daher das Verhältnis der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft zu jener in anderen Gai 
bestimmen? 6. In welcher Beziehung stehen die Tonhöhen gleich langt 
longitudinal schwingender Stäbe, von denen einer an einem Ende und t 
andere in der Mitte befestigt ist? Von offenen und gedeckteo Pfeifen? - 
Anmerkung: Uie Töne der Stäbchen werden einfach erbalten, indem 
man diese mittelst einer Zange entsprechend fasst uud mit einem Hammer 
schlagt. 

§ 5Ö. TransTeFBale Schvingungen gespannter Saiten. In 
lieber Weise wie die longitudiimlen Schwingungen eines Stabes lafiaq 
sieb die Schwingungen gi>äpanntt'r Saiten behandebi. Der wesentlich? 
unterschied besteht nur darin, dass die Schwingungöricbtung hier zva 
Fortpflanzungarichtung der Welle normal ist; es entstehen trans- 
versale Schwingungen. In jedem Augenblicke bildet die Saite eine 
Wellenform, sie nimmt die Gestalt einer Sinnslinie an, indem för 
jedes Theilchen die Elongation normal zur lÄngsrichtung der Saite 
gegeben iat durch . 

Wie bei Stäben so wird auch hier an den befestigten Enden 
fortschreitende Welle reflectiert und es bilden sich stehende Well0]| 
(Graphische und experimentelle Darstellung.) 

Die Gesetze fBr die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und f 
die Schwiugungszahl können in folgender Weise abgeleitet werden) 

Sei in Fig. 47 AB ein kleines Stück einer schwingenden Sai 
die mit der Kraft P gespannt werde, 
in einem bestimmten Zeitmomente. 
Die Spannung P wirkt längs der Ele- 
mente, deren ursprüngliche Länge dx 
sei. Die ein Element treibende Kraft 
ist nun die Resultierende der längs 
der Elongation y fallenden Componen- 
ten der Kräfte P, die in der Rich- 
tung zweier benachbarten Elemente X~ 
wirkend zu denken sind. Zur Berech- 
nung dieser Componenten von P lässt sich näherungsweise 
Sinus der Neigungswinkel der Curvenelemente gegen die X-Achi 




1) Siebe n 



e Schrift aber d. Enei^.-Pr. in d. Djnamik 18H4. 



§ 66.] IV. Molecularkräfte. 195 

durch die Tangente ersetzen, so dass man für die bewegende Kraft 
erhält 

jj ^ p . ^' p . dy2 ^ p dy '—dy " ^ p d*y 

dx dx dx dx ^ ' 

wobei dy' und dy" die Differentiationen der Elongationen von den 
aufeinanderfolgenden Curvenpunkten sind. 

Die Arbeit dieser Kraft findet sich stets als Zuwachs der kine- 
tischen Energie im bewegten Elemente. Da nun -jr, wenn dt ein 

Zeitelement, der Ausdruck für die Geschwindigkeit des schwingenden 
Elementes ist, so wird die Energie 

wobei 8 die Masse der Längeneinheit der Saite ist; und im nächsten 
Momente ^ /j //x« 

„■_^,.,,(^)', 

daher der Zuwachs an kinetischer Energie 

Nach der Äquivalenz von Arbeit und Energie haben wir die 
Gleichung zwischen der Arbeit von iJ und der Änderung der leben- 
digen Kraft ,, ,, 

oder 

P idxy 

8 ""\dt/' 

Ist nun C die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenbewegung, 
dann ist dx = C ' dt und es wird 

Führt man hierin für d den Querschnitt der Saite s, ihr spec. 
Gewicht /*, also für d = — ein, so erhält man die für die Fort- 
Pflanzungsgeschwindigkeit der transversalen Wellen gebräuchliche Form 



<^-v^- 



Durch Benützung des Ausdruckes für die Wellenlänge k = CT und 
durch entsprechende Einführung der Saitenlänge, die sich nach dem 
Umstände richtet, ob die Saite als Ganzes oder in Theilen schwingt, 

18* 



IV Holectüarta^ae. 




erhält man nun leicht dos Gesetz für die Schwingungszahl -^ ^ ~% 
HO wird för die als Oanzee schwingende Saite: 



Dieses Gesetz gibt die Abhängigkeit der Schwingungszahl 
der absoluten Tonhöhe von der Länge l, der Spannung P, 
Querschnitte s and dem specifiBcben Gewichte f der Sait« und ent- 
hält alle tbeoretiBchen ^tze über den Gebrauch und die Behandlung 
der Saiten bei Saiteninstrumenten. 

Die auf dos Gesetz Einfluss übende Steifigkeit, die nach Savart 
sich besonders bei Metallsaiten geltend macht, lasst sich nach*Duhamel 
dadurch berilcksiehtigen, dass man zur Spannung P noch die Steifig- 
keit hinzufügt. Übrigens fand Cardoni (Beibl. zu Wied. Ann. 18»^ 
S. 275) durch eingehende Versuche, dass auch Metallsaiten mit di 
vorstehenden Gesetze für die Schwingungszahl übereinstimmende 
täte geben. Savart hat bei seinen kurzen Drahten wahrscheinlich Töi 
von an beiden Enden befestigten Stäben und nicht von Saiten beobachl 

Aufg. L l) Eine Saite eines Monochords von ( = 65 cm Lan| 
und rf ^ (1,3 mm Dicke gibt bei einer Belastung von J' =^ 7 kg?'* 
Ton c^. a) Welche Länge 7, muss die Saite erbalten, wenn sie die T( 
C-j geben BollV c, : c, = 4 : 5. ß) Wie gross muss ihr Durchmesser 
für den Ton fi^ sein? '■, • Cg^ H : ü. y) Mit welchem Gewichte P, mnÄ 
sie belastet werden, um den Ton </^ he rvorsju bringen? Cj;;/, =^2;3 und 
;/, : ,ff, = l : 2, — (li = l ■ i/b '= 52 cm; d^ = d ■ 8/6 = 0*48 mm; 
P, ^ 9 ■ i* ^ 63 kg.) a. Wie verhalten sich die Tonhöhen zweier Saiten 
von gleicher Dicke und demselhen Stoffe, wenn die eine Saite l = 4 dm 
lang ist und durch ein Gewicht P=^ 1^ kg gespannt wird, die Lilnge 
der anderen Saite aber /, =^ 3Va dm, ihre Spannung P^ = 12*5 kg be- 
trugt? — (A' : A'i = 1.) 8. Bine i= 1-25 m lange Saite gibt den Ton 
Cg au. Wie gross muss ihre Länge sein, damit sie hei einer Vergrasae- 
rung ihrer Spannung um ^^125"/^ den Ton b^ angibt? c^ifto^Ötlö. — 
(/'= 1 m). 4. Wenn man eine Saite um rf = 3 cm verlängert, so gibt 
sie den Kammerton a^\ verkürzt man sie um ebenso viel, so gibt sie die 
Quint des Kammertons; wie lang ist die Saite, welchen Ton gibt sie vind 
welche Intervalle bestehen zwischen ihrem Tone und den Tönen der ver- 
längerten oder verkftreten Saite? — (Aus ix -\- d)j{x — ■ rf; ^ Cj : o, ^ 3 : 2 
ergibt sich a:=lJcm; Nla^= 18/K>, N=r^; c,/ff, = 6/5 = kleine Terz, 
's ■ 's ^^ grosse Terz.) B. Eine Stimmgabel stimmt mit einer Saite von 
l >a 86'7 cm Lilnge im Tone genau ftberein, gibt aber, wenn man die 
Saite um d ^ 0'3 cm verlängert, mit derselben in f = 2 See. h = Z 
Stösse. Welchen Ton besitit die Stimmgabel?— (Aus {x~h/l'r.x^=}:{l-{-^ 
folgt a::=.135.) [W. Budde.) — Aura. Die Intervalle der Durtonleiter 
erhält man aus den Dreiklängen (Grundton ; Terz : Quint = 4:5:6) 
Grandton (z, B. e, = l) Quart (4/3) und Qnint (3/2); nur für tl^ 
man die Ootav rf, ^rfj/2 zu setzen. 




für I 

hat J 



«66-] 



IV. Molecularkräfte 



197 



§ 56. WelleB in elastisclieil Raammedlen*). Wenn an einer Stelle 
eines elastischen Rauniniittela eine schwingende Bewegung unterhalten 
wird, so pflanzen sich diese Schwinpingen nach allen Richtungen in 
der Weise fort, wie es in den vorhergehenden Paragraphen für Stäbe 
und Saiten gezeigt wurde. In einem isotropen Mittel beginnen alle 
Theilchen, welche in gleichen Abstanden vom Erregungacentrum sich 
befinden, gleichzeitig zu schwingen und haben stets gleiche Schwin- 
guDgsphase. Eine Fläche, auf welcher lauter Theile von einerlei 
Schwingungsphase liegen, heisst Wellenfläcbe. In isotropen Medien 
sind solche Mächen Kugelflaciien um das Wellencentrum; die dazu nor- 
malen Radien nennt man Wellenstrahlen. Befindet sich das Wellen- 
eentrum unendlich ferne, so gehen die Wellenflächen in Wellen- 
ebenen Über. Bei KrystaUen, wo die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der Wellen nach verschiedenen Kichtimgen verschieden sind, 
haben die Wellenflächeu die Form von ElHpsoiden. 

Für isotrope Mittel lassen sich die Schwingnngsbeiliiigungen und 
^le Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Lame wie folgt entwickeln. 

Man erhält aus der Gleichgewichtsgleichung für elastische Medien 
(§ 52, S. ISI) die allgemeine Bewegungsgleichung, indem man die 
wirkenden Krät^ durch das Product aus Masse und Beschleunigung aus- 
drückt. Sind die Componeoten der Verschiebung irgend eines Massen- 
theilchens |, tj, £, so gilt die Bewegungsgleichung 



.■S = 



-Ti + 



,' + 



dX 



Nacli § 4!t, S. 174 und 176 ist 



Durch Substitution erhält man 



«£ _l_ «5 I a 
di "T dy "•" '1 

' + « ^^^ 






= (A + f.) - 






i = a + f*)-ä7 + t» 



(ä't , d'E , ä'i\ 



l) ChristianBeB. Theor. Ph, 8. llßff-; V. v. Lang, Theor. Ph. S. 649. 
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Befindet sich das betreffende Massentheilchen^ dessen Coordinaten 
x^ y, z sind, in der Entfernung r vom Erregangspunkte, so gelten für 
die Projectionen seiner Elongation, welche mit den Richtungen der 
Coordinatenachsen die Winkel a, &, c einschliessen mögen, die Werte 



I = J. • cos a • sin ^ [t — ^ j 
ri= A ' cos h • sin -j, \t — -^\ 
g = ^ • cos c • sin Y y ~ i)y 



femer ist 



r = X • cos « + y • cos /3 + xf • cos y, 

wenn die Fortpflanzungsrichtung r mit den Coordinatenachsen die 
Winkel «, /3, y bildet. 

Für den Winkel, den die Schwingungsrichtung mit der Fort- 
pflanzungsrichtung bildet, gilt 

cos 9? = cos a ' cos a + cos 6 • cos ß -f cos c • cos y. 

Mit Hilfe dieser Werte wird 



ö = — T^ ^ • A cos 9 • sin-^f fr — ., I 



29r 
CT 



und die Bewegungsgleichungen nehmen folgende Gestalten an: 

(ft — d (7*) • cos a -{- {k -\' iC) cos a • cos q> = 

(|[* — dC^) ' cos & + (^ + f*) cos ß ' cos 9 = 

(|Lt — dC*) • cos c + (^ + 1^) cos y • cos 9 = 0. 

Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit cos a, cos /3, cos y 
multipliciert und dann addiert, so erhält man 

(A + 2fA — d(7) • cosg) = 0. 

Das Product auf der linken Seite der Gleichung wird gleich Null, 
wenn ein Factor Null wird, also entweder wenn 

A + 2/i — dC* = oder wenn cos 9 = 0. 
Aus der ersten Bedingung folgt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 



Setzt man diesen Wert in die drei letzten Bewegungsgleichungen ein, 
berechnet daraus cos«, cos/3, cosy, so findet man für 

cos9 = l oder 9 = 0. 

Die Wellen mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit C^ sind daher lon- 
gitudinale Wellen. 

Die zweite Bedingung für die Schwingungen, nämlich cos 9 = 
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oder (p = !I0" gilt l'flr transversale Wellen; für diese erhält man 
aiia den Bewegungsgleichungen die Fortpflanzungsgeschwindig- 



a- 



V « K 2(1 + 0* 



Die gewonneneu Werte für die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der 
longitudinalen und transversalen Wellen in unbegrenzten Medien 
stimmen daher mit jenen für schwingende Stäbe und Saiten nicht 
vollkommen überein. 

§ 57. Reflexion and Brechang der Wellen, Als eine Anwendung 
des vorstehenden Gesetzes für die Scbwingungaphase und des 
Begriffes der Wellenfläche mag noch das Gesetz für die Reflexion 
und Brechung der Wellen Abgeleitet werden. Beide Eraeheinongen 
treten ein, wenn eine Wellenbewegung aus einem elastischen Mittel 
in ein anderes von verschiedener Elasticitüt und Dichte übergeht. 
Die in dem ersten Mittel an die tirenzaehichte ankommende schwin- 
gende Bewegung der Theilchen wird durch den Einfluas des zweiten 
Mittels geändert. Die resultierenden Schwingungen können dann als 
neue Erregungen betrachtet werden, die sich sowohl im ersten als 
auch im zweiten Mittel ausbreiten. Die erstere Welle heisst reflec- 
tierte, die letztere gebrochene Welle. 

Behufs Ableitung des Heflexions- und Brechangsgesetzes') 
wählen wir die x^s'-Ebene als Einfallsebene. In Fig. 48 sei l^ ein 
einfallender, /,' der zugehörige reflectierte und ^ der gebrochene 
Wellenstrahl. Zu den entsprechen- 
den Strahlen normal stehen die 
Ebene _E^ der einfallenden Welle, 
die Ebene £,' der reflectierten Welle 
und die Ebene E, der gebrochenen 
Welle. Die Grössen l seien zu- 
gleich die Abstände der betretfeu- 
den Wellenebenen vom Punkte C 
der Grenzfläche, der Einfallswinkel 
sei tt, , der Reflexionswinkel «,' und 
der Brechungswinkel ß,- Die ein- 
fallende Welle Bei linear polarisiert, die Schwingungen i; haben irgend 
eine Richtung. Dieselben sollen von i', ausgehen und sich bis zu 
El und E^ fortpflanzen. Die Schwingungen in £,' und E^ werden 
gleichzeitig vollführt. Den Elongationeu in den Wellenebenen ent- 
sprechen dem obigen Schwingungsgesetze gemäss die Werte 

Vi = «1 sin 2w-=r, 
1} Siehe meine Schrift über den Ättaeidrock. S. 47, 
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^,' = < HU 2ar (y — --^ L 



r«=a,siii2:r_^ — (^ ^ ^1 



^17 



Eine etwaige PhaseDdifferenz sei in f T eingeschlossen. 

Die Werte r^ gelten fnr beliebige Punkte in den bezüglichen 
Wellenebenen: sie lassen sich auf alle zo den gezeichneten Strahlen { 
parallelen Wellenstiahlen beziehen. Um die beliebige Lage der Licht- 
strahlengruppe Z^. //, l^ zum Ansdmck zn bringen, se^^en wir für 
AB =^ s, AC=x und darnach fnr 

/j = X sin «1, l^' = (s — x) sin Oj', I, = (s — x) sin o, . 

Eine W^ertrerandernng des x darf keine Andening der drei 
Elongationen zor Folge haben: diese Bedingung^ in r^^' und i^ ein- 
geführt^ gibt 

sin iL, an aJ ■. 

-^ = -^ oder a^ = a, 

d. i. das ReflexionsgesetZy und 

ffin a, an ol , sin a. t, 

.— - = , ^ oder — — - = ^ = li , 

d i. das Brechungsgesetz. 

n heisst Brechungsexponent. Ersetzt man in demselben die 
Werte f&r die Wellenlangen durch CT und die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten C durch den Elasticitatsmodul und die Dicht^ 
so wird 

Die hiebei noch in Betracht kommenden Werte e werden für beide 
Mittel als gleich angenommen. 

Erscheinungen, die auf der Reflexion des Schalles beruhen, 
sind: die stehenden Wellen bei Saiten- und anderen Instrumenten, 
Nachhall, Echo, das Hörbarmachen des Tickens einer Taschenuhr auf 
10 m Entfernung, wenn man dieselbe in den Brennpunkt eines para- 
bolischen Hohlspiegels bringt; femer findet Schallreflexion statt beim 
Sprachrohr, Höhrrohr, Flüstergewölbe u. a. 

Die Brechung des Schalles wurde durch Versuche im kleinen 
von Schellbach und Böhm (1879) nachgewiesen^): Die von einer 
(JoUodi umhaut erzeugten Wellen giengen von Luft in Kohlensaure^ 
Kohlenoxyd u. a. Gase über; die Richtung des gebrochenen Strahles 
wurde mittelst Staubringen auf einer in dem betrefifenden Grase be- 
findlichen Glastafel bestimmt. 

1; P. Reis, Phys. 8. Aufl. S. 889 ff". 
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Nach Reynolds (1875) ist die Wirkung des Windes auf den 
Schall eine Brechung im Grossen. Da die Geschwindigkeit des Windes 
in den oberen Luftschichten in der Regel grösser ist als in den un- 
teren, so wird eine gegen den Wind sich fortpflanzende Welle oben 
mehr verzögert als unten-, die Wellenfläche nimmt eine schräge Lage 
an. der Strahl wird nach oben gebrochen. Der Schall, der sich mit 
dem Winde fortpflanzt, wird nach unten gebrochen. Erscheinungen, 
die darauf beruhen, sind: der Schall gegen den Wind ist eine Strecke 
weit ganz deutlieh hörbar, dann verschwindet er plötzlich; das Geläute 
einer Glocke ist mit dem Winde deutlicher und weiter hörbar als bei 
Windstille; ein Schall ist oft in der Höhe besser hörbar als am 
Boden. Wärme und Feuchtigkeit in verschiedenen Luftschichten ttben 
einen ähnlichen Einfluss wie der Wind (Fizeau 1887). 

§ 58. Moleonlarkräfte der Flössigfcelten'). a) Erscheinungen. — 
Leonardo da Vinci (1452 — 1529) hatte von den Haarröhrchener seh ei- 
nungen bereits Kenntnis; er verbreitete dieselben aber nicht. Honor^ 
Fabri führte in seiner Physik (1669) an, dass in einer engen Röhre, 
welche ins Wasser getaucht wird, dieses höher steigt, als es sich 
ausserhalb der Röhre befindet, und zwar umso höher, je enger die 
Röhre ist. Er betrachtete den Luftdruck als Ursache der Erschei- 
nung. Borelli (1008^79) wies nach, dass die Erscheinung auch 
im luftverdünnten Räume stattfindet, nnd dass die Steighöhen sich 
umgekehrt verhalten wie die Durchmesser der Röhren. Er fand, 
dass zwei auf Wasser gelegte Messingbleche sich zu einander be- 
wegen, als zögen sie einander an, dass dies ebenso mit zwei Holz- 
teUem geschieht, imd dass ein Messingblech und ein Holzteller auf 
dem Wasser einander abzustossen scheinen. — Isaak Voss (1618 — 89) 
erwähnte zuerst die Depression des Quecksilbers in engen Röhren, die 
man in Quecksilber eintaucht. Boyle zeigte, dass die Haarrohrchen- 
erscheinungen auch im Vacuum stattfinden, dass sie also nicht durch 
den Luftdruck verursacht sein können. 

Zu derselben Gruppe von Erscheinungen gehören die Krümmung 
der FlassigkeitsoberÜächen in der Nähe der öefässwände, die Tropfen- 
bildung, das Liegenbleiben von Nähnadeln oder das Laufen von Wasaer- 
insecten auf Wasseroberflächen, die Seifenblasen u. a. — Plateau (1843 
bis 186il) gab ültropfen in eine Mischung von Wasser und Wein- 
geist, und zeigte, dass das vom Einflnss der Schwerkraft befreite Öl 
unter der Einwirkung der Molecularkräfte Kugelgestalt annimmt. 
Durch Zusatz von Glycerin in Seifenlösung stellte er eine Flüssigkeit 
her, die recht beständige Soifenhautchen lieferte, tauchte sehr ver- 
schieden geformte Drahtnetze in die Lösung und beobachtete die die 

1) Siehe meine Sohiift über die Qesetae des Oberflächeadruckes und der 
Oberflächenapannung in dem, DarrteUung. ISUU. Troppau. 
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Drahte Terbindenden Flüssigkeitshäotoheii: aus den betreffenden Figuren 
folgerte er zwei Gesetze: 1 ) Es treffen stets drei Flüasigkeitshäntchen 
unmittelbar in einer Kante zusammen und bilden unter einander 
nahezu gleiche Winkel Ton 12(^f: 2) es treffen stets vier Ton Flüssig- 
keitshautehen gebildete Kanten zusammen und schliessen unter ein- 
ander gleiche Winkel ein. — Van der Mensbruggfae gab (1866) folgenden 
Versuch an: Wenn man auf ein Seifenhautchen eines Drahtrechteckes 
einen geschlossenen Seidenfaden legt und das rom Faden umschlossene 
Hautchenstück durchstosst^ so rundet sich der Faden zur Ejieislinie 
ab. Eine Seifenblase, die man an einem Ende einer Röhre aufblast^ 
sucht sich wieder zu verkleinem und drückt auf die innere Luft* 
hört man auf zu blasen, so zieht sich die Seifenhaut zusammen und 
erzeugt einen Luftstrom Tor dem offenen Ende der Röhre, den man 
mittelst einer Kerzenflamme nachweisen kann. 

Bestreut man nach Pasteur (1864) die Oberflache Ton Quecksilber 
mit feinem Sande und taucht einen Glasstab vertical ins Quecksilber, 
so wird der Sand in der Nähe des Glasstabes ron diesem mitgenommen 
und von der Oberflache verschwinden, so als ob der Stab eine elastische, 
mit Sand bestreute Haut mit sich nähme. Beim Herausziehen des 
Glasstabes kommt der Sand wieder zum Vorschein. Derselbe Versuch 
gelingt auch mit Wasser, auf dessen Oberfläche Lykopodiumpulyer 
gestreut wurde, wenn man den Stab vorher einfettet. 

b) Theorie. Zur Erklärung der angeführten und anderen ähn- 
lichen Erscheinungen sind verschiedene Theorien aufgestellt worden. 
Zu den ersten Erklärungsversuchen gehört die Annahme, dass im 
Haarröhrchen ein verminderter Luftdruck bestehe und darum das 
Aufsteigen von Flüssigkeit erfolge. Entsprechend unseren heutigen 
Anschauungen nimmt bereits Clairaut (1743) mit Rücksicht auf ge- 
nauere Beobachtungen Kräfte an, welche zwischen den Molecülen der 
Körper nur auf einen „sehr kleinen Abstand" wirksam sind. Laplace 
(\H()i)) nahm an, dass Molecularkräfbe nur merklich sind bis zu ver- 
schwindend kleinen Entfernungen, femer dass die Flüssigkeiten unzu- 
sammendrückbar sind und begründete damit eine vollständige Theorie 
der Capillarität ^). Schon Segner (1752) vergleicht die Oberflächen- 
schichte einer Flüssigkeit mit einer elastischen Haut und Young 
(1805) verwendet diese Idee zur Erklärung der Haarröhrchenerschei- 
nungen ^;. Gauss (1829) setzt wechselseitige mit der Entfernung rasch 
abnehmende Kräfte zwischen den Flüssigkeitstheilchen unter sich und 
zwischen den Flüssigkeitstheilchen und den berührenden festen Körper- 

1) Laplace: Mecanique Celeste. Tome IV. F. Braun: Winkelmann's Hand- 
buch d. Ph. S. 462. Van der Waala: Die Continuität d. flüss. u. gasf. Zustd. 
Deutsch V. F. Jiothe. 

2) C. Maxwell: Theorie der Wftrme. S. 820. Deutsch v. F. Neesen Tait: 
Eigenschaft d. Materie. 
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ibeilen voraus und berechnet durch die Vitriation von mehrfachen 
Integralen mit veränderlichen Grenzen mittelst des Principes der vir- 
tuellen Arbeit die Gesetze der HaarrÖhrchenerBcheinungen'). 

Die genannten Theorien haben bereits verschiedene Bearbeitungen 
und dadurch wesentliche Vereinfachungen erfahren. In elementarer 
Beziehung mag da neben der Darstellung nach Young noch jene her- 
vorgehoben werden, welche deu tiatz. der von der Gauss'schen Theorie 
entwickelt und durch die Erfahmng bestätigt wird, zugrunde legt, 
dasB zur VergrÖsserung einer Flüssigkeitsoberfiäche Arbeit erforder- 
lich ist^ nach diesem Grundsätze werden die weitereu Gesetze mittelst 
des Principe der virtuellen Bewegungen entwickelt*). 

Im Folgenden soll dieser Satz erat ermittelt werden. Gestützt 
auf die angeführten Erscheinungen wollen wir die Wirkung der so- 
genannten Molecularkräfte auf ausserordentlich kleine Entfeniungen 
voraussetzen und aus dieser Voraussetzung auf die Oohäsionsarbeit 
einer Flüssigkeit schlieasen; die mathematische Form dafür entspricht 
einer Volumenei^ie beziehungsweise der allgemeiueu Zustandsgi ei chung 
der Körper, von welcher das Spann ungsge setz der Gase ein specieller 
Fall ist. Das Princip der virtuellen Bewegung gibt darnach die Ge- 
setze des Oberflächendruckes und der OberHächenspannung und die 
sogenannten Capillaritätsgesetze. Der hierbei berechnete Arbeitswert 
der Flüssigkeit führt leicht auf die Stärke der wirkenden Kraft, und 
es folgt daraus die Übereinstimmung der Oberüächenspannung mit 
der Spannung einer elastischen Haut. Die beiden Sätze, welche den 
zwei erwähnten Theorien der Cupillarität als Grundlage dienen, werden 
also einheitlich aus dem allgemeinen Kraftgesetze gewonnen und damit 
die betreffenden Theorien selbst in innige Verbindung gebracht. Das 
Kraftgesetz in der Form der Zustandsgleichuug verknüpft zugleich in 
der nattlrlichsten Weise die zu behandelnden Lehren mit dem übrigen 
weiten Gebiete der Molecularphysik, insbesondere mit der Wärmelehre. 

§ 59. Die Arbeit nnd das Kraftfeld der Cohäsion. Wir gehen 
Ton der Thatsache aus, dass Flüssigkeitstheilchen in unmittelbarer 
Nähe von einander gegenseitig eine anziehende Wirkung ausüben. 
Der Wirkungaraura eines Fl üssigk ei tsth eilchens wird erfnhrungsgemäss 
sehr klein und kugelförmig angenommen. Auf ein Theilchen im 
Innern der Flüssigkeit wirken nach allen Richtungen hin gleich 
starke Kräfte und heben sich gegenseitig anf; es kommen keine Druck- 
Unterschiede vor und herrscht deshalb überall derselbe Druck; bei 
Verschiebung eines Theilchens wird keine Arbeit geleistet. Anders 
verhält es sich mit Theilchen an der inneren oder äusseren Seite 
der Oberfläche. Ist m (Fig. 49) ein Theilchen in der Nabe der 

11) Weinstein : ünlera\ichungea Qber Capillarität. Wiedemann Ä. S7. S. 6H. 
a) V. V, Lang: Eijileitg. L d. theor. Ph. S. *70; «nd Mousaon: über Theorie 
ä. CapiU. Fogg. A. 142. S. 4ü&. 
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im BawDfl r nickt «a^cfcoWa wüd; 

dine wnd« ddba* aof » önew 

zw O b cri BAe nonnil gerichletai 

Zug Mrilben. Dieselbe Betn^ 

tong gilt far jedeo Pnnkt « in der 01m 

Dick« 0. — Die Snfi aad Tbetldiai in der J 

uaterhslb der Ober^Kbe ist gkaek Holt^ sie wieihat bolSod^ bä 

zor Oberffi.^ bin. Auf os Thdklien m, aasserbslb der Oborflädke 

wirkt dieselbe Kr^ft wie suf w innerbalb, vara die Obcarffiehe eben 

ist nt^ beide TbeikbeD ^eieb weit too dns^wa adftrat aind. Zar 

Cberwindong dieser Eräfte ist Arbeit «ifuidabcb, ««nii FlSss^^eit»- 

theileben aus iem Inneren fortgeadian werden nlkn. Eb ist enödit- 

lieb, dasH hierbei die Arbeit zur B^öidening der Tbeüeben kds dam 

Inneren bis an die Obeiflärhe der Arbeit gieiebkommt , welche die 

Tbeilcben ans der Oberfläche fdUig ins Freie bringt: denn es wirkeD 

in beiden pKUtm anf gleichen Wegelementeu gleiche Krüle. Dies 

iJtt nicht mt-hr d^r Fall, wenn die Oberfiäfhe g«krünunt ist. 

Eine einf&rhe, in allen Lehrbüchern ge- 
briucblieb« gi^metriMbe Betrachtang ergibt, 
daM bei euncaver Oberfläche oo (Fig. 50) die 
Menge der wirkenden Tbeilcheo r geringer, bt-i 
e»nrex<;r überflicb» o, o, dagegen grösser ist, 
■l« bei ebener Oberfläche der Flüssigkeit Die 
Arbeit der Fortbewegung der Flflasigkeitstfaeit- 
chen dnrch die OkertUchenschichte ist deshalb 

ancb bei uoucaven Oberflächen kleiner, bei conreien grösser als b«j 
ebenen; die Arbeit der Fortführung von der Oberfläche nach aosiiArts 
ist dagegen bei concaren gröaser und bei convexen Oberflächen kleindr. 

Üi<' K'^wmmt« Arbeit iler Fortföhrang Ton Theilchen ans dem 
Inneren ist aber in allvn Fällen dieselbe. 

Man kann sich dabei die Arbeitsleistung im üblichen Sinne als 
eine Überwindung der nnmittelbar von Molecäl zu MolecQl wirkenden 
Cobädionakrüftc denken. Man kann sie iiber auch darin begründet 
ansehen, dmw Masaentbeüchen aus einem im Zwangezustande befind- 
lichen Kruftl'ülde (g 58cj weggeführt werden'). In jedem Falle sind 

n Siehe mi>io(rn Vnrtmjt ober Kuumi^nergie, Verhandig. Apt Nftturforscher- 
gucllBchaft IHK«. 
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Theilchen aus einem Volumen, das unter gewissem Drucke steht, fort- 
zubewegen und vom Drucke zu befreien. 

Die angegebenen Kräfte in der Oberflächenschichte bis zu 
der Dicke, welche dem Halbmesser der Wirkungssphäre gleich ist, 
sind nach einwärts gerichtet und suchen das Volumen der Flüssig- 
keit zu vermindern. Aber auch in der Oberflächensehichte selbst 
treten sie als eine Spannung auf, welche die Oberfläche stets zu 
verkleinern sucht und im Gleichgewichtszustände in der ganzen 
Schicht dieselbe Stärke besitzt. 

Besteht diese (oberflächensehichte aus mehreren Molecüllagen, so 
summieren sich die Kräfte der einzelnen Lagen und ihre Summe gibt 
den Druck, unter dem die innere Flüsaigkeit steht. Im Räume der 
Oberflächenschichte muss diesfalls ein mittlerer Druck in Betracht 
gezogen werden. Besteht jedoch die Oberfiäehenachichte nur aus 
einer Lage von Molecülen, dann sind die Drßeke im Volumen der 
inneren Flüssigkeit und in der Oberflächensehichte einander gleich. 

Aus den beschriebenen Umständen geht hervor, dass die Gohä- 
sionssrbeit der inneren Flüssigkeit der Anzahl der Molecüle oder 
bei constanter Dichte dem Volumen «,■ derselben proportional ist; 
wir aciireiben dafür P ■ r,- und betrachten P vorläufig als Proportio- 
nalitätsfactor. Auch die Cohäsionaarbeit der OberHächenachichte von 
der Dicke o ist wegen des gleichen Druckes längs der ganzen Aus- 
dehnung der Obei-fiäche S dem Volumen Sa proportional, also einem 
Werte P'- Sa gleich, wenn P' den Proportionalitätsfactor angibt. — 
P and P' haben als Energiefactoren die Dimension M ■ L~^T~*, 
sind daher Drücke auf die Flächeneinheit und müssen als Intensi- 
tät sfactoren der Volumenergie betrachtet werden. Hieraus und 
aus einer bald anzuführenden speciellen Anwendung des zu ermitteln- 
den Wertes für die Cohäsionsarbeit folgt, dass beide Grössen Cohä- 
sion&drücke der Flüssigkeit angeben. Für die gesammte Oohäsions- 
arbeit erhält man somit die beiden Volumenergien, nämlich 



W^ 



., -^ P'Sa. 



Wenn das Volumen der ganzen Flüssigkeit i 
Conataute 3 == {P — P')a eingeführt werden, 

W = Pv — RS. 
Di 



', -|- So und die 



Wert ist ein Näherungswert, weil in demselben die Dicke 
einer einzelnen Molecülschichte nicht berücksichtigt erscheint. Mit 
Beachtung dieser Dicke 2A, welche auch der Entfernung der Mittel- 
punkte zweier benachbarter Molecüle gleich ist, erhalt man für die 
Wirknngsweite, welche vom Mittelpunkte eines ersten bis zum Mittel- 
punkte des wten Molecüles reicht, <f = {h — 1)21 und für das bis 
zur Oberfläche der äussersten Molecülschichte reichende Gesammt- 
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Tohiin*n r = r -^ S - ^ -^ 1- S, Dte itraawefscte ktzle Glkd Sjl 
iüt di^r hklhe E^Tim der obi^F^cefi Mokcülhee. Biaifi«{i der Bamn Ton 
(kn Vinelp-inkti» der Mok«ül<e bcs ui di^ ia ^u^ig CHKfffilche. Die 
Volnmenenn^ dieses BAnsMä. äe ^ P**^- 51. koBmt nodi zum Arbeits- 
werte P'- S^ 40!fr OberfieiHfiseiikfl»^ himn. Dunit wird 

ir= P. r — [ P— P .^ -1- .P — p-^.i] - S. 

Hierin gibt <kr Aa^idir^k in der ^«kigten fTUmm«' doi roUen Wert 
f5r dir m der rorfeergehecden GleicKTmg benfitzte Grosse A Erstreckte 
jEiirh die Wifkim^weite aar Toa einon Moleeüi bis nun bennAbTten, 
dwm wire ^ = 21, P—P', P^—O nnd 

ir=P r — yP^ 5. 

In jedem Falle lasst sich die Cohisionsarbeit darch die Form 

darürtell«» 

W=P r — HS. 

Jüe beirteht aho aa» der Differenz der potentieD^i Energie P- r, wobei 
P die Energie der Baomeinheit angibt, and der Oberflicbenenergie 
y/5, woV/ei // die Energie der' Flächeneinheit miast 

Deutlicher folgt die physikalische Bedeotang der Grrösse H, wenn 
wir den Wert W auf eine Flüssigkeit beziehen, deren Oberflache rer- 
gr^^mert wird Fassen wir ein rechteckiges Stack / - b ins Aage, das 
Mich rjm ^<9 s= / • jJb ändert, so ist die angewandte Arbeit, da das 
Volumen constant bleibt, 

JW=H'^S = {H'l) ^b, 

Aun dem ernierf^n Werte H- JS folgt ohne weiteres die Bedeatang 
7on // äI« Energie der Oberflächeneinheit. Nach dem zweiten 
Werte lä««t «ich (H • l) als eine längs des Weges zl6 wirkende Kraft 
and somit // als eine aaf jede Längeneinheit von / ¥rirkende normale 
Kraft oder als Oberflächenspannang auf die Längeneinheit an- 
sehen. Die Gleichung gibt den Satz: Die Oberflächenenergie der 
Flächeneinheit ist der Oberflächenspannung far die Längeneinheit 
gieicL Die Existenz der Oberflächenspannung begründet den Ver- 
gleich der Oberflächenschichte mit einer elastischen Haut, den 
bereits Young (1805^ zur Erklärung der Haarröhrchenerscheinungen 
verwendete. 

Die Bedeutung von P als Cohäsionsdruck folgt aus dem Ver- 
gleiche des vorstehenden Wertes W für die Cohäsionsarbeit mit der 
Zostandsgleichimg (§§ 41, 42, 48). Auch diese bestimmt dieselbe 
Arbeit; sie berücksichtigt nur noch das Molecularvolumen , jedoch die 
Verschiedenheit der Energie in der Oberflächenschichte nicht. Nach 
ihr ii^ der Intensitätsfactor P dem Quadrate des Volumens v um- 
iMki^hrt 'proportional, und daher gewinnt man die Form 
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Die angegebene physikalische Bedeutung von P wird von dum ersten 
C&pillaritätsgesetz bestätigt. 

§60. CapUlarltätagesetze. (Laplace 1819.) a) Der Oberflächen- 
drack. Das Gesetz für denselben erhält man aus einer Cuhäsions- 
arbeit dW, durch welche eine Müsaigkeit ihr Volumen dv und die 
Oberfläche um df? ändert; die Erscheinung tritt bei einer Erwärmung 
ein. Man erhält aus dem allgemeinen obigen Werte für W 

dW=d(Pv) — H-dS, 
Die Arbeit d(P • v) kann auch von Kräften Pf,, die zur Oberfläche 
normal nach auswärts wirken, verrichtet gedacht werden und daher 
dem Werte — F^- dv gleich gesetzt werden. Zu demselben Werte 
führt auch die Einführung von P = a/v* und flberdies zu P >=• P^ ■ 
Damit erhält man 

dW=-P^.dt' — S-dS, 
und wenn man den Gesammtdruck von nun an mit P bezeichnet, 

p--'^ = i'. + j/-^". 

Besitzt die Flüssigkeit ein kugelförmiges Volumen, ao sind 
D = — r"« und S ^ 4r*» und es wird 

Deuinai^h besteht der Oberflächeodruck aus dem Normaldruck 
Pg, der als (Johäsionsdruck bei ebenen Obertiächen auftritt, und aus 
der Kraft 2H/r, welche von der Oberflächenspannung H und 
der Krümmung der Oberfläche herrührt. 

H heisst auch Capillaritätsconatante; sie wurde von iiaplace 
mit H/2 und von Quincke mit a bezeichnet. Es wird auch die Kruft 
2H/r Oberflächenspannung genannt'). 

Der von der Krümmung der Oberfläche herrührende Theil des 
Oberflächen dm ckes ist eine Wirkung der Oberflächenspannung H und 
kann nuch ermittelt werden, indem man sieb über 
der Flüssigkeitsoberfläche eine elastische Haut auf *^- '''■ 

jeder Längeneinheit mit der Kraft H gespannt denkt. 
Ist die Fläche (Fig. 51) in Übereinstimmung mit der 
vorstehenden Entwickelung halbkugelformig, so ist 
das spannende Gewicht rings um den Basiskreis der 
Halbkugel H-2rx; dieses übt auf die Ftäcbeneiuheit 
den Druck p, also auf die Kreisfläche, den Querschnitt einer etwaigen 
cjUndrisciien Flüssigkeitssäule, die Kraft ans 

1) Siehe Pfaundler, PhjB. 1, S. 433. 



^F Darans wird 
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p r'x = H 2rx 
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Dieser SpauQungHdruck infolge der Flächenbrämmung 
mit dem rorbergehendea Kesoltate für dieselbe Grösse aberetn. 

Hat die freie Flüasigkeitsoberfläche eine beliebige Form, so 
kann dS/dv wielfolgt berechnet werden: Man deute sich die ganze 
Oberfläche in n gleiche rechteckige Flächenelemente getheilt und 
führe dnrch Abtcäfzung dea zu berechnenden Braches die Betrach- 
hmg auf ein Oberflächen- beziehungsweise Volumelement zurück. 
Mit Hilfe der Hauptkrümmungshalbmesser r, und r, an der betreffen- 
den Stelle der Oberfläche kann man die Seiten des Elementairecht- 
eckes als Bogenelemente r,<p^ und r^^, und das Flächenelement als 
deren Product ^ir^ip^tp^ darstellen. Bei einer Verschiebung des Fläch« 
elementeH um dr ist dessen Änderung 

rfS = (p, ■ g), (r, + Tg) • dr 
und die Volumaändening 

dv = >Pi^i ■ f,r, - dr. 
Durch Division folgt 



Damit erhält man 



f + f 



p-p. + jf + ; 



das allgemeine Gesetz för den Oberflächendruck in der von 
Laplace gegebenen Fonn, Die Bedeutung der einzelnen Glieder wurde 
bereits erörtert. Es ist nur noch zu bemerken, dass der gewonnene 
Ausdruck sowohl för conveie, als auch für concave Oberflächen 
gilt; im letzteren Falle ist das von der Krümmung abhängige zweite 
Glied negativ zu nehmen, denn die Krümmungshalbmesser sind nach 
auswärts gerichtet; die Oberflächenspannung übt einen Zug auf die 
innere Hüssigkeit aus. Man kann sich von der Richtung des Druckes _ 
infolge der Krümmung leicht Überzeugen, wenn man fBr irgend t 
Theilcheu der Oberfläehenschichte die zu beiden Seiten in einer F" 
wirkenden Spannungen zu einer Resultierenden zusammensetzt 

Der Oberflächendruck gibt für die Voluraenergie den Intensi-^ 
tätsfactor an; der Extensitätsfactor ist das Flüssigkeitsvolumei 
denn es lässt sich der obige Wert fttr die Cohäsionsarbeit als Prodiu 
heider Factoren in folgender Form darstellen'): 



-dW=P-dv = 



. + <+■)]■ 



dv. 



1} Siebe meiiie Abhandlg.: Zar tTbereinstiminung der i 
Arbeitageietxe. Eeoiichulztoch. Wien. I89j. S. 6'H. 
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b) Der Kaudwiukel. Wir betrachten eine FlUssigkeitaaaule in 
einem cylindrischen Uaurröhruhen, das id eine in einem weiteren Qe- 
fasse befindliclie Fliisaigkeit getaucht sei (Fig. 52). Die freie Flüssig 
keitsoberfläche im Haarröhrchen ist wegen 
der gleichen KrafteTertheilimg rings um 
die Röhrenachse eine Rotationsfläche. 
Von derselben fassen wir die Rand- 
zone ins Auge, deren Höhe über dem 
ausserhalb des RÖhrchens befindlichen 
FlüasigkeitBapiegel gleich h sei. Der that- 
säcblich vorhandene Randwinkel sei a. 
Veranlasst man eine virtuelle Verschie- 
bung der Randzone in der Richtung 
des Krümm ungshttlb messe rs r, so wird ein 
Flüssigkeitselement verdrängt '), dessen 

Gewicht um die Höhe h sinkt, indem eine gleich grosse Flüssigkeits- 
menge zum Niveau der äusseren Flüssigkeit transportiert wird. Mit 
den Flüssigkeitstheilchen am Rande verschwinden gleichzeitig die an 
die Luft und an die Wand grenzenden Oberfläche nelemente und die 
denselben entsprechenden Energien. Aus der Bedingung, dass die 
Summe aller Energieänderungen gleich Null sein muss, kann der 
Randwinkel berechnet werden. 

Ist nun S die Flache der unmittelbar an die Röhrcfaenwand 
grenzenden Zone, y^S-dr das Volumen der weggeschobenen Flüssig- 
keitstheilchen und f das specifische Gewicht, so ist die Arbeit der 
Schwerkraft %S-dr-f-h; die mit dem Verschwinden der Zone ver- 
bundene Änderung der Oberflächenenergie ist SH. Das an der Ge- 
fässwand anliegende Fläch enelement am Rande der Flüssigkeit hat 
den Inhalt S/cos«, seine Energie ist SH'/coaa. Das Princip der 
virtuellen Verschiebung liefert die Gleichung 

S fl^-|^ + yS- /.-/■■ dr = 0. 

Ist hierin dr verschwindend klein, und wird infolge dessen das letzte 
Glied gegenüber den anderen Gliedern vernachlässigt, so ergibt sich 

cos ^ = ~if '= const. , 

d. h. der Cosinus des Randwinkels ist gleich dem Quotienten aus den 
Oberflächenspannungen der I-lQssigkeit an der Gef&sswand und an der 
freien Oberfläche, er ist nur von den Stoffen der Flüssigkeit und der 
GefösKwand, nicht aber von geometrischen Verhältnissen abhängig. 

Aus der näheren Bestimmung von H' im nächsten Paragraph 
wird hervorgehen, dass dessen Grösse und Richtung durch die in der 

1) Die etwaige gleichzeitige VerBchiebung der äbrigen freian UberflScbe 
wüd in c) beim dritten Ge«etE berdckücbtifrt' 
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Berührungsschichte wirkende Gohäsion und Adhäsion bedingt ist. 
Hier wollen wir noch H' als Spannung auffassen und bemerken, 
dass sie die Resultierende der Cohäsions- und Adhäsionsspannung in 
der Berührungsschichte angibt; bei benetzenden Flüssigkeiten ist sie 
längs der Gefässwand nach aufwärts und bei nicht benetzenden 
Flüssigkeiten in die Flüssigkeit nach abwärts gerichtet. Betrachten 
wir ebenso H als elastische Spannung für die Längeneinheit der 
freien Oberfläche^ so lässt sich das Gesetz des Randwinkels un- 
mittelbar aufschreiben. Ist A (Fig. 52) der Mittelpunkt der Längen- 
einheit, auf welche die Spannungen H und H' wirken, so ist er 
zugleich der AngrifiFspunkt der Krafte, die unter den gegebenen Ver- 
hältnissen dann im Gleichgewichte stehen, wenn die yerticale Com- 
ponente von H der Spannung H' gleich und entgegengesetzt gerichtet 
ist. Nach dieser Bedingung besteht die Gleichung 

JTcos a = JT', 
die mit dem Gesetze für den Randwinkel identisch ist. 

Bei convex gekrümmten Oberflächen (Quecksilber in Glasröhren) 
wirken die Spannungen H und H' in Bezug auf die Verticale nach 
entgegengesetzten Richtungen. 

c) Die Steighöhe. Wir fassen in der angenommenen Zusam- 
menstellung (Fig. 52) eine nicht am Rande gelegene Zone der freien 
Flüssigkeitsoberfläche ins Auge und nehmen mit derselben eine vir- 
tuelle Verschiebung dr längs des Halbmessers r vor. Ln Gleich- 
gewichtszustande ist die Änderung der Oberflächenenergie gleich der 
Arbeit der Schwerkraft, welche durch den Transport der verdrängten 
Flüssigkeitstheilchen von der freien Oberfläche im Röhrchen bis zum 
Spiegel der Flüssigkeit ausserhalb des Röhrchens, also beim Falle 
um die Höhe h geleistet wird. Diese Bedingung liefert das gesuchte 
Gesetz. Die Fläche der Zone ist 

S = (2r sin 9 • ä) • r • dg) = 2r^7C • sin 9 • dg) , 
ihre Änderung dS = 4r3r • dr • sin 9 • dg) . 

Das verdrängte Flüssigkeitsgewicht ist S-f-dr. Das Princip der 
virtuellen Bewegung gibt 

H'd8=S'f-dr'h. 
Daraus folgt mit Rücksicht auf die Werte für S und dS 

■L 2^ 

oder mit Benützung des Randelementes, für das r durch den Röhrchen- 
halbmesser r ausgedrückt werden kann, 

, 2 J7 C08 a 
h = — 7-2 — 

r f 

Dies ist das Gesetz für die Steighöhe der Flüssigkeit. 
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Dasselbe wird noch einfacher gewonnen, wenn man die Flüssig- 
keit im Röhrchen durch die Spannung H" der Berührnngaachichte, 
welche dem Werte H • cos a gleich ist, gehoben denkt. Die Span- 
nung rings am Rande 2r'ir hält dem Elüasigkeitsgewiehte das Oleich- 
gewicht, und es besteht die Oleichuog 

2r'n ■ M ■ coa a^ r'*x ■ f- h. 

Daraus folgt ohne weiteres das vorstehende Gesetz für die Flüssig- 
keitshöhe k. 

Aufg. 1, In einem GlasrShrclien von der Weite 02 mm steigt Wasser 
(Dichte 1) 75 mm, Glycerin (Dichte r26) 57 mm, Schwefeis&ure (Dichte 
1'86) 34 nun, Alkohol (Dichte 0-79) 32 mm, Salpetersäure (Dichte 1-54) 
27 mm, Äther (Dichte 0'7l) 25 mm hoch empor. Wie gross sind die 
OherflSchenspannungen H in Milligrammen für 1 mm Länge? — (Bei 
Wasser 7'5, Glycerin 7-2, Schwefelsaure ö^S, Alkohol 2*5, Salpetersäure 
42, Äther IS mgr/ram.) 3. Wie hoch steigt das Wasser in einem Haar- 
röhrchen, dessen Warnle ps Tollkommen benebst, und dessen Halbmesser 
O'Ol mm ist? Die Oberflächenspannung ist 7"5 mgr/mm. — (lÖO cm.) 
8. Nach Desains ist die OberSUcheuspannnng des Quecksilbers 45'6 mgr/mm 
and dessen Randwinkel an Glas 37° 52'; wie gross ist die Capillardepres- 
sion in einem Barometerrohr von l cm Durchmesser? — (0*53 mm.) 
4. Die Achse eines engen conischen B5hrchens bilde mit den Erzeugenden 
der Mantelfläche den Winkel ß; der Bandwinkel einer Flüssigkeit im 
Eöhrehen sei a; mit welcher Kraft wird die Flüssigkeit in dem horizontal 
liegenden IWhrchen bewegt, wenn die Begrenznngsfcreise der Flüssigkeit 
die Radien Ti und r haben? — (f = 2ff cos « ■ cos ^(1/r — 1/Ä).) 
6. Wie hoch steigt eine Flüssigkeit, deren Oberflächenspannung H und 
deren spec. Gewicht /" sind, zwischen zwei parallelen Wanden auf, wenn 
dieselben einen kleinen Abstand »J haben? — (Ist die Lange der Wftnde l, 
so ist die gesammte Spannung an den beiden oberen Rändern der Flüssig- 
keit 21 ■ -H; dieselbe muss dem gehobenen Flüssigkeitsgewichte gleich sein. 
Demnach ist h ^ 2Hjf. J.) 8. In welcher Beziehung steht die Flüssig- 
keitahahe h' zwischen zwei nahen parallelen Wänden zu jener h in einem 
Baarröhrchen, wenn J='2n'f - Qi' = h/2.) 7. Welches Gewicht eines 
Plttssigkeitstropfens, der sich an der unteren Öffnung einer engen £9hre 
bildet, kann von dessen Oberflächenspannung getragen werden? Der Röhrchen- 
halbmesser sei r ^ 0*5 mm, die Oberflächenspannung i/^ 7*5 mgr/mm, 
Einschnürung der Flüssigkeit am Ende der ROhre soll nicht in Be- 
tracht kommen. — (x = 2rn ■ F = 23-6 mgr.) 8. Wie Iftsst sich aas 
dem Gewichte der ans einer engen Röhre fallenden Tropfen die Ober- 
flächenspaimung der Flüssigkeit bestimmen? — (^Nacb der vorhergehenden 
Aufgabe.) 9. Welchen Druck übt eine kugelförmige Seifenblase vom 
Halbmesser r ^ 3 cm auf die eingeschlossene Luft aus, wenn die Ober- 
flächen Spannung E =1 mgr/mm ist? — (Die Summe der Oberflächen- 
drücke auf der convexen und concaven Seite ist für die Flächeneinheit 
(Po + 2.ff/r) — tP„ — 2H/r) = AH/r und für die ganze KugelHäche 
lÖrH- » = 10'56 g.) 10. Welche Gleichgewichtsbedingong ergibt sich 
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mos der Gleichheit der Oberfl&chendräcke an jeder SteDe m bodea Säten 
der Seifenhäatcfaen an Drahtnetzen? — (Ans der Bedingniig 

j; + Hl/r, 4- 1/r, == Po — ^ l/>i + l/>t 

folgt für die mittlere Krümmimg 1/r^ -^ 1 /r^ = 0. Die Vardeanmg 
wird erfOllt, wenn ^i = r^ = <3C, d. h. wenn das SeifenhSntclien eben 
ist, oder wenn eine Krümmung concav and die andere eoiiTex ist 
Der erste Fall wird verwirklicht an Seifenhäntchen an einem ebenen 
DrahtrahmeD, der zweite Fall tritt ein, wenn z. B. ein System Ton xwei 
gleich grossen parallelen Drahtringen mit Seifenhäntchen übenogen wird; 
hierbei entspricht die Sattelform des Häntchens der Bedingung r^ == — r, .) 

§ 61. Die DoppelBcUelite zweier sieli berfilirender FlSasi^oitfii^. 
Der Oberflächendmck^ die Spannung und die Energie der Oberflaeheii- 
schichte erfahren eine Änderung, wenn eine Flüssigkeit mit einer 
anderen Flüssigkeit in Berührung tritt, indem sich die Adhäsion 
zwischen den beiden Flüssigkeiten geltend macht. Bleiben die Flüssig- 
keiten getrennt, so wirkt die Adhäsion der Cohäsion jeder einzelnoi 
Flüssigkeit entgegen und vermindert diese. Der betreffende Pünfliny 
äussert sich in den beiden sich berührenden Oberflächenschichten der 
Flüssigkeiten, welche zusammen eine Doppelschichte bilden. Um 
das Verhalten dieser Doppelschichte 
zu untersuchen, nehmen wir (Fig. 53) 
die Flüssigkeiten I und II mit der 
gemeinschaftlichen, kugelförmigen Be- 
rührungsfläche BB und berechnen die 
Oberflächendrücke für I und IL Hierzu 
beachten wir, dass auf jede einzelne B 
Oberflächenschichte die Cohäsion K 
derselben Flüssigkeit nach einer und die Adhäsion A nach der ent- 
gegengesetzten Richtung wirken; in dem Gesetze för den Oberflächen- 
druck einer Flüssigkeit ist daher die Difierenz (K — Ä) statt K zu 
setzen. Aus demselben Grunde sind auch die Oberflächenspannungen 
der einzelnen Flüssigkeiten um die entsprechende Adhäsionswirkung G 
zu vermindern, und wir können für die fraglichen Oberflächendrücke 
schreiben 



Pig. 5S. 



Km-A 




KrA 



Pi =Ki —A + 2 



H^ — G 
R 



Pii = K^i—A — 2 



H 



II 



G 



-u 
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Dabei ist die Fläche von I convex und die von 11 concav vor- 



1) Siehe meine Schrift über die Gesetze des Oberflächendruckes etc., 1890. 
Troppau. 
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ausgesetzt. Der resultierende Druck der Doppelachichte ist dem 
Unterschiede seiner Oomponenten gleich, also 

Hj + Hjj — iO 
^3P=Ki-Kn + 2 '^ ^ 

Der Zilhler des Bruches gibt die resultierende Spannung der 
Doppelscbichte; wir schreiben dafür: 

Hiu = -ffi + flu — 2G^2| g " - Gl. 

Diese Spannung leistet eine Arbeit, wenn die BerührungsÜäche 
B rergrösaert wird, und zwar so, daas gleichwie bei der freien Flüssig- 
keita Oberfläche die Spannung // für die Längeneinheit der Arbeit 
fiir die Flächeneinheit gleich kommt. Die Bemerkimg gestattet einige 
Schlüsse über das Verhalten der Doppelsahichto, 

Je nach dem Vorzeichen von Hiu, also je nachdem das arith- 
metische Mitte! der Cohäaionsspannungen grösser oder kleiner als die 
Adhäaionsspannung ist, wird bei Vergröasemng der Berührungsschicbte 
Arbeit verbraucht, oder gewonnen; da nun aber die wirkenden Kräfte 
stets das Bestreben haben, die möglichst grösste Arbeit zu leisten, so 
wird im letzteren Falle die Doppelschichte das Bestreben zeigen, sich 
auszudehnen und zu vergrössem, im erateren Falle dagegen sucht sie 
sich zusammen zu ziehen. Zu demselben Resultate ist E. Fuchs in 
anderer Weise gelangt'). Dasselbe gestattet im Znsammenhange mit 
dem Druckwerte auch über das Verhalten der Flüssigkeiten gegenein- 
ander eine weitere Folgerung. Sucht die Berührungsfläche den kleinsten 
Wert zu gewinnen, so wird das Ziel erreicht sein, wenn sie die Kngel- 
form angenommen hat. Im Inneren der Kugelfläche muss sich die 
Flüssigkeit mit stärkerer Cohäsion zusammenziehen und aussen jene 
mit geringerer Cohäsion anlegen. Ist die Berührungsscbichte aus- 
dehnsam, so kann ihr Bestreben dadurch erreicht werden, daas die 
Theilchen der Flüssigkeit mit geringerer Cohäsion von einander ge- 
trennt und in der Flüssigkeit mit grösserer Cohäsion vertheilt werden. 
Die Beruh ninga fläche umgibt dann alle zertheilten Theilchen der 
«rsteren Flüssigkeit und hat auf diese Weise eine möglichst gi'osse 
, Ausdehnung gewonnen. 

Solche Vorgänge finden jedenfalls bei Bildung von Emulsionen, 
i Mischungen und Lösungen statt. 

Nach Quincke sind einige besondere Werte folgende: 
Qnecksüber-Waaser fl, = 5503, ff, = 825, H= 42-58 

-Alkohol „ „ ff, = 2-60, ff =40-71 

-Olivenöl „ „ H^ = 376, ff = 3419 

Schwefelkohlenstofi'-Wasaer ff, = 3-27, .^ = 8-25, ff = 426 
OÜTenöl- Wasser ff, = 3-7t>, ff, = 8-25, ff = 209. 

1) K. Fuuhs: Übei den Rutdwiukel einander berflhrender FUsgk. Wied. A. 
1. 96. 8. lU 



214 IV. Molecularkrafke. [§ 61—62. 

Nach den Yersuchsergebnissen kann man aus der allgemeinen 
Beziehung zwischen H und den Gohasions- und Adhasionsspannungen 
die letztere^ nämlich G, bestimmen. Wir finden dieselbe zwischen 
Quecksilber-Wasser 10*35, zwischen Quecksilber-Alkohol 8*46 und 
Olivenöl-Wasser 4*96. Bestände jede Oberflächenschichte nur aus 
einer Lage von Molecülen, wäre ako nach § 49 H= P(s/2 und 
wären die Wirkungs weiten der sich berührenden Stoffe gleich, so 
würden die Werte für die Cohäsions- und Adhäsionsspannungen die 
Yerhältniszahlen für Cohäsion imd Adhäsion angeben. 

§ 62. F. Neumann's Gesetz der Bandwinkel. Überall da^ wo eine 
Flüssigkeit mit einem festen Körper in Berührung kommt, bildet 
ihre freie Oberfläche an der Berührungsgrenze mit dem festen Körper 
einen bestimmten Winkel, den Rand wink el. Sei es, dass eine Flüssig- 
keit die Gefässwand berührt, oder dass ein Flüssigkeitstropfen auf 
einer Platte liegt oder unten anhängt, immer kommen drei Mittel in 
einer Grenzlinie zusammen, nämlich der feste Körper, die Flüssigkeit 
und die Luft. Auf die gemeinschaftliche Grenzlinie wirken nun die 
Oberflächenspannimgen der drei Berührungs- 
flächen und halten sich gegenseitig das 
Gleichgewicht. Die Gleichgewichtsbedingung 
gibt das Neumann'sche Gesetz der Rand- 
winkel. Um die Entwickelimg möglichst 
allgemein zu gestalten, nehmen wir drei 
Flüssigkeiten 1, 2, 3 (Fig. 54) mit beHe- 
bigen Berührungsflächen, die in einer Linie 
L zusammentreffen. Auf die Längeneinheit 
von L wirken in den verlängerten Tangenten- 
richtungen der Oberflächen die Oberflächenspannungen. Ist das dritte 
Mittel Luft, in welchem Falle man die Berührungsflächen von 1 und 
2 mit 3 als freie Oberflächen ansieht, so gelten für die Oberflächen- 
spannungen die Werte 

J2i3 = J3;, fi,8 = fi; und H,, = H, + H^ — 2G. 

G bedeutet hierin die Spannung infolge der Adhäsion in der Doppel- 
schichte 12. 

Drei in einem Punkte angreifende Kräfte halten einander das 
Gleichgewicht unter folgender Bedingung 

sin or, sin or, sin 04 

Die drei Kräfte müssen sich nämlich zu einem Kräftedreieck zu- 
sammensetzen lassen, wenn ihre Resultierende gleich Null sein soll. 
Ist aber eine Kraft, z. B. jET^g, grösser als die Summe der beiden anderen, 
dann lässt sich kein Dreieck bilden und es wird auch kein Gleich- 
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gewicht erreicht; eine Flüssigkeit 1 breitet sich dann so weit 
bis der fiflsaige Zustand verloren geht. Beispiele solcher Ausbreitung 
sind: Ol auf reinem Wasser, Wasser auf Quecksilber. Eine Wirkung 
der Oberflächenspannung ist die Beruhigung der Meereswellen durch 
eine oberflächliche OLschichte. Fettflecke werden mit Benzol fort- 
geschafft, indem man das letztere ringförmig um den Fleck vertheilt 
und immer näher an den sich gegen die Mitte zusammenziehenden 
Fleck heranbringt; die resultierende Oberflächenspannung zieht die 
Fetttheilchen rem Kande g^en die Mitte, wo sie mittelst Löschpapier 
abgehoben werden können'). 

Die Grösse des Winkels o^ zwischen den freien Oberflächen lässt 
sich aus dem Kräftedreieek H^^, H^^, H^g nach dem Camot'achen 
Lehrsatze bestimmen; man erhält dafür 

und nach Substitution obiger Werte 

= ^(, ™_ l_ 1. 

Der Winkel % ist demnach durch die Cohäsions- und Adhäsions- 
Bpannungen völlig bestimmt und ist somit immer derselbe, so oft nur 
die Flüssigkeiten 1 und 2 mit einander in Berührung kommen. 

Ist 1 dieselbe Flüssigkeit wie 2, so wird /f, = //, = G und 
damit «j^ 180", wie es sein muss, da ja dann nur eine Flüssigkeits- 
oberfläche besteht. 

lat öfl spitz, Bü wird die Oberflächenspannung ^^ die Flüssigkeit 
zurückhalten; ist o, stumpf, so wirkt H, ausbreitend auf l. Der 
Wert cos «, darf 1 nicht übersteigen, wenn Gleichgewicht möglich 
sein soll. 

In dem Falle, dass 2 ein unlöslicher fester Körper, etwa die 
Wand eines Gefässes oder eine Platte ist, die von der Flüssigkeit 1 
berührt wird, ist die Oberflächenspannung H^ gegenüber H, und (r 
sehr gross und dürfen 11,/^^ und G/ff, ^ Glieder fortgelassen 
werden; darnach erhalten wir 

coa a, = — ^- + 1 , 

Bezeichnen wir nun den in der Flüssigkeit liegenden Winkel 
[ (180" — oj) = oj' als den Randwinkel, so erhalten wir für den- 
I selben den Wert 
[ cos«, =-^-1, 

L 1) C. Maiweil: Theorie der Wjtrme. 8. 322 a. 333, 
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Derselbe Aasdrack folgt iinmitt«lbnr, wenn man die Flfissigkeit 1 
in Berührung mit einer ebenen Flätihe (Fig. 55} annimmt nnd die 
GleichgewichtsbedingTing zwischen den Spannungen Hy, H^ xin^f 
flla = (Äj + i^ — i'G) aufstellt. Die längs der ebenen j,,^ ^ 
Fläche wirkenden Componenten müssen aich gegenseitig 
aufbeben. 

Nach diesem Gesetze hängt der Randwinkel nnr von 
den Cohäaions- und Adhäsionsspannuagen, bIso von der 
Natur der sich berührenden Körper ab und ist zwischen 
denselben beiden Körpern bei derselben Temperatur 
immer derselbe. Mit der Veränderung der Oberflächen- 
spannung z. B. durch Verunreinigung der Oberflächen ändert 
auch der Randwinkel. 

Jenachdem 2G^ B^ ist der Randwinkel spitz oder stumpf, d. h. ' 
jenachdem die doppelte Adhäsionsspannung grösser oder kleiner als 
die Cohäsionsapannung der Flüssigkeit ist, breitet sich die Flüssigkeit 
etwas aus oder zieht sich zusammen; im ersten Falle wird der feste i 
Körper von der Flüssigkeit benetzt, im zweiten tritt keine Benetzung ein. i 

Eine Folge des Gesetzes der Constanz des Randwinkels ist die-fl 
Krfämmimg der Flüssigkeitsoberflächeu in der Nähe der Gefässwände^-f 
die bereits zur Erklärung der Capillaritätsgesetze verwendet wurde,! 

Aus den im § Gl angegebenen specielleu Werten der Oberflächen-] 
Spannungen an der Grenze von Ol, Wasser und Luft ersieht man, | 
duss mit denselben kein Dreieck conatruiert werden kann. Der Über- 1 
Bchuss der Spannung der &eien Wasserfläche und die negative Span-J 
nung der Olschichte (ff, — G ^ 3'76 — 4'9) verursachen eine raschej 
Ausbreitung des Öles und eine Verminderung des Oberflächendrucke«.! 
— Oberbeck untersuchte das Verhalten der Olschichte, indem 
zuerst Schwefelpulver auf reines Wasser streute und dann einen LuftJ 
ström, unter 30" gegen die Oberfläche geneigt, erzeugte. Damit wurc 
das Schwefelpulver an den entgegengesetzten Rand des Gefä^ses ( 
schoben. War das Wasser mit einer Olschichte bedeckt, so setzt 
diese der zusammenschiebenden Wirkung des Luftatromes einen Wid« 
stand entgegen; das Pulver blieb über der Oberfläche ausgebreite 
Die Dicken der wirksamen Schichten wurden berechiiet bei RQb< 
zu 17 ■ 10"'' mm, bei Olivenöl 22 ■ 10~^ mm. Auch Röntgen 
Rayleigh fanden wirksame Olsehichteu cei. 2 ■ 10—* mm stark. 
Werte geben zugleich Dimensionen für die moleculare Wirkungsweiti 

Nach Lord Rayleigh schäumen reine Flüssigkeiten nicht, Xnj 
Flüssigkettsgemtsche, z. B, Wasser und Alkohol, Wasser und ! 
säure, bilden beim Schütteln Blasen. Wenn Teiche, Bäche oder Meenj 
schäumen, so befindet sich auf dem Wasser ein aus Pflanzen g 
Stoß", der die Oberflächenspannung vermindert und die Blasenbildui 
ermöglicht. 
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Ausser den bereits behandelten HaarröhrchenerscheiniingeD ge- 
hören hierher auch folgende von van der Menabrugghe angegebene 
Erscheinungen'). Ein in der Mitte zusammengefaltetes Stück Papier, 
das mit einer Hiilfte auf die Wasseroberfläche gelegt wird, atreekt 
sich und legt sich seiner ganzen Ausdehnung naßh auf das Wasser. 
Beim Einbiegen werden die Theilchen des Papieres an der inneren 
Seite der Faltungskante einander genühert, an der äusseren Seite da- 
gegen entfernt und dadurch aufgelockert; tritt nun aber an der Bruch- 
stelle Feuchtigkeit bis zu der inneren Seite, so erfolgt auch hier eine 
Auflockerung der Theilchen und damit eine Streckung des Papieres. 
Nach F. Leconte Öfiriet sich zusammengefaltetes Papier, wenn man 
die Kante von aussen befeuchtet. Ebenso geschieht es mit geknickten 
Grashalmen und Hölzchen; werden die geknickten Gegenstande an 
beiden Enden mittelst Fäden aufgehängt und an die Enickungsstelle 
ein Tropfen Wasser gebracht, so strecken sich dieselben; bis sie in 
die horizontale Lage gelangen. 

Ähnlich wie bei diesen Vorgängen wirkt auch die Feuchtigkeit 
bei anderen Erscheinungen in der Pflanzenwelt; die Fruchtgrannen 
des Storchschnabels rollen sich im feuchten Zustande auf und strecken 
sich, sie kehren beim Trocknen wieder in den früheren Zustand zurück. 
Beim Anfeuchten der Seile verdicken sich die einzelnen Kordeln und 
werden länger; da die Verdickung bewirkt, dass die einzelnen Kordeln 
im Seile nicht so viele Windungen wie im trockenen Zustande bilden 
können, so muss gleichzeitig eine Verkürzung des Seiles eintreten. 

§ 63. Gestalt der freien Oberfläche einer Flüssigkeit *). a) Unter 
dem Einfluss der Schwerkraft stellt sich jede Fl üssigk ei ts Oberfläche 
horizontal. Es ist bereits bemerkt worden, dass in der Nahe der 
Gefässwände die Oberfläche die Richtung ändern muss, um allmählig 
jene Richtung anzunehmen, welche durch den Randwinkel bestimmt 
ist. Es soll nun die Gestalt der Oberfläche in der Nähe einer ebenen 
Wand ermittelt werden. Da die Flüssigkeit längs der ganzen Wand 
in gleicher Weise emporgehoben oder berabgedrückt wird, jenachdem 
eine Benetzung stattfindet oder nicht, so ist im allgemeinen anzu- 
nehmen, dass das betreffende gekrümmte Flächenstück ein Theil eines 
Cylindermantels ist, dessen Erzeugenden horizontal und parallel zur 
Wand sind. Behufs Bestimmung der Leitlinie sei in Fig. 5(i ein nor- 
maler Schnitt zur Wand dargestellt: jE£, sei der Schnitt mit der 
Wand, ACB der Schnitt mit der Flüssigkeitsoberfläche, die von 
B BUS horizontal verlaufe. Wir beziehen die Punkte der Oberfläche 
ACB auf das rechtwinklige Coordinatenkreuz OX. OZ und bestimmen 
den Abstand s für den beliebigen Punkt C. Der Sj^lmmungshalb- 
messer für das Bogenelement CG' in der Zeichnungsebene sei r. Die 



1) PoBke'B 
S) Siebe t 



ZeitBch. f. d. phys. n, ehem. Unterr. HI. 8. 197, 
leiae Abhdlg, über d. Oberflächeo druck. 
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Ebene^ welehe durch r gelegt wird und nomud zur Zeichnniigsflache 
ist, selmeidet die cylindriflche Oberfläche lings einer eixeogenden 
Geraden; daher ist der zweite Haoptkrfimmnngshalbmesser unendlich 
gro88. Mit Bücksicht darauf wird der 
Oberflachendruck in dem Flachen- 
elemente bei C 

Die Beziehung zwischen diesem 
Druck und der Schwerkraft ergibt 
sich nach dem Principe der vir- 
tuellen Bewegung. Wir denken uns 
eine sehr kleine Verschiebung dr 
des Oberflachenelementes ds g^en 
das Innere* der Flfissigkeit. Bei 
derselben leistet die Oberflachen- 

Spannung die Arbeit ds-dr und die Schwerkraft befördert das 

Flfissigkeitstheilchen vom Gewichte (ds - dr - f) in das horizontale 
Niveau ; das um die Strecke z tiefer liegt als der Punkt C. Gleich- 
gewicht besteht^ wenn die Summe der Arbeiten gleich Null ist, also 
wenn 




H 



oder wenn 



ds ' dr -{- ds ' dr • f' = 0y 



= 



r f 



Dieselbe Bedingung erhalt man, wenn man den Druck od^ Zug 
infolge der Oberflächenspannung in C dem darunter befindlichen, ge- 
hobenen Flüssigkeitssaulchen gleichsetzt. 

Drückt man den Erümmungshalbmesser r durch die Coordinaten 
de» Punktes C aus, so lässt sich die Gleichung der Leitlinie ermitteln. 
Wir beschränken uns auf die Bestimmung des höchsten Punktes A 
und stellen zu diesem Zwecke eine Beziehung zwischen der Ordinate sf 
und dem Winkel (p auf, den die Tangente CT mit der Ordinaten- 
achse Z bildet^). Für einen dem Punkte C benachbarten Punkt C" 
geht -«^ (f über in ((p + dgj); dq> ist der Winkel zwischen den zwei 
aufeinander folgenden Tangenten, zugleich aber auch der Winkel 
zwischen den gezeichneten zwei auf einander folgenden Normalen. 
Mit Benützung der Winkel (p und d(p lässt sich das Bogenelement 
CC\ der Ordinatenunterschied dg und daraus g selbst berechnen. Man 
erhält für das concay gekrümmte Bogenelement 

CC'= -rdq), 
und für de = CC" • cos (p = — r • cos (p • dq> = — r - dsin (p . 

1) V. V. Lang : a. a. 0. S. 479. 



63.] rV. Molecularkräfte. 219 

Wird hieraus r gerechnet und in die Gleichung für z eingesetzt, 
so erhalt man 

e ' dz = V • d sin 9 

und durch Summierung der beiden Gleichheitsseiten 

1 H 

Y (^* — V) = — 7 (siny — sin^o). 

Beginnt die Zahlung von JB, so ist Zf^ = und (p^ = 90® und 
daher die Gleichung 

y^^ = -^(l — siny). 

Nach diesem allgemeinen Gesetze lässt sich die Erhebung jedes 
Punktes der gekrümmten Oberfläche und insbesondere auch die Er- 
hebung des höchsten Punktes A der Flüssigkeit angeben. 

Ist die Wand vertical, so wird für den höchsten Punkt der 
Flüssigkeit z = h und -^fp gleich dem Randwinkel; damit erhält 
man die Erhebung 

h = Y -f- (1 — sin 9>) . 

Bei vollständiger Benetzung ist 



-|/2F 



daraus folgt 



a« 



Die Gleichung kann dazu dienen, die Oberflächenspannung H zu 
berechnen. 

Anstatt H wird nach Quincke auch häufig die Grösse a in 
Rechnung gezogen; der Wert a* heisst auch specifische Cohäsion. 

Wenn die Flüssigkeit die Wand nicht benetzt, dann ist der Rand- 
winkel a > 90®; bei Auflösung der quadratischen Gleichung nach z 
beziehungsweise h hat man in diesem Falle das negative Zeichen der 
Wurzel zu benützen; die Oberfläche in der Nähe der Wand ist convex 
und erscheint somit herabgedrückt. 

b) Tauchen zwei verticale Platten parallel nebeneinander in 
eine Flüssigkeit, welche eine Platte benetzt und die andere nicht, so 
zeigt die Flüssigkeitsoberfläche zwischen den Platten an der Über- 
gangsstelle von der coneaven zur convexen Gestalt einen Wendepunkt, 
dessen Tangente mit der Verticalen den Winkel tp^ einschliesst, der 
nicht 90® ist. Durch Einführung dieser Bedingung in die allgemeine 
Gleichung für die Erhebung z eines Punktes der Oberfläche erhält 
man für die Steighöhe 



Ä = y-f- (^ ^0 — sin 9) . 
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Dieser Wert ist kleiner als der obige Wert fOr h imd es folgt, 
dasB die Erhöhoag beziebnngsweise EmJedrigang des FlässigkeitB- 
rande« an den Innenseiten der Platten geringer ist als an den 
Anasenseiten. 

c) Wir vcrwendeD noch das allgemeine Gesetz fOr die Ordinate 
a zur Bestimmung der Oberflächengestalt eines Tropfens, der 
auf einer horizontalen Flache aufliegt. Die horizontale Äusdehnong 
des Tropfens sei kreisförmig und der Halbmesser dee Ereisnmfanges 
gegenDber dem seitlichen Krümm ungshalbmeser eines zweiten Hsapt- 
scbnittes sehr gross, damit die mittlere ExOnunung in einem Punkte 
der seitlichen Oberfläche mit der vorstehenden Berechnung sich im 
Einklang befinde. Zu unserem Zwecke führen wir (Fig, 56) die Nei- 
gung ß der Wand gegen die Verticale und -jl« ein, welchen die 
Tangeute CT mit der Wand einschlieast. Es ist nun ip^tt-\- ß und 
damit erhalten wir 

In dem Falle des Tropfens (Fig. 57) ist 
die Wand £E, horizontal, -^a entspricht dem 
Riindwinkel und ß = 90"; 2, bezogen auf den 
Ilandpimkt A, bedeutet die Dicke fl^ des Tropfens; 
diese wird demnach 



^Vf(^~ 



cos ß) . 



\ 



Auch dieses Gesetz wird zur Bestimmung der Oberflächenspan- I 
nung fi^ benützt. Gay-Lussac fand für Quecksilber aus 180" — «^45'*30' J 
H= 43-52 und Desains aus dem Winkel 41" 3(5' 30" £f= 45-32. Die I 
Abweichungen der Werte rühren von der Verschiedenheit, namentlich J 
von der Reinheit der Oberflächen her. 

Das Gesetz gilt auch für die Luftblasen, die sich unten an eii]*'J 
horizontale Ebene ansetzen, welche in eine Flüssigkeit getaucht wirdfJ 
der Tropfen liegt jedoch dann nicht auf der Ebene 
EEf, sondern er befindet sich unter derselben und 
ist die Darstellung (Fig. 57 1 um jEJS, um 1^0" ge- 
dreht zu denken. 

d) Die Gestalt der Flüssigkeitaoberfläcbe zwi- 
schen zwei verticnlen Wanden, die mit einau- 
der einen kleinen Winkel einschli essen , erhält 
man auf einfache Weise. In dem engeren Räume 
des Flachen winkeis steht die Flüssigkeit höher als 
in dem weitereu. Die Erhebung an einer bestimm- 
ten Stelle C kann nach dem Gesetze für die Steig- 
höhe der Flüssigkeit zwischen parallelen Wänden berechnet werden. ] 
Seien OM und ON (Fig. 58) die Gnindapuren der beiden Plattaa-J 
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und OX die Halbierende des Neigungswinkels m, ferner AB^^, 
und X, E die Coordinateo eines Punktes C der Oberfläche in Avr 
Mitte zwisclieQ den Platten, dann ist der Platienabstand 

Für diese Distanz ist die Steighöhe (S. 211, Anfg. h) 

• — -ä-f — 



daraus folgt 



/■ a^tg- 



" 3 

Diese Gleichung entspricht einer gleichseitigen Hyperbel, «»«• 
Asymptoten mit den Achsen x und n zusammenfallen. I^nge dieser 
Linie steigt die Flüssigkeit zwischen den Platten empor. (Fig. 5^.) 

§ 64. AnzUlinng^ und AbBto&simg durch die OberflächenBpaimnng. 
Gleichwie die Oberflächenspannung das Gewicht einer Flüssigkeit ver- 
ändert, so bewirkt sie auch eine Änderung des hydrostatischen Druckes 
auf die Seitenwände. Es ist sofort ersichtlich (Fig. 59), dass in der 
Nähe einer Wand der Druck p infolge der Oberflächenspannung, 
welcher in der Richtung der Hauptkrümmungshalbmes- 
ser wirkt, auf die Wand einen Zug ausüben rauas, ^, 

Die Grösse dieses Zuges P auf die ebene Wand E 
• erhalten wir mittelst des Principes der virtuellen Be- 
wegung. Wir verschieben die Ebene E parallel zu 
zu sich selbst nm die kleine Strecke g; bei der betref- 
fenden Arbeit sind die Spannungen H bei A und B 
und die auf die Wand wirkende Kraft P der Flüssig- 
keitssäule thätig. Ist die Länge der Wand l und der 
Randwinkel a, dann gilt für die Arbeiten die Gleichung 

daraus wird 

P= -fl".((l -Bin«). 
Wird H nach dem vorstehenden Gesetze durch die Steighöhe 
der Flüssigkeit an der Wand ausgedrückt^ bo folgt 




P=- 



(•h* l. 



Druck 



Dieser Ausdruck stimmt auch mit dem hydrostatischei 
Äüf die Wand in der Hohe -^ Qberein; die Wirkung desselben wird 
also dorch die Oberflächenspannung aufgehoben. Setzt man diese 
Bedingung für den Gleichgewichtszustand voraus, so können die zwei 



letzten Gleichungen dazu dienen, in der einfachsten Weise die Stei^ 
höhe /* der Flüssigkeit an der Wand zu berechnen. ~ 

Da der Zug P auf die Wand proportional dem Quadrate 
Steighöhe h ist, so bleibt er seiner Richtung nach unverändert, ob ( 
Höhe positiv oder negativ, also ob die Oberfläche concav oder c 

Die berechnete Wirkung der Oberflächenspannung auf die Seite 
wand kann bei einer in die FlOssigkeit getauchten Platte oder WandS 
keine Erscheinung hervorrufen, da sie auf beiden Seiten der Wand 
in gleicher Stärke aber in entgegengesetzter Richtung erfolgt. Sie 
wird sich geltend machen, wenn zwei Platten in einer Flüssigkeit 
einander nahe gegenüber stehen. Wird eine Platte benetzt und di«a 
andere nicht, so sind, wie nac^hgewiesen worden ist, sowohl die 1 
hebung als auch die Depression an den inneren Seiten der Plattet 
kleiner als an den äusseren; die äusseren Zugkräfte haben das Ubei 
gewicht und die beiden Platten müssen sich von einander entfemei 
als ob sie sich abstieasen. 

In deu Fällen, wo beide parallele Platten von der Flüssigkei 
benetzt oder nicht benetzt werden, bedeutet h die Steighöhe der I'lüasig' 
keit zwischen den Platten; es sind demnach die Kräfte zwischen de] 
Platten grösser als ausserhalb und es erfolgt eine Annäherung, e 
Anziehung der beiden Platten. — 

Da die letztere Anwendung des vorstehenden Gesetzes aus dei 
Ableitung nicht unmittelbar klar ist, wollen wir den Wanddruck dei 
Oberflächenspannung auf zwei parallele, verticale Platten direct i 
mittein. Wir verwenden auch hier das Princip der virtuellen ] 
wegungen und zwar für die Verschiebung einer der beiden Platten um J 
die sehr kleine Strecke g. Die Arbeiten der Spannungen H za 
beiden Seiten der bew^en Platte geschehen im entgegengesetzten 
Sinne und geben zusammen den Arbeitswert Null. Es bleibt nur _ 
die Arbeit der Schwerkraft zu berücksichtigen, welche der Arbai 
des Wauddruckes gleich sein muss. Die letztere Arbeit sei P-|l» 
Die Arbeit der Schwerkraft läsat sich mittelst der Steighöhe A dei 
Flüssigkeit zwischen den Platten bestimmen. Bei der vorgenommeDU 
Verschiebung einer Platte um | geht die Entfernung der Platten vosfl 
^ über in (^-j-J), die Höhe A vermindert sich um dh und i 
Schwerpunkt der gehobenen Flüssigkeit sinkt um yd/t; das Flassi, 
keitsgewicht zwischen den Platten bleibt unverändert. Ea 
demnach folgende Oleichgewichtsbedingung 



P-i = {l-h-^-f + q)- 



■ dh. 



Aus den Ausdrücken für die Steighöhen h und (A -|- dh) 
den Plattenabatänden ^ und (^J ■+- £) (S. 211, Au%. 5) ergibt sid 
leicht die Beziehung 
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Lässt man bei höherem FlUssJgkeitsstande h das Gewicht q in 
1 den Winkeln des Meniscus gegenüber dem gehobenen FlOssigkeita- 
[ gewichte fort, so erhält man für den Wanddmck 

f-h'-l 
doB obige Oesetz, 

Ebenso wie die Anziehung und Äbstossimg von nahen Platten 
Flüssigkeit erklärt auch das Gesetz eine »cbeinbare Wechsel- 
wirkung zwischen schwimmenden Körpern. Zwei Korkkugeln (auch 
Korkstöpsel), die auf Wasser schwimmen und einander entsprechend 
genähert werden, ebenso zwei Glaskugeln, die auf Quecksilber schwim- 
men, üben eine lebhafte Anziehung aus; zwei Kugeln, die auf einer 
Flüssigkeit schwimmen und von denen die eine benetzt wird und die 
andere nicht, stossen einander ab, wenn sie entsprechend genähert 
werden. — Auch beim Weichwerden fester Körper und bei der Auf- 
lösung von Salzen in Flüssigkeiten mag sich die 3eit«nwirkung der 
OberflächenspamiuDg geltend machen und zur Auflockerung der festen 
Theilcheo beitragen. 

§ 65. AdhäBlonsplatten. Als eine Aufgabe über Oberflüchen- 
I eueigie soll noch die Kraft berechnet werden, mit welcher Adhäsions 
I platten aneinander haften. Zwischen zwei Platten befinde sieb eine 
LdSnne FlÜssigkeitaschichte , welche die Platten benetzt. Das Gewicht 
\ einer Platte sei ij. Die beiden Berühmngstlächen der FlUssigkeits- 
Bchichte seien Kreise vom Inhalt« S = r'n. Die Oberflächenspan- 
QOiig in jeder BerDhningsschichte sei H, die Dicke der FlUssigkeits- 
BchJchte £. Wird nun die obere Platte um ds gehoben, so wird 
der Schwerkraft en^^en die Arbeit Q-ds geleistet; gleichzeitig ändert 
sich jede der beiden Flächen S am äS ^ 2rx ■ ilr und verschwindet 
bei abnehmendem S die Oberfiä«henenergie 2HdS. Die Gesammt- 

I arbeit ist daher 
dW=Qd» — 'iB2rxdr. 
Nm 
ICt 



I 

I 



^NIm ist das Volnmen der Flüssigkeit rx ■ t = eonst. und somit 
2r%dr=- — '^■rf/. 
ICt Rücksicht fianiuf wird die Kraft zur Uebong 
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Kraft von dieser Grösse vurmag den Kräften dieses 
Systemes Gleichgewicht nn halten; eine geringe Vermehrung derselben 
verursacht ein Reiasen der FlUsaigkeitsschichte. 

Weiin keine Benetzung stattfindet, z. B. zwischen Quecksilber 
und Glas, dann ist H negativ; für sehr kleine s, d. h. bei einer sehr 
dünnen FlOsaigkeitsschichte, kann dann auch F negativ werden; denn 
in diesem Falle muss eine Belastung angebracht werden , um die 
obere Platte in ihrer Lage gegen die untere zu erhalten. 

§ 6ti. Diffusion der Flüeslgkelten. Kork oder Öl, ins Wasser 
gebracht, steigen an die Oberfläche und schwimmen auf derselben; 
Kochsalz oder Weingeist dagegen breiten sich allnmhlig im ganzen 
Wasser aus, sie geben beziehungsweise eine Lösung oder Mis.chung. 
Der feste Körper wird zunächst auch flüssig, und seine Ausbreitung 
erfolgt so wie die einer Flüssigkeit. Bei der Mischung durchdringt 
jede Flüssigkeit die andere; der Vorgang wird mit dem Namen Dif- 
fusion bezeichnet. 

üutroehet hat (1827) zuerst diese Erscheinung mit Hilfe seines 
Endosmometers untersucht^). Der Apparat besteht aus einem Fläsch- 
chen, dessen Boden von einer Membran (Schweinsblase) gebildet wird, 
und dessen Hals sich in eine getheilte Itöhre verlängert. Füllt man 
das Fläschchen mit Alkohol und taucht den Apparat in Wasser ein, 
so bemerkt man ein Ansteigen der Flüssigkeit in der getheilten Röhre; 
es ist durch die Membran Wasser zum Alkohol und Alkohol zum 
Wasser übergetreteten. Dutrochet nennt die beiden Strömungen En- 
dosmose und Exosmose. In ähnlicher Weise geht der Austausch von 
Flüssigkeiten im lebenden Organismus vor sich. 

Nach Versuchen von JoUj, Eckhard, Ludwig u. a. mit Wasser 
und verschiedenen Salzlösungen hängt die Di ffiisionsgesch windigkeit 
von der Natur der Flüssigkeit, von der Concentration der Lösung 
und von der Membran ab. Sobald die (Joncentration der Lösung auf 
beiden Seiten der Membran gleich ist, so hört die Diffusion auf. 

Die DifFuaion ohne Scheidewand, die sogenannte freie Diffu- 
sion hat zuerst Graham (185fJ) untersucht. Die zu untersuchende 
Lösung wird mittelst einer Pipette auf den Boden eines mit Wasser 
gefüllten Glascylinders gebracht; nach einigen Tagen saugt man mit 
einem capiUaren Heber Proben aus verschiedenen Höhen |ab und 
analysirt sie. Graham fand, daas die Salzmengen, die aus den Lösungen 
heraus diffundieren, abhängen von der Natur des Salzes, proportional 
sind der Concentration der Lösung und mit der Temperatur wachsen. 

Die Bewegungen rühren offenbar von Druckdifferenzen her,'welcke 
durch das Zusammenwirken der Cohäsionen der zu mischenden Sl 



1) VioUe. Lehrb. U. S. 676. 
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und der Adliilsioii zwischen ihnen bedingt ist Vom Sbiudpinikte des 
Energieprincipes spielt jedenfalls die überllächenenergie eine wichtige 
KoUe. Ist in der BerührHDgsachichte beider Stoffe die doppelte 
Spannung infolge der Adhäsion grösser ajs die t^umme der Cobäsiun»- 
Spannungen (§ 61, S. Ül;i), dann ist die tTächenenergie in dieser Doppel- 
Bchichte negativ, es wird bei der Ausbreitung derselben Arbeit ge- 
wonnen. Bei dem Bestreben des Systems, das Minimum der 
potentiellen Energie zu erreichen, wird die Doppelschiehte in 
die inneren leeren Räume eines Stoffes eindringen, der Stoff wird 
aufgelöst und bei der Ausbreitung desselben möglichst iu seine Ele- 
mente zerlegt. Ist die Lösung eine gleichmässige, so ist auch der 
Druck im ganzen Volumen derselbe und ea herrscht Gleichgewicht, 

Eine Anwendung findet die Diffusion zur Trennung der Krystalloide 
Ton Colloiden, weil die Krystalloidlösungen rascher diffimdieren. 
(Dialyse,) 

§67. Hischirngs- und LÖBnngaarbeit '). Die Moleculararbeit einer 
Lösung oder Mischung ist bei jeder Flüssigkeit durch die hydrosta- 
tische Grundgleichung, beziehungsweise durch die Volumenergie ge- 
geben; sie ist bestimmt durch das Product aus dem herrschenden 
Druck (dem Wirkungsgrad) in das Volumen (den Wirkungsraum). 
Der erstere soll unter der Voraussetzung entwickelt werden, dass die 
Lösung in allen iu der Rechnung zu benützenden Volumelementen 
dieselbe Zusammensetzung besitzt. Es ist nur nöthig, die wirkenden 
Kräfte in der Oberfläohenschicbte zu bestimmen. Denn diese üben 
den ganzen Druck auf das Flüssigkeitsvolumen aus; die inneren Kräfte 
heben einander gegenseitig auf. 

Die oberste Schichte von der Dicke der Wirkungsweite eines 
Molecüles, für sich allein betrachtet, befindet sich im Gleichgewichte 
und übt keinen Druck nach abwärts aus, wenn von dem EinÜuas 
einer etwaigen Krümmung abgesehen wird. Erst durch die Wirkung 
der Nachbarachichte von gleicher Dimension auf die erste entsteht 
der Ob erfiäch endruck. Die Rückwirkujig auf die zweite Schichte trägt 
zum inneren Drucke nichts bei, weil auf sie von der äusseren und 
inneren Seite gleiche Kräfte wirken, die einander gegenseitig aufheben. 
Aus demselben Grunde sind auch alle folgenden inneren Schichten 
auf den Druck ohne Einfiuss. 

Die Molecu larkräfte zwischen den zwei obersten Schichten auf 
die Oberflächen schichte bestehen nun aus der Cohäsion K^ des ge- 
lösten Stoffes, der Cohäsion K^ des Lösungsmittels, der Adhäsion A' 
zwischen dem gelösten Stoffe in der Oberflächen schichte und dem 
Lösungsmittel in der Nachbarachichte und endlich der Cohäsion A' 
zwischen dem Lösungsmittel in der Oberflächensehichte und dem 



1) Siehe I 
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gelösten Stoffe der Nachbarschichte. Der Druck für die Flächen- 
einheit ist somit 

Die einzelnen Molecularkräfbe lassen sich nun aus den Massen (i der 
beiden obersten Schichten über der Flacheneinheit, beziehungsweise 
aus der Dichte 8 und dem Gewichte q der betreflfenden Stoffe und 
aus dem Volumen t; der ganzen Losung in allgemein giltiger Form 
wie folgt darstellen: 

Hierin ist r^ die Entfernung der Massenmittelpunkte der beiden Nach- 
barschichten; sie wird durch die Wirkungsweite der Molecüle bestimmt. 
— Ahnlich erhält man für die Cohäsion des Lösungsmittels 

und für die Adhäsion 

Damit wird der Arbeitswert der Lösung oder Mischung 
W^P'V 

= ^ • t • ft)' -/"(^i) + ^ • (f)V(r,) + 2a, . ^ . f(rS] . 

Um die Arbeit zu finden, welche durch die Bildung der Mischung 
aus den gegebenen einzelnen Stoffen verrichtet wird, müssen wir von 
W die Arbeitswerte W^ und W2 der letzteren in Abzug bringen. 
Sind v^ und Vg die Volumen der Flüssigkeiten vor der Mischung, so 
sind ihre Volumenenergien 

W, = K,v,=^a,-{^yf(r,).v, und TT, = Z, t>, = a, • (^)* • /"(r,) • », 

und die Mischungsarbeit wird 
^W= W—(W,+ W^) 

Im allgemeinen ist die Summe der Volumen der einzelnen Stoffe vor 
der Mischung nicht gleich dem Volumen der Mischung; wir benützen 
deshalb einen Contractionscoefficienten y und setzen 

Damit und durch Einführung der Moleculardrücke der ungemischten 
Stoffe Kiy K2 und A erhält man 
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-^■[K, + K,~ 2.4) + nKi '■, + A>.;) 



Diese Miscliiingsarbeit kann positiv oder negativ sein, und dar- 
nach tritt entweder eine äquivalente Erwürmnng oder Abkillilung ein. 
Ist die Haumänderung der sich mischenden Stotte und damit auch y 
sehr gering, so können wir behaupten, dass eine Erwärmung dann 
eintritt, wenn die Adhäsion grösser ist, als das arithmetiBche Mittel 
der beiden Cohäsionswerthe ; ist aber das Mittel der Cohasion grösser 
als die Adhäsion, so wird die Mischung abgekühlt Thatsächlich 
tret«n beide Erscheinungen ein; so zeigt sieh bei einer Mischung von 
Äther und Chloroform Erwärmung, bei Äther und Schwefelkohlenstoff 
AbkQhlung. Viele Salze lösen sich unter Wünneverbraueh und werden 
deshalb zu Kältemischungen benützt, wie z. B, Kochsalz, Salmiak, Sal- 
peter u. a. Solehe Salze werden sieh bei Erwärmung der Hüasigkeit 
leichter lösen. Die wenigen Salze, welche beim Lösen Wärme er- 
zeugen, wie Kalkhydrat, schwefelsaures Cer und Natrium, sind bei 
höherer Temperatur weniger löslich. 

Die Arbeit z/ IV beziehungsweise die äquivalente Wärme ist auch 
von dem Misch nngsverhältnis abhängig und wie leicht zu erweisen 
ist, wird sie am stärksten sein, wenn die Volumen i', und v^ der zu 
mischenden Stoffe einander gleich, nämlich gleich -^v sind. Der 
grösste Wert der Mischungsarbeit ist dann 



JW' = 



-1-{K,+K,-2Ä). 



Mit Rücksicht auf das Verhältnis y der Volumsveräuderung wird 
man sagen können, da.^s eine Raum Verminderung, wobei y positiv ist, 
Bteta erwärmend, dagegen eine Raumvergrösaerung abkühlend wirkt. 
Die betreffende Wirkung wird durch Steigening des Druckes, wo- 
durch die Cohäsionen K verstärkt werden, im entsprechenden Sinne 
vermehrt. Nach der Zustandsgieichung ist Kv der absoluten Tem- 
peratur proportional, daher steigende Temperatur im Sinne der Druck- 
vermehrung wirkt. Diese Gesetze hat Braun experimentell bestätigt'). 

Li eine innige Beziehung würde die Mischungsarbeit zur Ober- 
flächenspannung treten, wenn die Oberöächenachichte nur aus 
einer Lage von Molecülen bestände und die Wirkungsweite ff beider 
Stoffe gleich gross wäre; unter dieser Voraussetzung sind (noch § 59, 
9. 2UG) 

H^=~Ki-c und ^ = i Z; ■ ff 



1) F. Bruuii. Winkelmaim'a Haadb. d. Phja. B. 4ß6. 
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und die Spannung in der Berührungsschichte (nach § 61) 

Damit wird bei Vernachlässigung einer etwaigen Volumsänderung die 
Mischungsarbeit 

vjö ist unter allen Umständen der Oberfläche der aufgelösten Substanz 
proportional; das Product mit H gibt die Arbeit der Obenflächen- 
spannung bei der Losung; dieser Arbeit ist auch die gesammte Lö- 
sungs- oder Mischungsarbeit proportional. «Te nachdem nun die Span- 
nung positiv oder negativ ist, also zusammenziehend oder ausdehnend 
wirkt, je nachdem wird Arbeit verbraucht oder gewonnen, es tritt 
beziehungsweise eine Erwärmung oder Abkühlung ein. 

§ 68. Der osmotisclie Druck. Derselbe ist durch die Druckände- 
rung einer Flüssigkeit infolge der Auflösung eines Körpers bestimmt. 
Das Studium desselben wurde von Traube (1867) vorbereitet durch 
die Erfindung seiner künstlichen Zelle oder Niederschlags- 
membran. Man erhält eine solche z. B. indem man in eine Lösung 
von Kupfersulfat einen Tropfen Ferrocyankalium träufelt; an der 
kugelförmigen Grenzfläche der beiden Flüssigkeiten bildet sich dann 
eine Niederschlagsmembran von Ferrocyankupfer, welche den Tropfen 
umschliesst. Durch richtige Concentration der Lösungen kann man 
der Membran die hier wesentliche Eigenschaft ertheilen, dass sie 
keines von beiden Salzen durchlässt, wohl aber Wasser, dass sie halb- 
durchlässig, ein moleculares Sieb ist. Nach PfeflFer's osmo- 
tischen Untersuchungen (1877) kann auch eine Thonzelle halb- 
durchlässig sein und zur Darstellung und Messung des osmotischen 
Druckes dienen : Eine unverglaste Thonzelle, deren Boden und Wände 
mit einem Niederschlag von Kupferferrocyanid , Eisenoxyd, Kiesel- 
säure o. dgl. überzogen wird, wird mit einer Salz- oder Zuckerlösung 
gefüllt, auf der offenen Seite mit einem Kolben geschlossen und ins 
Wasser gelegt. Boden und Wand lassen das Wasser, nicht aber das 
Salz hindurchtreten, sie sind halbdurchlässig. Ist nach Wasser- 
eintritt Gleichgewicht hergestellt, so herrscht im Innern der Lösung 
gegenüber dem Lösungsmittel der osmotische Druck. 

Nach van't Hoff (1887) gilt für den osmotischen Druck ver- 
dünnter Lösungen das Gasspannungsgesetz. Wir wollen für den- 
selben aus dem vorstehend abgeleiteten Gesammtdruck der Lösung 
eine Beziehung zur Cohäsion und Adhäsion ermitteln. Zu diesem 
Zwecke bilden wir die Differenz aus dem Lösungsdrucke P und dem 
Cohäsionsdrucke K^ des Lösungsmittels und erhalten im Anschluss an 
den vorhergehenden Paragraph den osmotischen Druck 
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=;Ji • [<h ■ «1* • f(ri) + «»&*• ^'-^ • /■(»•») + 2a, • Ji • ff, • /(r,)] 
— 7i • [-^i • »1* — ■KiCv + »,)»! + 2.4 • », • r,] 

= 1^ • K • fi - -K; • (« + f,) + 2^ • M- 

Bei sehr yerdünnten Lösungen kann das Glied mit dem Volumen v^ 
des gelösten Stoffes vemachlässigt und das Volumen v^ der Flüssig- 
keit dem Gesammtyolumen v gleich gesetzt werden; darnach ist 

Der osmotische Druck ist demnach dem Mischungsverhältnis in Volum- 
theilen und dem Unterschiede zwischen der Adhäsion und der Cohä- 
sion des Lösungsmittel proportional. Messungen bestätigen die erstere 
Beziehung. Nach Pfeffer beträgt p für 1% Zuckerlösung % Atm., 
für Salpeterlösung 3 Atm. und wächst proportional der Concentration. 
Die erhaltene Gleichung gibt in der Form eines Arbeitswertes 

Übereinstimmung mit dem Gasspannungsgesetze^ beziehungsweise mit 
dem Gesetze von van't Hoff. Die Vervollständigung des Gesetzes 
bietet die Wärmelehre, in der gezeigt wird, dass der Arbeitswert der 
absoluten Temperatur proportional ist. Durch Versuche wird nach- 
gewiesen, dass der betreffende Proportionalitätsfactor mit jenem der 
Gase übereinstimmt. Darauf weist aber auch der Vergleich des Arbeits- 
wertes W (S. 226) für verdünnte Lösungen hin, wenn man den aus 
der letzten Gleichung folgenden Wert für 2ÄVi einführt; man erhält 
unter Vernachlässigung des Gliedes mit v^ die Gleichung 

in der die Form des Gasspannungsgesetzes pv '= R enthalten ist. 
Zuverlässig folgt bereits aus der abgeleiteten Gleichung die Grösse 
der Arbeit, wenn durch eine Kolbenbewegung mit dem Drucke p 
Wasser vom Volumen ^v aus der Lösung herausgedrückt wird; die- 
selbe ist 

w =p*^v = — t? • dp. 

Der osmotische Druck ist die bewegende Kraft bei den Diffusions- 
erscheinungen. 

§ 69. Mischimg und Lösung der Gase. Wahrend sich zwei Flüs- 
sigkeiten, die man zusammenbringt, nicht in allen Fällen mischen, thun 
dies zwei Gase immer. Diese Thatsache hat Berthollet (1803) durch 
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ein berühmtes Experiment nachgewiesen ^). Von zwei mit Hahn- 
fassungen versehenen Ballons ^ die aufeinander geschraubt werden 
können, wird der eine mit Wasserstoff und der andere mit Kohlen- 
säure gefallt. Nachdem dieselben in der Weise verbunden worden 
sind, dass der mit Wasserstoff gefüllte sich oben befindet, öflftiet man 
die beiden Hähne. Nach einigen Tagen findet man, dass in jedem 
der Ballons der Druck gleich dem ursprünglichen Atmosphärendrucke 
geblieben ist, und dass sich in jedem derselben ein Gemisch aus 
gleichen Theilen WasserstoflF und Kohlensäure befindet. Auch ein 
einfacher und eflPectvoller Versuch von Volta gehört hierher. Hält 
man zwei Reagensgläser, von denen das obere mit Wasserstoff und 
das untere mit Luft gefüllt ist, mit ihren OSnungen einige Augen- 
blicke aneinander, so erfolgt nach dem Auseinandernehmen bei An- 
näherung einer Kerzenflamme in jedem Glase eine Explosion. Damit 
wird die Mischung der beiden Gase bewiesen. 

Der Vorgang der Mischung heisst Diffusion. Derselbe kann 
ebenso wie bei Flüssigkeiten durch poröse Scheidewände oder 
frei erfolgen. Für den ersteren Fall hat Graham (1834) das Gesetz 
aufgestellt: Die Diffusionsgeschwindigkeit ist umgekehrt proportional 
der Quadratwurzel aus der Dichte der Gase. Das Gesetz kann als 
eine Folge des Ausflussgesetzes der Gase (§ 44) betrachtet werden. 
Bunsen hat allerdings nachgewiesen, dass das Gesetz nicht streng 
gilt, weil die Poren der Wände capillare Wirkimgen ausüben. 

Ist nach der Diffusion Gleichgewicht eingetreten, so ist jedes 
Gas in dem ganzen {Raum der Mischung gleichmässig ausgebreitet 
und verhält sich so, als ob es in dem Räume allein vorhanden wäre, 
vorausgesetzt, dass keine chemische Wirkung stattfindet. Dieses Gesetz 
hat Dalton 1801 aufgestellt. Dasselbe wird leicht aus dem Gas- 
spannungsgesetze, als Arbeitswei-t oder Volumenergie aufgefasst, ge- 
wonnen. Haben einzelne (Jase die Volumen v^, v^, v^ und die Drücke 
Pi,P2,P$, uiid hat die Mischung das Volumen V und den Druck P, 
so ist, da Arbeitsleistung von äusseren und inneren Kräften aus- 
geschlossen ist, der Arbeitswert der Mischung gleich der Summe 
der Arbeitswerte der einzelnen Gase, also 

P. V = p^v^ +2h^2 +i^3 da- 
sind die Volumen gleich geworden, nämlich v^ = V2 = v^= F, so folgt 

P=Pi +P2+Pz> 
der mathematische Ausdruck für das Dalton'sche Gesetz. 

Es ist aber auch nach E. Dühring für das Gleichgewicht die 
Bedingung berechtigt, dass die Drücke der einzelnen Gase in der 
Mischung einander gleich seien, dass also Pi=P2=Pz = P'-, dann folgt 

1) Violle, Lehrb. Deutsche Ausgabe. 11. S. 869. 
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der Satz: das Volumen der Mischung ist der Siunme der Volumen 
der einzelnen Mischungsbestandtheile gleich. 

Die angegebenen Gesetze der Gasmischungen gelten nur unter 
denselben Bedingungen wie das Boyle'sche Gesetz. — 

Gase können auch von flüssigen und festen Körpern auf- 
genommen, absorbiert werden. Die Aufnahme in einer Flüssigkeit 
wird auch Auflösung genannt. Dieselbe geht nach folgendem Gesetz 
vor sich, das von Henry (1802) herrührt: 

In der Lösung eines Gases, welche sich bei einer gegebenen 
Temperatur im Gleichgewichte befindet, besteht ein constantes Ver- 
hältnis zwischen dem Drucke des gelösten und dem des äusseren 
Gases. Dieses constante Verhältnis heisst der Absorptionscoeffi- 
cient des Gases f&r die betreffende Flüs.sigkeit. 

Ein Gesetz für die Berechnung dieses CoefBcienten ß ergibt sich 
aus dem (xasspannungsgesetze^ beziehungsweise aus dem Gesetze der 
Ghusmischungen. Henry und Bunsen bestimmten das Volumen v und 
den Druck p eines Gases, gaben dann in den Gasraum die Flüssigkeit 
und forderten durch Schütteln die Auflösung des Gases. Der Gas- 
druck des ungelösten Gases ist dann nach Henry's Versuch unver- 
ändert gleich Py das Volumen tj, der Druck des gelösten Gases ßp 
und das Volumen v^. Nach dem Gasmischungsgesetz ist 

p • V = p ' t\ -\- ß p- Vi 
und daraus 

P = 



^'t 



Diesem Ausdrucke entsprechend wird der Absorptionscoefficient 
auch als das constante Verhältnis zwischen dem Volumen des gelösten 
Ghises und dem Volumen der absorbierenden Flüssigkeit erklärt. Der- 
selbe hängt ab von der Natur der Flüssigkeit, der Natur des Gases 
und von der Temperatur. 

Die AbsorptionscoefBcienten einiger Gase in Wasser bei ver- 
schiedenen Temperaturen ("nach Bunsen 1857 j sind: 

Wasserstoff Stickstoff Sauerstoff Kohlensäure Ammoniak 

0«C. 0-0193 0-0204 00411 1-7967 1050 

10« C. 0-0193 00161 ^^-0325 11847 813 

20^ C. 00193 00140 00284 0*9014 654 

Absorbierte Gase sind enthalten in Mineralwässern, Säuerlingen, 
moussierenden Getränken; bei Verminderung des äusseren Druckes oder 
bei Erwärmung .entweicht ein Theil der absorbierten Kohlensäure und 
veranlasst das Schäumen. Beim Döbereiner sehen Feuerzeug wird 
durch die Arbeit der Volumverminderung des vom Platinschwamm 
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absorbierten WasserstoflFes so viel Wärme erzeugt, dass sich der 
Wasserstoff entzündet. Hygroskopische Stoffe (Haare, Fischbein, 
Salze etc.) absorbieren den Wasserdampf der Luft; manche Salze und 
Steine thun dies bei feuchtem Wetter in solchem Masse, dass sich 
der Wasserdampf condensiert und die Salze gelöst werden. Bei Gra- 
hams Versuchen absorbierte Palladium das lOOOfache Volumen Wasser- 
stoff; dabei wird dieses Gas wahrscheinbch flüssig, ja sogar fest; 
denn auch im Vacuum entweicht es nicht. In diesem Zustande be- 
sitzt der Wasserstoff das specifische Gewicht 08, welches ebenfalls 
auf den festen Zustand hindeutet. Graham nennt diesen Wasserstoff 
Hydrogenium. Um solchen zu erzeugen, sollen nach Böttger (1874) 
auch Kobalt, Nickel und Zinn geeignet sein. 



V. Warme. 

§ 70. Wärmeersclieinimgen. Wenn wir zur Winterszeit im Freien 
mit Eis, Wasser, Steinen, Luft u. a. Körpern in Berührung kommen, 
so erscheinen uns alle diese Gegenstände kalt; im Sommer erschei- 
nen uns das Flusswasser, der Regen, die Luft kühl oder auch lau, 
und Steine, welche die Sonne beschien, und Wasser, das am Feuer 
stand, rufen in uns Gefühle hervor, die wir als warm, beziehungs- 
weise als heiss bezeichnen. Wir nennen die angegebenen Empfin- 
dungen„Wärmeempfindungen" und die Ursache derselben „Wärme". 
Dabei nehmen wir an, dass jeder Körper eine bestimmte Wärmemenge 
besitzt, die um so grösser ist, je wärmer uns der Körper erscheint. 

Es war zu allen Zeiten bekannt, dass die Wärme auf alle Körper 
eine mächtige Wirkung ausübt: Durch Berührung mit Feuer wird 
jeder Körper heiss, die Strahlen der Sonne erwärmen die Körper, sie 
schmelzen auch den Schnee; erhitztes Wasser verdampft und durch 
Abkühlung wird der Dampf wieder in Wasser verwandelt. Die be- 
kannten Wärmewirkimgen wurden auch seit den ältesten Zeiten in 
Anwendung gebracht, so z. B. zur Bereitung der Speisen, zum Formen 
von WaflFen, Werkzeugen und Gefässen; um sich vor Hitze und E^lte 
zu schützen, benützte man schlechte Wärmeleiter wie Holz und 
Stroh für den Bau der Hütten und Pelze für Kleider; da Metalle 
gute Wärmeleiter sind, indem sie sich im Feuer rasch erhitzen, 
so wurden an Feuerwerkzeugen zum Schutze der Hände Handgriffe 
aus Holz verfertigt. Ebenso wurde die Wärmestrahlung der Sonne 
benützt zum Trocknen der Kleider und des Getreides, zum Reifen der 
Früchte u. s. w. Es sind also die Erscheinungen der Erwärmung 
durch Leitung und Strahlung und die Änderung des Aggregat- 
zustandes längst allgemein bekannt. 

Ein genauer Einblick in die Erscheinungen der Wärme und eine 
solche Verwendung, wie sie diese Kraft heute in der Technik findet, 
war aber solange nicht möglich, als die Wärmezustände der Körper 
nach der menschlichen Empfindung beurtheilt wurden; denn diese ist 
ein ganz unverlässlicher Massstab: Im Winter erscheint uns die Luft 
im Vorhause kalt, wenn wir aus dem warmen Zimmer kommen, 
dagegen warm, wenn wir vorher einen Schneesturm empfunden haben; 
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Zwecke der BüscimiiraE^ ^2«s Winsiaascuai» aadtte der Araber 
Alkhazini 112)>>^ mh «rä«' «Wag-«^ ier W^£$keif. icdan er das 
sfüfüsAt Gewkckt des Waseen im WEctisr isd im Sommer be- 
iitniniit« : ^r fazuL da» da§ Wasser dsrek d£e Wanee spscifisck Idchter, 
abo tMSifpAhst werde. ixzmI sik aoek seme MeaRzse ^ eise genaue 
Bestimmonj; des Wannezastandes des Waasen an ' . Verwendbarer 
war das Thermo^ko^ ron Galilei 1597. Daaselbe bestand ans 
einer Glasrohre, an welcher eine Kogel angeblasen war: die Loft in 
dem Gefaftse war darch einen rersehiebbaren Waseertropfen abgesperrt. 
Wird ein »olurheüi Thermo^kop mit einem anderen Körper in Beruh- 
rang gebnu^ht, so dehnt sieh die Loft ans oder zieht sich zusammen^ 
jenü^hdem sie Wärme aafeimmt oder abgibt. Nach einiger Zeit wird 
das Volrimen ez/nstant, der Warmeznstand wird nicht mehr geändert; 
es wird also angenommen ^ dass das Thermoskop und der dasselbe 
\H^rfi\irt^Ah Korper f^eiche Warmezostande besitzen. Das Instniment 
kann unr Ahxn dienen^ die Änderungen des Warmeznstandes za 
#rrk/?nn^?Ti; zu einer genauen Messnng ist es nicht geeignet, weil anch 
f>Mft/lnj/'kdifrerenzen mitwirken, die sich von der Warmewirkung nicht 
tiuUrrmthf'/uUfn lass^^n. 

Uifi Florentiner Akademie construierte (1657 und 1667) 
Tharwomhiar in der P'orm von Glasrohren, die luftleer gepumpt, 
iht''i\wfUH4! mit Weingeist gef&llt, vollständig geschlossen und mit einer 
fCinthf;iltjng versehen waren. Die Fiipunkte waren aber unzuveriassig; 
man benfitzte 7m deren Bestimmung die grosste Winterkälte und die 
(fr^firnUi Honnenhitze in Florenz. Der Abstand beider Punkte war in 
12 Theile oder Grade getheilt. 

Newton verwendete als thermometrische Substanz Leinöl und 
als Fixpiinkte den Stand der Flüssigkeit, wenn das Thermometer von 
sdimelz^jndem Eise umgeben war, und den Stand, wenn die Thermo- 
meierkugel im Munde oder unter dem Arm eines gesunden Menschen 
gehalten wurde; der erstere Punkt wurde mit „0" bezeichnet, der 
AbMtHnd iM'ider Punkte in 12 Theile oder Grade getheilt und die Ein- 

1) Hiebe Koteiiberger*! Geschichte d. Phys. 
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theihing nach oben nntt unten fortgesetzt^). Die Anzahl der Grade, 
welche alsdann das Thermometer bei Bertihrung mit einem anderen 
Körper angibt, heisst die Temperatur dieses Körpers. Dieselbe 
gibt also den bestimmten Grad eines Wärmeanstandes, gemessen 
durch das Volumen der thermometrischen Substanz in einem eigenen 
Masse, an. 

Newtons Fortschritt wurde aber nicht allgemein beachtet. Erst 
durch Fahrenheit (1724) wurde das richtige Conatructionaprincip 
zur Geltung gebracht. Dieser verfertigte erst Weingeiatthermometer 
und dann auch, angeregt durch Amontons Untersuchungen über die 
Ausdehnung des Quecksilbers, Quecksilberthermometer. Als Null- 
punkt wählte er die Temperatur der grössten Kälte im strengen 
Winter 1709. benützte femer eine Mischung von Wasser und Eis, 
bestimmte den Eit^punkt und bezeichnete denselben als 32. Tem 
peratnrgrod. Nach dieser Eintbeilung siedet das Wasser bei 212°. 

Der Abstand vom Eis- bis zum Siedepunkte wird als Funda- 
mentalabstand betrachtet; Reaumur bezeichnete (1730) den Eis- 
punkt mit 0" und den Siedepunkt mit SO"; Celsius ftthrte (1742) 
die hunderttheilige Scala ein, indem er den Eispunkt mit 0° und den 
Siedepunkt mit 100" bezeichnete. 

Gegenüber dem Quectsilberthermometer hoben Dulong und Petit 
(1812) die Vorzüge des Luftthermometers hervor und Hegiiault stellte 
dieselben (1847) für präcise wissenschaftliche Messungen voUenda klar. 
Für Temperaturen zwischen dem Eis- und Siedepunkte sind die An- 
gaben des Quecksilber- und Luftthermometers nur sehr wenig von- 
einander Terschieden, aber das Geltungsgebiet des letzteren ist ein 
Tiel grösseres ala das des ersteren. 

b) Mit Hilfe des Thermometers, das die Temperatur der Körper 
zu messen gestattet, vermag man nun auch die Ausdehnung der 
Körper genau zu untersuchen. Lavoisier und Laplace (1778) be- 
stimmten die Verlängenmg eines festen Körpers in Stabform mittelst 
des Fühlhebels, dessen Drehung leicht abgelesen und zur Berechnung 
der Verlängerung benützt werden konnte. Mattbiessen benützte den 
Auftrieb im Wasser, um die Volumsänderung erwärmter Metalle und 
Legierungen zu bestimmen, und den Auftrieb, den geschliffene Glas- 
etDcke in mehr oder minder erwärmten Flüssigkeiten erfahren, um 
die Ausdehnung der Flüssigkeiten zu ermitteln. 

Gaj-Lussac verwendete das sogenannte Gewichtsthermometer zur 
Erforschung der Ausdehnung der Flüssigkeiten; er bestimmte das 
Gewicht der Flüssigkeit in einem Glasgefässe, erwärmte sodann, ent- 
fernte die Flüs.sigkeit, die sich über den früheren Stand erhob und 
Ä wog wieder ab. Aus den Gewichten der kalten und erwärmten Fiüs- 
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sigkeit konnte die Ausdelmung berechnet werden. Die Methode 
ungenau, wegen dea Einflusses der gleichzeitigen Volumsveräudf 
des Gefässes. 

Dulong und Petit (1816) benutzten für Flüssigkeiten das 
der com mu nie irrenden Gefässe. — 

Zur Bestimmung der Ausdehnung der Gase gebrauchte Gay- 
Lussac ein Dilatometer, eine Köhre mit angeblasener Kugel, in der 
sich trockene Luft befand, die durch einen Quecksilbertropfen in der 
Röhre abgesperrt war. Die RÖlire war eingetheilt, das Verhältnis 
der einzelnen Scalentheile zum Volumen der Kugel war bestimmt. 
Die Kugel wurde neben einem Thermometer ins Wasser getaui " 
und das Wasser erwärmt; aus der Stellung des Quecksilbertropfe 
ergab sich die Ausdehnung der Luft. Verbeaaerungen dieses V( 
fahrens wurden von Magnus, Regnault n. a. angegeben. 

Um eine Beziehung zwischen der Temperatur- und Volumsände- 
rung aufzustellen, benätzt man den Begriff dea Äusdehnungacoef- 
ficienten. Der lineare Ansdehnungscoefficieut ist die Verlängerung 
der Längeneinheit eiuea Stabes bei der Temperaturerhöhung um 1°; 
wird derselbe mit « bezeichnet, so ist die ganze Verlängerung eines 
Stabes von der Länge l gleich a-l. Wird die Temperatur um (" er- 
höht und bleibt tt constant, so ist die Verlängerung l ■ a ■ t, also die 
Länge des Stabes nach der Erwärmung um C* 

Die angegebenen Versuchamethoden gestatten, l,, l und t zu messen 
und darnach a zu berechnen. Die Resultate zeigen, dasa, wenn t auf 
den Eispunkt bezogen wird, die Metalle zwischen dem Eis- und Sied»< 
punkt einen oonstanten Aiisdehnungscoefficienten a besitzen, dasa *~ 
sich also regelmässig ausdehnen. 

Einige lineare Ausdebnungscoeflicienten in Millionteln der Länge 
sind: QuecksUber 61, Silber 20, Kupfer 17, Gold 15, Eisen 12, 
Stahl 11, Platin 9, Glas 8, Holz 3. — Quecksilber dehnt sich zwischen 
— 20" und 200" C. ziemlich gleichraäsaig aus. 

Der cubische Ausdehnungscoefficient gibt die VergrÖsserung der 
Volumseinheit bei der Erwärmung um einen Temperaturgrad an. Er 
steht mit dem linearen Ausdehnungscoefficienten in einer einfachen 
Beziehung, die gewonnen werden kann, wenn man z, B. die Volums- 
ver^öaserung eines Würfels aus den Kantenlängen l^ bei der Tem- 
peratur von 0*0. für den Fall einer Temperaturerhöhung um f be- 
rechnet; man erhält so 

«,-[i,(l+.()]'-».(l+3.1)- 
Bei Vernachlässigung höherer Potenzen von a ist daher der cubiB 
Ausdehnungscoefficient das Dreifache des linearen. Einige cubise 
Ausdehnungscoefficienten sind in Millionteln: für Äther ca. 15^ 
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Weingeist 1000, Olivenöl 800, Schwefelsäure 600, Wasser 500, Queck- 
silber 180. Mit Auanalime des Quecksilbers ilebnen sich die Flüssig- 
keiten un regelmässiger aus iils die Metalle; ihre Ausdehnung ist bei 
höherer TemperRtur grösser. 

Ein gftnz abweichendes Verhalten zeigt das Wasser zwischen 0" 
und 4" C, indem es sich hier bei der Erwännung zusammenzieht und 
bei der Abkühlung ausdehnt, Ist sein Volumen bei 0" ^ 1 , so ist 
dasselbe nach Kopp bei 4" = 0'{)99875, bei 10" = 1-0(10124, bei 
20"= l-0015tJ7 und bei 100"= 1*042986, woraus die unregehnässige 
Volumsünderung zu entnehmen ist '}, Während des Eretarrens dehnt 
sich das Wasser noch weiter ans. Boyle hat diese Erscheinung bereits 
gekannt; er erwies sie durch Sprengen von tlintenlanfen. Das ab- 
weichende Verhalten des Wassers in Bezug auf die Volumsändening 
zwischen 0" und 4" C. ist im Haushalte der Natur von grosser Be- 
deutung. (Eisbildung an der Oberfläche, das Sprengen der Felsen 
beim Gefrieren u. s. w.) 

Der Auadehnungscoefflcieni der verschiedenen Gase, die entsprechend 
weit von ihren Condensationsp unkten entfernt sind, ist nach Unter- 
suchungen von Charles (1787), Dalton (1801), Gaj-Luasac (1H02) 
und nach genaueren Arbeiten von K^nsult, Rudberg, Magnus und 
Jolly sehr nahe gleich 1/273 oder 0"00367, bezogen auf das Volumen 
bei 0" C. 

c) Das Charles-Boyle'äche Gesetz, auch das Mariotte-Gay- 
Luasac'sche Gesetz genannt. Die Gesetze der Zusammendrückung und 
der Ausdehnung der Gase lassen sich zu einem einzigen Gesetze vei^ 
binden. Wir gelangen zu dem mathematischen Ausdrucke dafür, 
; wenn wir die einzelnen Gesetze für folgende Zustandsänderungen 
< eines Gases anwenden: Es werde die Luft, deron Volumen ü^ sei, 
von 0" auf (" C erwärmt und dann zusammengedrückt, so dass der 
Druck von p,, auf j; erhobt und das Volumen auf v gebracht werden. 
Für die Erwärmung gilt die Gleichung 

tmd fQi' die Zusammendrückung nach Boyle 



Aus beiden Gleichungen folgt 
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I das vereinigte Charles- Boyle'acbe Gesetz. 

Aus dem Gesetze ergibt sich ohne weiteres der „Spannungs- 
[ coefficent" der Gnse. Bleibt nämlich das Gasvolumen ungeändert, 
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ist also V = v^y und wird die Temperatur Yon 0® auf t^ erhöht^ so 
wird 

P=Poi^ +«0- 
Hierin hat a die Bedeutung des Spannungscoefficienten; der Wert 
desselben ist gleich dem des Ausdehnungscoefficienten. 

Vielfache Anwendung findet das Charles -Boyle'sche Gesetz zur 
Reduction der Gasvolumen auf 0® C. und den Normaldruck ron 
760 mm Barometerstand, femer zur Berechnung von Ghtsgewichten. 

Anfjg;. L Wie viel Meter beträgt der Längenunterschied einer bei 
0® C. a = 19 Meilen (zu 7500 m) langen SchieneDstrecke zwischen 
— 17® und + 31® C. ? Der Ausdehnungscoefficient des Eisens a = 1 2 • lO""* 
Wie viel Spielraum muss zwischen den einzelnen Schienen gelassen wer- 
den, wenn auf jede Meile b = 1600 Zwischenräume kommen? — 
(d = a • 7600 • 48a = 8208 m; x = d/ah = 2*7 mm). 2. Eine Silber- 
stange hat bei 0® C. eine Länge von l^ = 1000 mm und bei t^ = 100® C. 
von Zj = 1002 mm, ist aber bei der Rothglühhitze 1^ = 101 1'6 mm lang. 
Wie gross ist die Temperatur des rothglühenden Silbers? — (580®.) 

3. Zwei um l = 10 m von einander entfernte Wände sind um d = 0'06m 
auseinander gewichen; man will sie durch Zusanmienziehung eines heissen 
Eisenankers wieder zurückfuhren. Auf welche Temperatur muss die Eisen- 
stange vor der Verankerung erhitzt werden? c = 12 • 10""*. — (ÖOO®.) 

4. Ein eisernes Pendel von l = 994t mm Länge schwingt bei ^ = 77® JP 
Secunden. Wieviel wird die durch das Pendel regulierte Uhr in 24 Stun- 
den gewinnen, wenn die Temperatur auf ^i = — 12® R. sinkt? Für 
1® C. ist a = 12 • 10- ^ — (20*736 See.) 5. Es ist in der Gestalt eines 
Rostes ein Secunden-Compensationspendel aus Messing und Stahl anzufer- 
tigen. Wieviel Centimeter von jedem der beiden Metalle hat der Mecha- 
niker zu nehmen, wenn von 0® bis 100® Stahl um c = 1/800 und Mes- 
sing um ß = 1/500 seiner Länge sich ausdehnt? (Ist die Länge des 
Messingstabes, auf einer Hälfte des Rostes gemessen^ M und jene des 
Stahles 5, so ist S—M= ajit^ und Scc = Mß^ wonach 6'= 265*056 cm 
und M = 165*66 cm.) 6. Bei einer Temperatur ^ = 12® C. und einem 
Barometerstande h = ISO mm ist ein Volumen atmosphärischer Luft 
F = 7*5 cm^. Wie gross ist das auf 0® C. und h'= 760 rnm reducierte 
Volumen? Wieviel wiegt dasselbe, wenn 773 cm* unter dem Drucke 
h'= 760 mm und bei 0® C. 1 g wiegen? — (F'= 6*9007 cm'; 
f = 0*00893 g.) 7. Wie viel Milligramm wiegt ein Liter Luft bei einem 
Barometerstande 6 = 608 mm und einer Temperatur f=30®C., wenn 
das spec. Gewicht der Luft bei 760 mm Barometerstand und 0® C. 
/-= 0*0012936 ist? — (932*42 mg.) 8. Ein Luftpyrometer aus Platin 
habe bei 0® C. das Volumen F = 20 cm*; dasselbe nehme nach der 
Erhitzung und dem darauf folgenden Abkühlen in eiskaltem Wasser 
Fj = 16 cm' Wasser auf. Wie hoch war die Temperatur, wenn der 
lineare Ausdehnungscoefficient a = 88-10~', der cubische A.-C. der Luft 
ß = 0003665 beträgt? — (Aus (F— Fi)(l + |30 = F(l + af) folgt 
<= 1132®.) 9. Es soll der bei ^ = 20® C. beobachtete Barometerstand 
b =— 764*4 nmi auf 0® C. reduciert werden. Dabei soll berücksichtigt 
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f werden, dass die Mesatngscala für 0" C. richtig ist. Der lineare Ä,-C, des 
rSIessiags sei a ^ 192 - 10~', der cubische A.-C. des Quecksilbers 
[jJ= 18153 10-«. — 

((,„ = b(l + ttt\Hl + ßl) = ft[l ^ (p — a)l] = 761-92 mm.) 
I 10. Um die Ausdehnung des Wassers zu flndea, bat raaa ein Glasrohr 
F mit fein ausgezogener Spitze mit Wasser gefüllt und das Gewicht dieser 
I "Wassermeuge bei O" V. zu q = 167 g gefunden. Durch Erwärmen bis 
za t^ 100" C. waren rf = G g ausgetreten. Wie gross ist die Ausdehnung 
des Wassers von O" bis 100" C? Der lineare A,-C. des Glases ist 
a=86.10-'. — (Aus ig — J) (1 -(-^)/(l +3«/) = 9 folgt :t = 0-0424.) 
11. Man bat den Gewichtsverlust eines festen KUrpers, welchen man in 
eine Flüssigkeit von O" C. brachte, q ^ 50 g gefunden; der Gewichtsver- 
lust desselben Körpei-s in dei-selben Flüssigkeit betrug bei t ^ 20" 
q'= 49*26 g. Der cubische A.-C. des festen Körpers ist a = 0-00008. 
Wie gross ist der cubische Ausdehnungscoef fiele nt der Flüssigkeit? — 
I (0-000832.) [Budde.] 

~lß. WärmemeBBang. Galorie. Schon die einfacbste Über- 
^ legung zeigt, dass die Temperatur nicht die Wärmemenge eine« 
[ Körpers unmittelbar angeben kann; denn es ist ohneweiters klar, 
r daas zwei Körper von gleichem Stoffe, z. B. 1 kg und 100 kg Woaaer, 
I SU einer Temperaturerhöhung um 10" unmöglich auch gleiche Wärrae- 
tmengen erfordern — die Wärme mag irgend etwas noch ganz Un- 
I bestimmtes sein. 10 kg des schwereren Körpers enthalten offenbar 
PSchon so viel Wärme als der ganze erstere, 10 kg schwere Körper, 
lirena beide Körper gleiche Temperatur besitzen; und zur Erwärmung 
' traacht der schwerere Körper mehr Wärme als der leichtere. 

Black (17öO) und Wilcke (1762) haben die Mischungamethode 

angewandt, um die Wärmemenge zu messen'). Nach derselben mischt 

man z. B. 1 kg Wasser von lO'U. mit 1 kg Wasser von 30° C. und erhält, 

[ irie das Thermometer zeigt, eine Mischung von 20" C. Da» erstere Wasser 

I gewinnt, das letztere verliert 10" C. Mischt man 3 kg Wasser von 10" C. 

land 1 kg Wasser von 30" C, so erhält man eine Mischung von 15" U. 

I Sabei wird die Temperatur der 3 kg Wasser um n" C. erhöht und jene 

1 1 kg Wasser um 15" C, erniedrigt. Bei dem Versuche kommt daher 

r jedes Kilogramm Wasaer zur Geltung. Man wählt nun jene Wärme- 

Imenge als Wärmeeinheit oder Calorie, welche 1 kg Wasser um 

" * C. «u erwärmen vermag, oder die 1 kg Wasser bei der Abkühlang 

[D 1"0. abgibt. Der angedeutete Versucb ergibt, dass das eine 

■Wasser 3x5^15 Cal, Wärme aufgenommen und das andere Wasser 

^1 X 15 ^ 15 Cal. Wärme abgegeben hat. Die Wärmeeinheit, welche 

. auf 1 kg Wasser bezieht, heisst aucb kg Cal. zum Unterschiede 

der g-Cal., die auf 1 g bezogen wird. Bei sehr genauen Mea- 
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sungen benützt man als Wärmeeinheit jene Wärmemenge, welche 
1 kg Wasser von 0^ auf 1^ C. erwärmt, oder nach Bunsen die 
mittlere Calorie, d. i. den 100. Theil der Wärme, welche 1 kg 
Wasser von 0^ auf 100® C. zu erwärmen imstande ist. 

Etwas anders wie bei gleichen Stoffen gestalten sich die Mischungs- 
resultate bei Anwendung verschiedener Stoffe. Werden 1 kg Wasser 
von 31® C. und 1 kg Eisenfeilspäne von 20® C. zusammengemischt, 
so zeigt schliesslich die Mischung 30® C. ; das Wasser hat eine Wärme- 
einheit den Eisenfeilspänen abgegeben, und diese wurden um 10® C. 
erwärmt. 1 kg Eisen braucht daher nur ungefähr Ol Cal. zur Tem- 
peraturerhöhung um 1® C. Die Wärmemenge, die erforderlich ist, 
um die Temperatur von 1 kg irgend eiües Stoffes um 1® C. zu er- 
höhen, heisst die specifische Wärme dieses Stoffes. 

Bestimmungen der . specifischen Wärme nach der angegebenen 
Mischungsmethode haben bereits Black und Wilcke ausgeführt. Dar- 
nach lässt sich die specifische Wärme C eines Körpers folgender- 
massen ermitteln: Ist das Körpergewicht Q, dessen Temperatur T, 
femer das Wassergewicht im Calorimeter g, die Temperatur des 
Wassers anfangs t und nach dem Temperaturausgleiche beider Stoffe 
T', so ist die von dem Körper abgegebene und vom Wasser aufge- 
nommene Wärme 

C'Q{T—T') = q{r—t) 

und daraus die spec. Wärme 

Lavoisier und Laplace (1780) benützten zur Messung der 
Wärmemenge die Eisschmelzmethode. Dabei wird als Wärme- 
einheit jene Wärme angenommen, welche 1 kg Eis von 0® C. in 
1 kg Wasser von 0® C. zu verwandeln imstande ist; die Anzahl der 
geschmolzenen Kilogranmie Eis gibt auch die Zahl der Wärmeein- 
heiten an. Eine Reduction dieser Wärmemenge auf Calorien wird 
leicht durch Multiplication mit 80 durchgeführt, indem 80 Cal. Wärme 
zum Schmelzen von 1 kg Eis erforderlich sind. 

Die specifischen Wärmen für einige Körper zwischen 0® und 
100® C. nach Dulong, Petit und Regnault sind: Eisen 01098, Kupfer 
00949, Quecksilber 00330, Alkohol 0*602, Äther 0521, Schwefel- 
kohlenstoff 0-218. 

Dulong und Petit (1818) bemerkten, dass das Product aus der 
8()ocifischen Wärme und dem Atomgewichte für alle festen Grund- 
»toffo (mit Ausnahme des Kohlenstoffs) ungefähr eine und dieselbe 
/«nhl, im Durchschnitt 6*4 ist. 

Um die specifische Wärme der Gase zu bestinmien, wird 
um^h Dolaroche und Berard (1813) eine Gasmasse vom Gewichte q in 
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jeder Minute durcli ein Schlangenrohr eines Ölbades geleitet, 
cht-m d«s Gas auf die Temperatur t*' gebracht wird, sodauu durch ein 
Sühlangenrohr eines Kühlgefässes, in welchem es auf /'" abgekühlt 
wird. Wurde das Kühlwasser vom Gewichte Q um i" erwärmt, ao 
ist die vum Gase abgegebene Wärme 

»ml die spec. Wärme 

Ilegnault fand mittelst sehr sorgfältiger Versuche für Luft 0'2374l, 
für Sauerstoff 0-21751, für Wasserstoff 3-4090 und für Stickstoff 
0-2438. 

Von der so gefundenen specifiaeheu Warme Cp bei con- 
stantem Drncke nnterseheidet sich die spet-ifische Wärme c, 
bei constantem Volumen. Um das Verhältnis beider specitiscfaen 
Wärmen zu finden, erwärmt man z. B. 1 kg Luft um 1" bei einem 
bestimmten äusseren Drucke; die zugeführte Wärme ist Cp-t. Bei der 
Temperaturerhöhung hat das Gasvolumen um avt zugenommen. Bringt 
man nun rasch durch erhöhten Druck die Luft auf ihr ursprüngliches 
Volumen, so erwärmt sie sich noch um t"; der Wärmegewinn hierbei 
: c, ■ T. Dieselbe Wärme, die beim Zusammendrücken des Gases 
gewonnen wurde, wurde hei der früheren Atisdehnung verbraucht, 
und es folgt, daas die Wärme Cp . t das Gas um die Temperatur 
(i -f- r) zu erwärmen vermöchte, wenn keine Ausdehnung stattfände; 
daher ist Cp .t ^ c,(t-\- r). Die Temperaturerhöhung r wurde von 
Clement und Desormes (181'J) mittelst eigener Apparate nach genauer 
Bestimmung der wirkenden Drücke aus der Gleichung ji ^^j^d -f- ut) 
berechnet. Für das Verhältnis der beiden epeciiischen Wärmen landen 
die genannten Forscher 

^=. 1-357. 

Neuere Rechntmgen ergaben 1-410. 

Aufg. 1. 1/^ 80 g Quecksilber von I = 98*C. wurden in 3,^H2g 
Wasser von '| = lO" L'. gegossen. Nach Ausgleichung der Temperatur 
ergab sieb dieselbe zu T = i.2° C Wie gro.ss ist biemacb die spec. 
Warme des Quecksilbers? (0032558.) 2. Welche Temperatur erhält 
man, wenn man g ^ 10 kg Quecksilber von / ^ 22-3" mit ¥i ^ 8 kg 
Wasser von (^ = 100"* C. mischt? Spec. Wärme des Hg ist 0-ü33. — 
(^6-93" C.) 8. Man mischt 5 = 325 g Schwefelkohlenstoff von I = lÖ^C. 
mit <}y = 400 g Wasser von /, ^ 20" C. und erhalt eine Mischnngstem- 
peratur von T^ IflT'C, Wie gross ist die spec. Warme des Schwefel- 
kohlenstoffes? (0*217,) 4. Eine glühende Platinkugel, die g = 20B-5 g 
iegt, wird in (/, = 18iP7 g Wasser geworfen, das ', = lO'S" t', warm 
ist. Die spec. Warme des Platins ist c = 00398. Wie hoch ist die 
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Temperatur der Platinkugel, wenn das Wasser auf T= 16^ C. erwärmt 
wird? (1273^) 5. In einem Eiskalorimeter werden q = 035 kg Eis 
von ^1 = 3 kg Kupfer, dessen Temperatur / = 95® C. ist, geschmolzen. 
Wie gross ist die spec. Wärme des Kupfers? (0-098248.) 6. Welche 
Wärmemenge ist erforderlich, um die Luft in einem Zimmer, welches 
/ = 5 m lang, 6 = 4 m breit und Ä = 4 m hoch ist, von 0® auf 17® C. 
zu erwärmen, wenn die Luft 773 mal leichter als Wasser und ihre spec. 
Wärme c = 0*2375 ist? (41785 Cal.) [Budde.] 

§ 72. Hypothesen iiber das Wesen der Wärme, a) Aristoteles 
sah die Wärme als eine elementare Qualität an, die vor allem dem 
Feuer, aber mit diesem auch allen Körpern eigen sei, und Demokrit 
nahm an, dass sie in der Bewegung der Körperatome ihren Grund 
habe. Beide Ansichten in mehr oder minder veränderter Form fanden 
zu allen Zeiten ihre Anhänger. Auch seitdem die Theorien auf ge- 
naue Beobachtungen gestützt werden, war zeitweise die eine, dann 
wieder die andere Ansicht vorherrschend. Im 18. Jahrhundert, als 
Black und Wilcke die Versuche über die specifische Wärme und über 
die Schmelz- und Verdampfungswärme angestellt hatten, als man er- 
kannte, dass die aus einem Körper austretende Wärmemenge voll- 
ständig in einen anderen übergeht, und dass sie in diesem „frei" 
oder „gebunden (latent)" bis zum Wiederaustritt verbleibt, gewann 
die Stofftheorie das Übergewicht. Dem angenommenen Wärme- 
stoffe wurden alle der Wärme zukommenden Eigenschaften, nament- 
lich Ausdehnsamkeit, zugeschrieben. 

Schon vorher hatten Boyle und Baco die Wärme als eine aus- 
dehnende Bewegung der Körperatome und Newton als Schwingungen 
des zwischen den Körperatomen vorhandenen Äthers erklärt. Diese 
Bewegungshypothesen vermochten damals nicht mehr zu leisten als 
die Stoff theorie. Auch die bei der Reibung und Pressung der Körper 
entwickelte Wärme wurde von der letzteren aus einer entsprechenden 
Vertheilung des Wärmestoffes in den verschiedenen Körpern erklärt; 
es sollte durch Ausquetschen Wärmestoff von einem Körper zum 
anderen übergeführt werden. — Erst die folgenden Versuche unter- 
stützten wesentlich die mechanische Theorie. 

Rumford (1798) liess in der Kanonenbohranstalt zu München 
einen stumpfen Bohrer mit einem Drucke von 10000 Pfund auf den 
Boden einer fertigen Kanone drücken und dann durch Pferde unge- 
fähr 32mal in der Minute um seine Achse drehen. Die Kanone 
stand in einem Holzkasten, welcher 26*6 Pfund Wasser enthielt. 
Nach 2^/^ Stunden war das Wasser bis zum Siedepunkt erhitzt. Der 
Versuch zeigte deutlich, dass keine Wärme von einem Körper zum 
anderen übergegangen sei. Rumford zog den Schluss, dass die Be- 
wegung des Bohrers den Metalltheilchen mitgetheilt worden sei und 
so die Erscheinung der Wärme hervorbrächte. Er schätzte auch die 
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[ geleistete Arbeit, welche der Entwickeliing eint-r Wärmeeinheit ent- 
spricht. 

Davy (1799) zeigte, dass bei der Reibung beide geriebenen 
Körperwärme gewinnen; er brachte nämlich unter der Glocke einer 
Luftpumpe, die durch eine Kältemischung unter 0" C abgekühlt war, 
durch Reibung /.wei Eisatücke zum Schmelzen. 

Von grosser Wichtigkeit waren die Versuche Mellonis (1S35), 
durch welche er die Theorie der strahlenden Wärme begründete. 
Melloni wies nach, dass die Wärmestrahlen sich ebenso fortpflanzen, 
ebenso retlectiert, gebrochen und absorbiert werden wie die Licht- 
strahlen, und folgerte, dass Licht- und Wärmestrahlen ihrem Wesen 
nach einerlei seien. Zur Zeit Mellonis war die Wellenthcorie des 
Lichtes von Huygens bereits tiilgemein anerkannt, und daher musste 
j- angenommen werden, dass auch der Wärmez itstitnd ein Beweguu|^ 
zustand sei. Die Anschauung fand in dem immer allgemeiner werden- 
den Gebrauche der Damptinaschine eine wesentliche Unterstützung, 
indem bei derselben die Vensandlung von Wärme in mechanische 
Arbeit deutlich zutage tritt. 

Eine entscheidende Wendung in den Ansichten über die Natur 

der Wärme trut aber erst mit der Anerkennung des Principe» der 

\ Erhaltung der Energie ein, das zuerst der deutsche Arzt Robert Mayer 

I (1842) allgemein aussprach und dessen Geltung für die Wärmelehre 

damit begründet«, dass er durch einen Oompressionsversiich mit der 

I Luft die Umwandlung jeder Arbeitaeinbeit in eine äquivalente Wärme- 

r menge siffermässig nachwies'); der Versuch soll im folgenden Para- 

I graphen dazu verwendet werden, um das mechanische Äquivalent der 

Wärmeeinheit zu berechnen. 

Nach Mayer haben Jonle, Hirn u. a. genauere Beetimmungeu 
des mechsDiachen Wärmeäqnivalentes vorgenommen. Im Jahre 1843 
fand Joule, dass beim Durchgang des Wassers durch enge Rühren 
Wanne erzeugt wird; später liess er in einer Wassermasse ein Schaufel- 
rad durch ein fallendes Gewicht in Bewegung versetzen und ermittelte 
das Verhältnis der geleisteten Arbeit zur erzeugten Wärme. Hirn 
bestimmt« iw mechanische Wärmeäquivalent, indem er Bleimassen, 
die sich xwuebeti einem aufgehängten grossen Eisenblock und einem 
, Bteinbloelce befanden, durch den stossenden Eisenblock deformierte 
L and «nrtim*« nnd alsdann das Verhältnis der aufgewandten Arbeit 
\ sar entwicMten Wärme berechnete. 

ÜMN Xtekwwe, dass eine geleistete Arbeit nicht verloren geht, 

stne gleichwertige Wärmemenge verwandelt wird, die 

IB Ari>eit zorQck verwandelt werden kann, brachte die An- 

s die Wärme in einem Bewegungszustand begründet 
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sei, zur allgemeinen Geltung; di« auf dieser Gruudanscbauung ent 
wickelte Theorie heisst die mefhuniache Wärmetheorie. Um nach 
derselben die Wärmeerscheinimgen zu behandeln, ist ea nicht noth- 
wendig, eine bestimmte Art der Bewegung als Warme anzunehmen; 
ea lassen sich vielmehr viele quantitative Beziehungen der Wärme- 
grösaen unmittelbar aus dem Principe der Erhaltung der Energie 
aufstellen. Ja es kann vom Standpunkte dieses Prtncipes sogar dahin 
gestellt bleiben, ob die Wärme überhaupt ein Bewegungazn stand sei; 
R. Mayer war der Ansicht, dass die Wärme aufhören müsse, Bewegung 
zu sein, um Wärme werden zu können, und W. OatwaUl bekämpft 
in neuester Zeit geradezu die mechanische Auffassung. 

Da die mechanische Wärmetheorie der Forderung der An- 
schaulichkeit entspricht, so ist sie für die Naturlehre von grösster 
Bedeutung. Die Theorie erreicht ihren Zweck schon damit, dass sie 
allgemein annimmt, die Wärme bestehe aus der lebendigen Kraft der 
Molecilte und Atome des Körpers. 

Einzelne Forscher haben indessen versucht, von den Vorgängen 
im Körper ein bestimmteres Bild zu entwerfen. Redtenbaehers An- 
schauung (1^57), die früher von Poisson, Cauchy, Lame u. a. ans 
gesprochen worden war, geht dahin, jedes Körperatom bestehe aus 
einem ponderahlen Kerne, der mit einer Ätherhülle umgeben sei; die 
Atheratome seien viel kleiner als die Körjieratome; die erateren wirken 
abstossend auf einander und anziehend auf die letzteren; die schweren 
Massentheilchen üben eine unvermittelte Anziehung auf einander aus. 
Ein Atom mit seiner Ätherhülle nennt Hedtenbacher Dynamide. 
Wenn die Abstossung der ÄtherhüUen übei'wiege, so sei der Körper 
gasförmig; hielten Anziehung und Abstossung einander das Gleich- 
gewicht, so sei der Körper Öüssig oder fest. Die WäiTue bestehe — 
dies ist Redtenbaehers eigene Hypothese — aus einer osci Ilatorischen 
und zwar radialen Bewegung der ÄtherhüUen, also aus einer zu- 
sammenziehenden und ausdehnenden Bewegung der Äthersplmren; die 
Temperatur sei der lebendigen Kraft der bewegten Athertheilchen 
proportional. Beim Erwärmen geschehe die Oscillation rascher, die 
Abstossung der Theilcben wachse und der Körper dehne sich aus. 

Die Theorie Redtenbaehers stützt sich auf unbegreifliche Krafl- 
qualitäten, auf Anziehung und Abstossung, die von Atom zu Atom 
unvermittelt in die Ferne wirken sollen. Sie vermag die Warme- 
absorption und den Unterschied zwischen Wärmeleitung und -Strahlung 
nicht zu erklären. Wemi Warmestrablen durch einen Körper hin- 
durchgehen, so muss der Äther im Körper in Schwingungen versetzt 
werden; nach Redtenbaehers Annahme müsste dann auch die leben- 
dige Kraft der Ätherhöllen und somit auch die Temperatur des 
Körpers zunehmen; dagegen spricht aber die Erfahrung, die lehrt, 
dass ein Köqier beim Durcligang von Wärmestrnhlen nicht erwänni 
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m wird. Die Wärme Itönnte sich nur von AtherhüLle zn Ätherhülle 
■ -fortpflanzen, und es wäre nicht einzusehen, wodurch die Wärmeleitiing 
H d. i. die Fortpflanzung der Wärme von einem KÖrperth eilchen zum 
B anderen, von der Wärmestrahlung, die den Körper nicht erwärmt, 
■ unterschieden werden sollte. 

H Zweckentsprechender ist die Hypothese, die bereits von Boyle 

W und Baco aufgestellt und von Clausius (185(J) vervollkommnet wurde, 
nsch welcher es eine Bewegung der MoleciUe seibat ist, die wir als 
Wärme empfinden. Die Hypothese ist heute ziemlich allgemein an- 
genommen. Nach derselben vollführen die MolecÖle der Gase eine 
fortschreitende Bewegung (vgl. § 42, Anfg. 1) nnd üben durch ihren 
ßtOBs an die Oefässwände die Gasspannung aus; durch die häufigen 
Zusammenstösse kommen die Molecttle auch in rotierende Bewegung 
und ihre Bestandtheile, die Atome, werden in Schwingungen versetzt. 
.Die Wärme wird durch die gesammte lebendige Kraft der Molecular 
und Ätomhewegungen bestimmt; sie ist der lebendigen Kraft der 
fortschreitenden Bewegung der Molecüle proportional. Die Hypothese 
lieisst die kinetische Gastheorie, — Im festen Körper wird 
die Bewegung so gedacht, dass sich die Molecüle um gewisse Gleich- 
igewichtalagen bewegen, ohne dieselben ganz zu verlassen; ausser den 
vibrier enden Bewegungen der Molecüle kommen auch noch die 
iSchwingungen der Atome in Betracht; letztere können hin- und her- 
gehende und drehende um den Schwerpunkt des Molecüles sein. — 
m flflssigen Zustande oscillieren die Molecüle nicht um be- 
stimmte Gleichgewichtslagen, sondera sie bewegen sich so lebhaft, 
^ass sie in ganz veränderte und immer neue Lagen zu einander 
Ilommen. Schon Clausius hat anlässlich der Erklärung der Elektro- 
lyse angenommen, und die Theorie des osmotischen Druckes hat 
neuerdings dazu geführt, die Bewegung der FlüssigkeitsmolecOle von 
Reicher Art wie jene der Gase an/.unebmen, also auf die Flössig- 
[eiten die kinetische Gastheorie anzuwenden. Die Ausdehnung der 
3EBrper aller drei Aggregatzu stände durch die Wärme wird aus der 
Vergrßsserung der Molecülbahnen erklärt. Die strahlende Wärme 
jrird zum Untei-schiede von der geleiteten als sine Bewegung des 
&.thers betrachtet, der sich zwischen den Körpennoleciilen befindet. 

Die angegebene kinetische Moleculartheorie vermag nur das Aus- 
d^mungshestreljen der gasformigen und flüssigen Köi-per infolge der 
Wärme gut zu erklären; jedoch bei den festen Körpern genügt sie 
Inezn allein nicht. Es müssen deshalb neben der kinetischen Theorie 
noch aus Redteubachers üynamidenlehre die anziehenden Kräfte 
iwiscben den ponderablen Molecülen und die Abstossung zwischen 
S-theratomen herangezogen werden. Der Mangel der Theorie folgt 
lUS einer einfachen Überlegung. Nähert sich ein Molecül einem an- 
lerea, so wächst die Cohäsion, die Anziehung wird stärker und die 
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Annäherung wird beschleunigt; es besteht aber kein Grund zur Um- 
kehr des Molecüles. Auch bei Beachtung der Einwirkung aller um- 
liegenden Molecüle auf ein in Bewegung befindliches Molecül findet 
man immer nur noch stärkere Annäherung an die nächsten Molecüle, 
aber keine Kraft zum Entfernen von denselben. Es muss daher eine 
besondere Ausdehnungskraft angenommen werden; als Träger der- 
selben werden nach Redtenbacher die Atherhüllen um die Molecüle 
betrachtet. 

Nach Rankine (1850) besteht jedes Körperatom aus einem Kerne, 
umgeben von einer elastischen Atmosphäre, welche durch anziehende 
Kräfte von dem Kerne in ihrer Lage gehalten wird. Die elastische 
Kraft der Wärme entsteht durch Rotation und Vibration der elasti- 

• 

sehen Atmosphäre der Atome, und die Wärmemenge eines Körpers 
ist die lebendige Kraft dieser Rotationen und Vibrationen. Die Ab- 
sorption von Licht und Wärme wird als Übergang der Bewegung 
von den Atomkernen des betreffenden Mediums zu ihrer Atmosphäre 
und die Strahlung durch die umgekehrte Übertragung dargestellt 
Die Atomkerne sollen unabhängig oder fast unabhängig von ihren 
Atmosphären vibrieren. 

b) Wir versuchen im Folgenden, die unbegreifliche Annahme 
der anziehenden und abstossenden Kräfte fallen zu lassen und ohne 
diese die Wärme mechanisch zu erklären. Geeignet hiezu ist eine 
Modification der Rankine*schen Hypothese, eine Anpassung derselben 
an die Anschauungsweise Faradays über das Kraftfeld^). Faraday 
nimmt an (vgl. §§ 19 und 53), dass eine Masse mittelst des rings um 
sie befindlichen Kraftfeldes auf andere entfernte Massen wirke. Das 
Kraftfeld befindet sich in einem Zwangszustande, der bei der Bildung 
der Masse erzeugt worden sein muss. Will man keine neue Materie 
in die Lehren der Physik einführen, so muss der Äther als Träger 
des Kraftfeldes betrachtet werden, und für die Molecularkräfte folgt 
sofort, dass ihr Sitz in dem die Molecüle umgebenden Äther ist, dass 
die moleculare Athersphäre auch die Wirkungssphäre darstellt. Zwei 
Molecüle treten in Wechselwirkung, wenn ihre Kraftfelder mindestens 
theilweise über einander zu liegen kommen. Die bei der Verände- 
rung des gemeinschaftlichen Kraftfeldes geleistete Arbeit bestimmt 
die Wechselwirkungsenergie. (Vgl. § 53 c.) 

Hiemach erscheint der Äther um die Molecüle als Träger der 
anziehenden Cohäsionskräfte, und er kann daher nicht mehr für ab- 
stossende Kräfte und für die Wärme in Anspruch genommen werden; 
die letzteren Kräfte müssen durch einen Bewegungszustand der 
Molecüle erklärt werden. Hiezu genügt die fortschreitende Be- 



1) Siehe meine Schrift über den Atherdruck als einheitl. Naturkraft. S. 54 
Teschen 1803. 
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wegung für den Fall, als die Molecüle den Planeten oder Kometen 
i Hinimelaraume iiboliche Bahnen beschreiben können; dann vermag 
e lebendige Kriift eines Molecüles dasselbe wieder aus der Wirkiing»- 
sphäre eines Nachbarmolecilles hinauszuführen. Wenn die lebendige 
Kraft der fortschreitenden Bewegung nicht so gross ist, wenn die 
Molecdle so gehäuft sind, dass die einzelnen Molecüle stets innerhalb 
der Wirkungssphären der umliegenden gehalten werden und mehr an 
eine Stelle gebunden sind, wie es bei Plllssigkeiten und namentlich 
bei den festen Körpern der Fall zu sein scheint, dann muss eine 
andere Art der Bewegung zur Versinnlichung der Wäi-me heran- 
gezogen werden. 

Es liegt nun nahe, die rotierende Bewegung in Erwägung an 
ziehen. Soll diese die Erscheinung der Ausdehnung hervorbringen, 
80 wird man zu einer weiteren Annahme über die Constitution der 
Molecüle genöthigt. Denn es ist ohneweiters klar, dass etwa ein 
festes kugelförmiges Molecül durch Kotatioii keine Fliehkraft ent- 
wickelt, welche den Schwerpunkt des Molecüles verschieben könnte. 
Zweckentsprechend ist die Annahme, dass die Molecüle Wirbel 
bilden, deren Form veränderlich ist: Es können kleinste Massen- 
theilchen (Atome der Urmaterie) auf der Oberfläche des Molecüles 
sich bewegen und etwa Kreise daseibat beschreiben. Ist das Molecül 
von allen Seiten gleichmässig durch Kräfte in Anspruch genommen, 
so sind alle Richtungen der Ebenen mit den fa-eisfÖrmigen Bahnen 
gleichberechtigt, die in allen möglichen grössten Kreisen rotierenden 
Massen thei Ich en bilden ein kugelförmiges MolecUl. Die Fliehkräfte 
sind nach allen Seiten hin gleich und Üben überall den gleichen 
Druck aus. 

Werden zwei Molecüle einander genähert, so werden dieselben 
durch die Kraft des Feldes deformiert, bis jedes die Form einer 
Niveaufiäche in Bezug auf die Cohäsion und die Fliehkraft der eigenen 
Wirbel angenommen hat; die Molecüle erhalten die Eiform und sind 
mit den abgeplatteten Seiten gegen einander gekehrt. Aus Gründen 
der Symmetrie rotieren die kleinsten Massentheüchen un der Ober- 
fläche der Molecüle um deren Achsen und entwickeln bei einer be 
stimmten lebendigen Kraft in den nach auswärts gelegenen kleineren 
Kreisen stärkere Fliehkräfte, die geeignet sind, der Cohäsion entgegen 

i wirken. Bei weiterer Annäherung der Molecüle aneinander nimmt 
die Deformation zu, es wächst die lebendige Kraft und damit anch 
der Überschuss der nach auswärts wirkenden Fliehkräfte. Die leben- 
dige Kraft der Rotationsbewegung wäre die Wärme; dieselbe wirkt 
infolge der Form Veränderung der Molecüle in der angegebenen Weise 
der Cohäsion entgegen und sucht die Körpertheilchen von einander 

1 entfernen. Zum Unterschiede von der Körpei-wärme ist die strah- 
lende Wärme eine fortschreitende Wellenbewegung im Äther des 



Kraftfeldes; die elaatiachon DefoiinatioDen, welche dabei die MoleciÜe 
erleiden, entsprechen elektrischen Polarisationen, deren Existenz 
von der elektromagnetiechen Lichttheorie gefordert wird. Dn dies« 
Deformationen mit Schwerpunktverschiebungen verbunden sind, so 
nehmen die Molecüle selbst an den Schwingungen der Wärmestrahlen 
Theil, und darin besteht die Übereinstimmung der hier vertretenen 
"Wirbel theo rie mit der Theorie von Rankine. Ahnlich wie bei dieser 
ist auch die Wärmeabaorption aus der Umwandlung von Schwingungs- 
bewegungen in rotierende Moleeularbewegung zu erklären. Nach 
mechanischen Gesetzen erfolgt ibeaelbe besonders bei einer Überein- 
stimmung der Periodendauer beider Bewegungen, und auch die Er- 
fahrung steht mit diesem Satze im Einklänge. 

Der beschriebene Molecölwirbel entspricht auch der von der 
kinetischen Gastheorie geforderten Elasticität der Molecüle, indem das 
Gesetz der Fliehkraft der Wirbel für jede Fonnveritnderung das Elas- 
ticitätsgesetz liefert. Bezüglich des Ahstandes vom Mo lecülmittel punkte 
kann die Abstosaungskraft unter verschiedenen Umständen verschieden 
sein. Bleibt bei einer Deformation, z. B. bei einem Zusammenstoss 
die lebendige Kraft eonstant, dann ändert sich die Fliehkraft F= mu*/r 
in dF= mu^/r* ■ dr, die rückwirkende Kraft ist dem Quadrate von r 
umgekehrt proportional. Wird aber die Winkelgeschwindigkeit ge- 
ändert, etwa durch einen centripetalen Druck, für den das zweite 
Kepler'sche Gesetz über die Conatanz der Flächengeschwindigkeit 
^H-r^const.) gilt, so ist die Fhehkraft J^=t4'/r =c/r^, und eine Ände- 
rung derselben iat der 4, Potenz der Entfernung vom Mittelpunkte 
umgekehrt proportional. Auch dieses Abstossungsgesetz wird von der 
kinetischen Gastheorie verwendet. 

Ob ein Molecülwirbel aus einer Gruppe von Atomwirbeln 
bestehe, oder ob mehrere Atomwirbel zu einem einzigen Molecülwirbel 
vereinigt seien, ob im Inneren des Molecüles eine Verdünnung oder 
eine Verdichtung der kleinsten Massentheilchen gegenüber der Um- 
gebung vorhanden sei, kann vom physikalischen Standpunkte dahin 
gestellt bleiben. Der Fall einer Verdichtung entspräche einer Mol&- 
cülbildung im Sinne der Kant-Laplace'scbeu Weltbildungstbeorie. Die 
Entstehung eines Molecül wirbeis aus kleinsten Massentheilchen kann 
durch Anwendung der kinetischen Gastheorie auf diese und durch 
deren Beschränkung auf das Molecülvolumen erklärt werden. Durch 
die häufigen Zusammeustösse der kleinsten Massentheilchen wird 
deren Bewegungsrichtung beständig geäudei't, und es muss ein sta- 
tionärer Bewegungszustand eiutreten, wenn die Bewegungen auf einer 
Niveautiäche vor sich gehen, wenn die Bahnen kreisförmig gewor- 
den sind, 
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§ 73. Mechanische Znsammenstellang, deren Zustand dem Wärme- 
znstand der Körper ähnlich ist^). Wir denken uns eine elastische 
Kugelfiäche (Fig. 60), an der im Innern n kleine kugelförmige Massen- 
theilchen w, gleichmässig vertheilt, anliegen. Alle Theilchen sollen 
sich mit der gleichen Geschwindigkeit u um die Achse Z drehen und 
durch ihre Fliehkräfte die elastische Fläche anspannen. Es ist zu- 
nächst der Druck normal zur Kugelfläche 
und dessen Beziehung zur lebendigen 
Kraft der rotierenden Masse zu bestim- 
men. Die Aufgabe kann mittelst des 
Gesetzes für die Fliehkraft in einfach- F^ 
ster Weise gelöst werden. Um die Ähn- 
lichkeit mit dem Folgenden deutlich zum 
Ausdrucke zu bringen, wenden wir das 
Energieprincip und zwar zuerst auf ein 
Massentheilchen an. Wird das Theil- 
chen m während seiner Drehung um Z 
um die Strecke dr nach auswärts ver- 
schoben^ so wird von der äusseren Kraft eine Arbeit F ' dr geleistet 
und die lebendige Kraft um mu-du geändert; es ist die Arbeit 

dÄ'= F ' dr -\- mu'du. 

Führt man anstatt F den normalen Druck p auf die Einheit der 
Kugelfiäche ein, also die vorläufig als Mittelwert geltende Grösse 

Z' F- cos a 

und berücksichtigt, dass flfJR'Cosa = rfr und die Änderung des 

Volumens 

dv = 4:B^ic ' dB, 

so erhält man die Arbeit für alle n Massentheilchen 

dA = p ' dv -\- n * mu • du, 

d. h. die geleistete Arbeit dient zur Änderung der lebendigen Kraft 
der bewegten Massentheilchen und zur Verrichtung einer äusseren 
Arbeit, nämlich zur Verschiebung der Oberfläche, auf welcher der 
Druck p lastet. Der Satz entspricht bereits dem ersten Haupt- 
satze der mechanischen Wärmetheorie, wenn die lebendige 
Kraft der Massentheilchen mit der Körperwärme verglichen wird. 

Herrscht ein stationärer Zustand, so ist die Arbeit dÄ'= und 
ebenso dA = . Aus der ersten Bedingung und aus der Beziehung 
von u zur Winkelgeschwindigkeit, nämlich aus w = r • o, ergibt sich 
zunächst 



1) Siehe meine Abhdlg. über die Hauptsätze d. mech. Wärmeth. Blschlztsch. 
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■rr du mu* 

F = — m-Mj- = 

dr r 

Dies ist der Wert f&r die entwickelte Fliehkraft^ welcher der äussere 
Dmck das Gleichgewicht halten moss; die zur Kugelflache normale 
Componente derselben ist 

fff M 

F ' cos a = cos a = 



mn' ihm' 



B 



Dieselbe ist über die ganze Flache constant, wenn in aUen ParaUel- 
kreisen die gleiche Geschwindigkeit u herrscht. Cnter dieser Vor- 
aussetzung ist auch der Oberflachendruck p überall derselbe; man 
erhalt daför ohne Rücksicht auf das Vorzeichen 
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oder auch 
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Die Gleichung stimmt mit dem nach der kinetischen Gastheorie 
(§ 42, Aufg. 1) entwickelten Spannungsgesetze, mit der Zustands- 
gieichung der Körper nach dem Elasticitatsgesetze (§ 48) und mit dem 
Charles- Boy le*schen Gesetze (§ 71c, S. 237) überein. p gibt in allen 
genannten Gesetzen den Druck an, unter welchem das Volumen v 
steht; p ist für die Volumenergie der Intensitatsfactor oder der Wir- 
kungsgrad, und V ist der Extensitatsfactor oder der Wirkungsraum. 
Durch Vergleich mit dem Charles- Boy le'schen Gesetze erhalten 
wir eine Beziehung zwischen der Temperatur und der lebendigen Kraft, 
nämlich 



1 2 



PoVo{l -j-a^) = ~w. wu 



oder 



für t = = — 273^ C wird die linke Seite der Gleichung gleich 

Null und es muss auch die lebendige Kraft der rechten Seite ver- 
schwinden. Man nennt die Temperatur, bei welcher die lebendige 
Kraft der Massentheilchen, die nach der mechanischen Wärmetheorie 
die Wärme darstellt, gleich Null ist, den absoluten Nullpunkt 
der Temperatur. Werden die Temperaturgrade von diesem Punkte 
gezählt, so erhält man die absolute Temperatur; dieselbe ist 

der lebendigen Kraft in der Volumseinheit proportional, da nmjv^ 
die Masse in der Volumseinheit angibt. Soweit die Gase dem Boyle- 
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Charles'schen Gesetze Folge leisten, macht ein Gasthermometer An- 
gaben, die den Forderungen der absoluten Temperaturmessung ent- 
sprechen. 

Mittelst der obigen Werte für p und v und der Beziehung 
ti SB G) . r lässt sich die für eine Zustandsänderung der ganzen Zu- 
sammenstellung erforderliche Arbeit bestimmen; man erhält 

dA = n • mu - du -{- p* dv 

Q dr . o dB 

= n • mu* h w • mu* • -^- 

r ' Ic 

o 9 dR .| dr dU 

= 2 ' n ' m ' u*' -w- ? weil = -_- , 

B r B 

d. h. die bei einer Zustandsänderung geleistete Arbeit ist der leben- 
digen Erafb sämmtlicher Massentheilchen proportional. Auf die Wärme- 
lehre übertragen, sagt die Gleichung aus, dass jede Wärmeänderung 
eines Körpers dessen absoluter Temperatur proportional ist; sie ent- 
spricht dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie. 
Man erhält auch eine Form, welche der gebräuchlichen, im Fol- 
genden zu entwickelnden ähnlich ist, indem man die vorstehende Glei- 
chung auf Zustandsänderungen eines Kreisprocesses bezieht, der wieder 
auf den ursprünglichen Zustand zurück führt. Dafür ist 

2f^ -2f' ^# - 2(log S. - log ü.) - . 

Wäre dieser Summenwert unmittelbar gewonnen worden, so hätte 
daraus die Proportionalität von dÄ und der lebendigen Kraft gefol- 
gert werden können. 

Der vorstehende Ausdruck für dÄ gestattet auch, die ganze 
Arbeit zu berechnen, welche imstande ist, die Massentheilchen aus 
ihrer Ruhelage im Kugelmittelpunkte in ihren gegenwärtigen Be- 
wegungszustand überzuführen. Berücksichtigt man, dass die Werte 
für die Änderung der lebendigen Kraft und für die äussere Arbeit 
(nach den letzten Werten für dÄ) beständig gleich sind, so erhält 
man sofort für die gesuchte Arbeit die doppelte lebendige Kraft, also 

Ä = n'mu^ = S'pv. 

Die vorstehenden Analogien lassen sich in noch einfacherer Weise 
geben, wenn man anstatt einer rotierenden Kugel einen rotierenden 
Cylinder betrachtet. (Siehe § 42, Aufg. 2.) 

§ 74. Erster Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie. Die 
mechanische Wärmetheorie stützt sich auf die Verwandlung von Arbeit 
in Wärme und umgekehrt. In letzterer Beziehung bieten die Dampf- 
und Gasmaschinen allgemein bekannte Beispiele; deren grossartige 
Verwendung im letzten halben Jahrhunderte hat jedenfalls zur An- 
erkennung der mechanischen Wärmetheorie wesentlich beigetragen. 
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Versuche über die Verwandlung von Arbeit in Wärme, welche för 
die Theorie grundlegend waren, wurden bereits im § 72 angeftlhrt. 
Hier wollen wir uns darauf beschränken, die Gleichwertigkeit von 
Arbeit und Wärme nach der Methode von R. Mayer (1842) nach- 
zuweisen. 

Wird eine Gewichtseinheit Luft bei constantem Volumen um 
die Temperatur dt erwärmt, so ist die zugeführte Wärme Cpdt^ wenn 
Cp die spec. Wärme bei constantem Volumen bedeutet. Lässt man 
bei der Erwärmung den äusseren Druck unverändert, so dehnt 
sich die Luft aus und schiebt den äusseren Druck zurück; die dabei 
zugeführte Wärme ist Cp-dt, wenn Cp die spec. Wärme bei constantem 
Druck nnd dt die Temperaturerhöhung angeben. Während der letz- 
teren Erwärmung muss auch die mit der Volumsvergrösserung ver- 
bundene äussere Arbeit pdv geleistet werden; die dieser Arbeit ent- 
sprechende Wärme ist im zweiten Falle mehr nothwendig als im 
ersten. Damach besteht zwischen dem Wärmeüberschuss im zweiten 
Falle und der äusseren Arbeit die Gleichung 

J(Cp — Cp)'dt=p • dVj 

aus der der Arbeitswert J einer Calorie berechnet werden kann. 
Nach dem Charles- Boy le'schen Gesetze ist 

p ' V = PqVq(1 -{- at) 
und somit 

J= ^^^^ = 427 kgm = 419 • 10^ Ergs. 

n f» 

Hierin ist 

p = 10321 .kg, Vo = 1/0001293 dm», a = 1/273, c„ = 0,23741 

und Cp — Cp = 0,0685 kg-cal. 

Die letztere Zahl ist etwas unsicher und daher auch der Wert von J 
nicht ganz genau; derselbe entspricht aber dem Mittel derjenigen 
Werte, die aus verschiedenen Versuchen, insbesondere aus jenen der 
letzten Zeit (von Miculesco u. a.) gewonnen wurden. 

Alle Vergleiche zwischen Arbeit und Wärme führen mehr oder 
minder genau zu derselben Verhältniszahl e7, die deshalb als con- 
stantes mechanischesWärme äquivalent betrachtet wird. Gleich- 
zeitig wird durch die Versuche dargethan, dass bei Verwandhing von 
Arbeit in Wärme oder bei dem umgekehrten Processe keine dieser 
physikalischen Grössen verloren geht, sondern dass jede derselben 
nur in die Form der gleichwertigen anderen übergeführt wird, d. h. 
es wird bewiesen, dass die Wärme eine Energie ist, die sich dem 
Gesetze der Erhaltung der Energie entsprechend verhält. \ 

Mit Hilfe dieses Energieprincipes kann man für die der Ge^chts- 
einheit irgend eines homogenen Körpers zugeführte Wärme dQ 
gende Verwendung angeben. Erfolgt die Erwärmung bei constantl 



( « »0 



V, warne. 
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I 



Drucke p, so ist die aufgenomineue Wärme ii<J ^ Cp-dt; 
I dieselbe dient zur Krwärmiuig und zur Leistung einer iimert-n und 
h einer äusseren Arbeit. Die zur Temperaturerhöliung nothwendige 
' Wärme ist Cr-dt; die Arbeit zur Überwindung des Susseren Druckes, 
etwa des Luftdruckes p auf der OberÜäche S, ist p- S • dr = p-dv, 
wenn S • dr ^ dl' die Volumsänderung bedeutet, und die innere 
, Arbeit, die man sieb durch Kräfte P, welche der Cohäsion gleich 
I aber entgegengesetzt gerichtet sind und normal zur Oberfläche wirken, 
' Terrichtet denken kann, ist P- dv. Die zugeführte Wiirme muss nun 
I ihren Leistungen gleich sein, also ist 

,IQ-c,dt~cdt+ ~(,r + p)ilv. 

Diu Gleichung bringt den ersten Hauptsatz der mechanischen 
Wärmetheorie zum Ausdrucke. 

Vom mathematischen Standpunkte erscheint darin die Wärme 
als Function von Temperatur und Volumen aufgefasst; / und t'.sind 
als unabhängig veränderliche Grössen angenommen; und somit kann 
man ffir die Ditferentialquotienteu setzen 



\dt/. 



und «J 



(m=T(^+rt. 



Thatsachlich entspricht der erstere dem Begriöe der specifischen 
Wärme bei constantem Volumen und der letztere folgt auch aus der 
Beziehung der Enei^eäntlerung zur wirkenden Kraft. Daher bestira- 

die beiden letzten Gleichungen zugleich den W^änne verbrauch be- 
ziehungsweise bei constantem Volumen und bei constanter Temperatur, 

Aufg. 1. Um wie viele Grade Celsius wird eine mit 200 m Ge- 
schwindigkeit aufschlagende Bleikugel erwörmt, die vollstiLndig ihre leben- 
4ige Kraft verlierfJ Spec. Warme des Bleies = 0*0314. 

(t = ~m- 2007»! ■ 10-00314 - 427 = 14fl-2''C.)') 

Mit welcher üesohwindigkeit müsste eine Bleikugel aufsehlagen, um 
lia zum Schmekpunkte von 326" erwilrmt au werden? — (296 m.) 3. Mit 
welcher Geschwindigkeit würde ein Körper auf die Erde atOrzen, der in- 
folge der Anxiehuni^ aus unendlicher Feme herabfiele V Erdhalbmesser 
.R= 860- 7500 m, Schwerebeschleunigung a = S'Sl m. — (Aus dem Po- 
tential v'/2'=xM/Jt und u = xJl//Ä* folgt t>= 11250 m,) 4. Wie 
gross wäre die Temperaturerhöhung des Wassers, das nach der in der 
vorhergehenden Aufgabe angegebenen Weise auf die Erde tiele, wenn der 
AggregatiQStand ungeändert bliebe? Wie gross jene des Eisens? Spec. 
'Warme des Wassers = 1 und jene des Eisens ^ 011. 
(^1 . = 15000" C, (j = 139000° 0.) 
&. Wie lautet die ümkehmng der Aufgabe 3 und deren LUsung? 6. Wenn 
Btem schnuppen oder Meteore in die Atmosphäre unserer Erde gelangen 

I) Siehe Holztniiller, Mech.-teohn. Plaudereien in d, InKen.-Zeitsch. Bd. 33. 
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und infolge des Luftwiderstandes eine Verzögerang der Creschwindigkeit 
Ton 8 auf 6 Meilen a 7'5 km erfahren, wie gross ist die Erwärmung 
jedes Kilogramms jener Körper? 

[64 — 36) 7500V2 • 981 • 427 = 188000 CaL] 

1. Wie gross wäre nach der vorigen Aufgabe die Temperaturerfaöbung 
eines Eisenmeteores, wenn die spec. Wärme des Eisens =0*11 ist und 
von einem etwaigen Schmelzprocess abgesehen wird? — (1710000® C.) 
8. Die auf einen vollkommen schwarzen Körper fallenden Sonnenstrahlen 

entwickeln nach Angström in jeder Minute und auf jeden zu ihnen normal 
stehenden dm^ der Oberfläche eine Wärme von 0*4 CaL, wenn von der 
WärmeabsorptioD in der Luft abgesehen wird; wie gross müsste darnach 
eine schwarze Fläche sein, wenn die von ihr aufgenommene Sonnenwärme 
einer Maschinenleistung von 10 Pferdekräflen in der Secunde gleich kom- 
men sollte? j 2'63 m*.) 9. Welche Arbeit und welche Wärme wird von 
jedem Kilogramm (== O'l Masseneinheiten) eines auf die Sonne fallenden 
Körpers entwickelt? Die Beschleunigung auf der Sonnenoberfläche 
= 280 m, Sonnenhalbmesser R = 100000 - 7500 m ^). — 

(ir = 0-1 X • M/B = 28 i? = 21 • 10* kgm = 49 • 10« CaL) 

10. Die jährliche Wärmestrahlung der. Sonne beträgt nach PouiUet 
27163 • 10^ CaL Welche Masse müsste zum Ersätze für diese Wärme 
in die Sonne stürzen? — (55 . 10** kg.) — U. Wenn ein Körper von dem 
Gewichte der Erde, nämlich von 6 • 10^ kg in die Sonne stnnte, för 
welche Zeit erhielt dadurch die Sonne die zur Ausstrahlung nothwendige 
Wärme? — (Nach Aufg. 10 ungefähr 100 Jahre.) — 12. Nach § 18, 
Aufg. 9 ist das Potential der Erde auf sich selbst = 23 • 10^ kgm. 
Welcher Wärmewert entspricht dieser Arbeit, und wie viel Kohle müsste 
verbrannt werden, um die gleiche Wärme zu entwickeln, wenn 1 kg 
Kohle bei der Verbrennung 6000 CaL Wärme entwickelt? — (54 • 10" CaL 
und 9 • 10^ q Kohle.) 13. Welche Wärme wurde durch die Vereinigung 
der Sonnenmasse erzeugt, nachdem die betreffende Arbeit (§ 18, Aufg. 10) 
ungefähr gleich 253 • 10^ kgm ist? — (59 • 10^ Cal.) 14. Wie gross ist 
die Wärmeentwickelung, wenn der Sonnenhalbmesser R durch Zusammen- 
ziehung der Sonne um 75 km verkleinert wird? R = 95000 Meil. 
a 7*5 km. — (Nach § 18, Aufg. 10 ist die Gravitationsarbeit der Sonne 
W = 3kM^/öR, daher ist jdW = W- JR/R = 62 • 10'^ CaL — Hebn- 
holtz's Theorie der Erzeugung der Sonnenwärme.) 15. In welcher Zeit 
wird die nach der vorigen Aufgabe durch Zusammenziehung der Sonne 
entwickelte Wärme ausgestrahlt, wenn die Wärmeausstrahlung jährlich 
27 • 10" CaL beträgt? — (In 2300 Jahren.) 16. Wenn in den wärmeren 
Gegenden des Oceanes jährlich eine Wasserschichte von 5 m Tiefe ver- 
dunstet, 80 beträgt die verdunstete Wassermasse ca. 1100 Mill. m'; wie 
gross ist die Arbeitsleistung der Sonne und wie viele Calorien Sonnen- 
wärme werden verbraucht, wenn diese Wassermenge durchschnittlich auf 
eine Höhe von 3 km gehoben wird? — (33 • 10^* kgm = 77 • 10" CaL) 



1) B. Majer*8 Theorie der Entstehung der Sonnenwärme. Siehe seine 
Mechanik der Wärme. 8. 170. 
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17. Welche Eohlenmenge würde bei ihrer Verbrennung dieselbe Wärme 
liefern, wie die nach der vorigen Aufgabe verbi*auchte ? 

(77 . ir/ye • 10« = 13 . 10« kg oder 13 Mill. Metercentner.) 

18. Ein Pferd kanii täglich 8 Stunden lang in jeder Minute eine Arbeit von 
4400 kgm leisten; welche Kohlenstoffmenge wird zu dieser Arbeit verbraucht, 
wenn 1 g C bei der Verbrennung 856 Cal. entwickelt?^) — (578 g C.) 

19. Ein 72 kg schwerer Mann besteigt einen 3000 m hohen Berg; welche 
Kohlen stofimenge muss zum Zwecke dieser Arbeitsleistung im Organismus 
verbrannt werden, wenn 1 g C 8'56 Cal. entwickelt? — (59 g C.) 20. Der 
mechanische Effect, den der linke Herzventrikel bei einer Systole liefert, 
lässt sich aus der beförderten Blutmenge von 150 cm^ und dem Druck 
von 16 cm Quecksilberhöhe berechnen; er ist 32600 gem. Welche Koh- 
lenstofi&nenge muss zum Zwecke dieser Leistung täglich verbrannt werden, 
wenn in der Minute 70 Pulsschläge angenommen werden, und die von 
1 g C entwickelte Wärme 8*56 Cal. beträgt? 

(W = 32860 kgm = 77 Cal., 9 g C.) 

2L Wenn die Leistung des rechten Herzventrikels die Hälfte von der des 
linken beträgt, wie gross ist dann der von beiden Herzkammern in einem 
Tage gelieferte mechanische Effect? — (49290 kgm = 115*5 Cal.) 22. Welche 
Kohlenstoffmenge oder welche Wasserstoffmenge würde bei der Verbren- 
nung die von der vorhergehenden Aufgabe geforderte Arbeit zu leisten 
imstande sein? — 1 g C entwickelt 8*56 Cal., 1 g H 34*66 Cal. (135 g C 
oder 3*3 g H.) 

§ 75. Zastandsgleichung für homogene Körper^), a) Die erste 
Hauptgleichung för die Gewichtseinheit eines homogenen Körpers, 
nämlich 

gibt den Arbeitswert 

(P-\-p)dv = J^{cp — c,)dt. 

Führen wir hierin den Ausdehnungscoefficienten a ein, für welchen 
die Beziehung dv = a - Vq- dt gilt, und multiplicieren beide Seiten der 
Gleichung mit (1 -|- af), wobei t Temperaturgrade des Celsiusthermo- 
meters bedeutet, so erhält man 

oder 

wenn 

R = J(Cp — Cp) . 

1) R. Mayer, die Mechanik d. Wärme. S. 79 ff. 

2) Siehe meine Abhdlg. i. d. Zeitsch. f. d. Rlw., Wien, 1890, S. 532 und 
meinen Vortrag i. d. Verhdlg. d. NaturforschergesIIsch. 1894. 
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Dies ist die Zustandsgieichung, in welcher auch die Temperatur be- 
berücksichtigt erscheint. (Vgl. § 48.) 

Die Gleichung enthält das in erster Annäherung für Gase giltige 
Charles-Boyle'sche Gesetz (§§ 41 und 71c.) Insofern als die Gase dem 
vollkommenen Gaszustand entsprechen, ist die Cohäsion P = 
und der Ausdehnungscoefficient a = 1/273 const. und die Gleichung 
nimmt die Form des Gasspannungsgesetzes an, nämlich 



p.v = R{^ -\-t) = R'T. 



T = 273 -j- t bedeutet die absolute Temperatur, mit welcher gleich- 
zeitig auch die Gasspannung p = wird. 

Die linke Seite der allgemeinen Gleichung hat aber nicht bloss 
bei den Gasen, sondern auch bei Flüssigkeiten und festen Körpern 
die Bedeutung der Ostwald'schen Volumenergie oder der in dem 
Volumen vorhandenen potentiellen Energie der Cohäsion und des 
äusseren Druckes. Wie bereits schon früher bemerkt wurde, ent- 
spricht der Ausdruck der hydrostatischen Grundgleichung in der ihr 
von J. Stefan gegebenen Form eines Arbeitswertes. Von diesem Ge- 
sichtspunkte bedarf die Gleichung einer Correctur, wenn nicht das 
ganze Volumen v als Energiefeld betrachtet werden kann. Eine dies- 
bezügliche Verbesserung, also eine weitere Annäherung an die wirk- 
lichen Körperzustände, bietet die Zustandsgieichung von van der 
Waals (§§ 42 und 48), in welcher von v das Molecülvolumen cd ab- 
gezogen wird. Hier soll nur diese Correctur berücksichtigt werden, 
der Cohäsionsdruck P soll im allgemeinen als eine unbestimmte 
Function des Volumens angenommen werden. 

Aus der obigen Gleichung folgt der Druck im Energiefelde 



at?o 



Dies ist der Intensitätsfactor der Raumenergie. Wird (y — cd) als 
Energievolumen betrachtet und gilt für dieses der Ausdehnungscoef- 
ficient a', so ist 

(t;_a,) = (t;o — cöo)(l + «'0 
und man erhält durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen 
die Energiegleichung 

oder 

(P+p)(v-a>)^R'{^-\-t), 
wenn 

Dies ist die Zustandsgieichung in der van der Waals*schen Form; 
sie gilt für homogene Körper aller drei Aggregatzustände. Dass 
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darin (— + tj eine für alle Körper giltige Temperaturfunction, näm- 
lich die absolute Temperatur angibt, lehrt der zweite Hauptsatz 
der mechanischen Wärmetheorie. Vorläufig soll nur angenommen 
werden, dass a' für einen und denselben Körper constant ist, d. h. 
dass sich der Energieraum (v — o}) bei Temperaturerhöhungen regel- 
mässig ausdehnt. Die Anwendung der Zustandsgieichung auf Erschei- 
nungen soll die Brauchbarkeit der Hypothese darthun. P soll als 
unbestimmte Function des Volumens gelten. 

§ 76. Isothermische und adiabatische Zustandsänderungen. Be- 
findet sich ein Körper in Verbindung mit einem anderen, dessen 
Temperatur durch Wärme-Zu- oder Abfuhr constant erhalten wird, 
so kann durch Druckänderung das Volumen des ersteren Körpers 
geändert werden, obwohl auch seine Temperatur constant bleibt; eine 
solche Zustandsänderung heisst isothermisch. Die hiebei dem Körper 
zugeführte Wärme ist nach dem ersten Hauptsätze und der Zustands- 
gieichung 

1 1 

Die Integration ist vom Anfangsvolumen i\ bis zum Endvolumen v^ 
ausgeführt zu denken. 

Die äussere Arbeit bei der Volumsänderung ist 

W^ =J\) . dv = I\f + p) . dv — fP • dv 



-(^+')/s" -/>••"• 



Die Zeiger 1 sind den Grössen, die sich auf den Anfangszustand be- 
ziehen und die Zeiger 2 den Grössen, die sich auf den Endzustand 
beziehen, beizufügen. Für vollkommene Gase ist J?'= ü = const., 
a'= 1/273, P = und aj=0; damit wird 

Q, = ^RTlog^^ und W, = RT\og^ = JQ,. 

Wird durch Änderung des Druckes p das Körpervolumen geän- 
dert, ohne dass Wärme zu- oder abgeführt wird, so heisst die Zu- 
standsänderung adiabatisch oder isentropisch. In diesem Falle 
liefert der erste Hauptsatz für die Gewichtseinheit eines Körpers die 
Beziehung 

Mit Benützung der Zustandsgieichung erhält man allgemein 

Januichke, Krlialtunf; dor Kuorgie. 17 
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T dt JR'dv 
J ' Cf,' -:: = } 

und wenn Cp constant ist (Gesetz von Dulong-Petit), oder wenn dafQr 
ein Mittelwert gesetzt wird, so folgt durch Integration 



(^+'.) 



, w "^ *•/ r R'- dv 



Die durch die Volumsänderung bedingte äussere Arbeit ist 

2 2 2 

W^ =fp'dv = —jfc'dt —fP • dv 
1 11 

2 

= — JCr(t^ — t,) — fP . dv. 

\ 

In den folgenden Entwicklungen ist keine Einschränkung fttr Cp er- 
forderlich. Für vollkommene Gase erhält man als Beziehung 
zwischen der specifischen Wärme und der Temperatur durch Ausfüh- 
rung der vorstehenden Integrationen 



und wenn man für 



B . 

= X — 1 



•^•«. 



setzt, wobei x==— > 



T, . v-> =T,-v, 



X— 1 

—- -^2 ■ ''S 

Femer ist die Arbeit des Gases 

§ 77. GasmascMne. Kreisprocess. (Camot 1824.) a) Sowohl 
Gas- als auch Dampfmaschinen beruhen darauf, dass beim Wärme- 
übergang von einem wärmeren zum kälteren Körper äussere Arbeit 
geleistet wird. Behufs Umsetzung der Wärme in Arbeit muss der 
betreflfende Körper sein Volumen ändern. Wir betrachten eine voll- 
kommene Gasmaschine nach Camot, bei welcher ein Gas infolge von 
aufeinanderfolgenden isothermischen und adiabatischen Zustands- 
änderungen einen Kreisprocess vollführt. Der Vorgang hierbei ist 
folgender (vgl. § 30, Aufg. 14 — 17): Ein vollkommenes Gas befinde 
sich in einem Cylinder mit beweglichem Kolben; sein Gewicht sei 
gleich Eins, sein Druck p^ und sein Volumen v^. Wir stellen diese 
Grössen in Fig. 61 als Coordinaten dar, indem 0Ä'= v^ und ÄÄ^ =Pi 
auf die Achsen V und P aufgetragen werden. Das Gas stehe auch 
in Verbindung mit einer Wärmequelle von constanter absoluter Tem- 
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Pig. 61. 




B' C 



peratur 1\ = \- t^. Bei einer Heissluftmaschine sind die Wärme- 
quelle die Fenergase, bei der Dampfmaschine ist sie der Dampf im 
Dampfkessel, der von der Feuerung auf gleicher Temperatur gehalten 
wird. Nun lässt man das Gas bei 
der Temperatur t^ C. ausdehnen, 
das Volumen wächst auf v^ = OB' 
und der Druck nimmt bis auf 
p^ = JSB' ab. Die dabei stattfin- 
dende isothermische Zustands- 
anderung wird durch das Boyle'sche 
Gesetz bestimmt und entspricht in 
geometrischer Darstellung einer 
gleichseitigen Hyperbel; es ist näm- 
Uch 

Die zugef&hrte Wärme ist nach den vorhergehenden Paragraphen 

und die geleistete Arbeit 

W, 

1 

Aus der graphischen Darstellung des Arbeitswertes fpdv folgt, dass 
diese von der Fläche ABA' B' angegeben wird. 

Nun brechen wir die Verbindung des Gases mit der Wärme- 
quelle ab, lassen das Gas adiabatisch bis v^= OC ausdehnen, 
dabei nimmt der Druck bis p^=^ CC ab und die Tempertaur sinkt 

bis jTa = 1- ^2 . Die nun geleistete Arbeit ist 

8 



\ =fp>dv = iJ . T, .log ^ = J. Q,. 



W^ =fp 'dv = J' c,(T,— T^), 



Dieser Arbeitswert wird durch die Fläche iJCjB'C dargestellt. Zwischen 
Temperatur und Volumen gilt die oben für adiabatische Zustands- 
änderungen abgeleitete Beziehung 



n 



X — 1 



3 



Bei beiden bisher betrachteten Zustandsänderungen hat sich das Gas 
ausgedehnt, der Kolben wurde nach vorwärts getrieben, gehoben. 
Die Verbindung des Kolbens durch Kolbenstange, Leitstange und 
Kurbel vermittelt die Bewegung einer Welle, von der sie auf Arbeits- 
maschinen übertragen wird. 

Nachdem das Gas seine grösste Ausdehnung, der Kolben seine 

17* 
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höchste Lage erreicht hat, wird dieser zurückbewegt; das Gras tritt 
in Verbindung mit einem Kühler von der constanten Temperatur 
^^ C. und wird nun iso thermisch zusammengedrückt bis zum Volu- 
men v^ = OD' und zum Drucke DD'= p^. Die dabei abgegebene 
Wärme ist 

8 



und die Arbeit 



W^= —jp-dv= —J.Q^. 



Die Arbeit muss von der lebendigen Kraft des Schwungrades geleistet 
werden und ist negativ; die sie darstellende Fläche CD CD' ist von 
der früheren Arbeitsfläche in Abzug zu bringen. Endlich wird die 
Verbindung mit dem Kühler unterbrochen und das Gas wird wieder 
auf adiabatischem Wege zu seinem Anfangszustand zurückgebracht; 
die Arbeitsleistung dabei ist 

Dieselbe ist ebenso wie die vorhergehende negativ. Die Beziehung 
zwischen Temperatur und Volumen ist 

-1-1 c/j -1.2 v^ 

Alle Zustandsänderungen geben einen Kreisprocess, der beendet 
ist, wenn das Gas sich wieder in seinem Anfangszustand befindet. 
Die im ganzen geleistete Arbeit wird durch die Fläche ABCD dar- 
gestellt; sie ist 

d. h. die nach aussen abgegebene Arbeit ist gleichwertig der Diffe- 
renz der aus der Wärmequelle entnommenen und dem Kühler zuge- 
führten Wärme. 

Mittelst der Beziehungen zwischen Temperatur und Volumen bei 
den zwei adiabatischen Zustandsänderungen folgt, dass Vj/vg = vjv^, 
und somit wird 

Ö2 = Öl • y o<ler ^ = -^ = const. 
und die Arbeit ^ ^p 

Es wird demnach nur ein Theil der der Wärmequelle entnommenen 
Wärme in Arbeit verwandelt, und dieser Theil ist proportional der 
Temperaturdifferenz zwischen Wärmequelle und Kühler. Carnot gab 
den Wert unmittelbar an, indem er annahm, dass die Wärme Q^ ein 
Stoff sei, welcher ähnlich wie ein fallendes Gewicht von dem Wärme- 
niveau I\ auf T2 herabfalle. Clausius passte den Satz der mechani- 
schen Wärmetheorie an. 
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Das Güteverhältnis oder der ökonomische Coefficient wird durch 
das Verhältnis der nutzbaren Wärme zu der ganzen der Wärmequelle 
entzogenen Wärme bestimmt; dasselbe ist 

Das Verhältnis hängt nur von den im Kreisprocesse vorkommenden 
Temperaturen ab und ist unabhängig von allen charakteristischen 
Constanten des Gases. 

Durch die letzte Gleichung wird zugleich dargethan^ dass eine 
nutzbare Arbeit nur geleistet wird, wenn Tj > jTg, d. h. wenn Wärme 
von einem wärmeren zu einem kälteren Körper übergeht. — Würde 
T^ < Tj, so müsste auch öi < Qi sein; zur Vollführung des Kreis- 
processes würde Arbeit verbraucht werden, die Maschine würde Arbeit 
au&ehmen; bei Überführung der Wärme von niederer zu höherer 
Temperatur muss also eine Verwandlung von Arbeit in Wärme statt- 
finden. Der letztere Fall kann an der vorstehenden Fig. 61 anschau- 
lich gemacht werden, wenn man die Zustandsänderungen in der Reihen- 
folge ADCBA hervorgerufen denkt; die Temperaturen 7\ und 1\ 
würden dabei ihre Plätze tauschen, da die niedrigere Temperatur T^ 
bei dem niedrigeren Druck vorkommt. Auch die vorstehenden Glei- 
chungen lassen sich dann auf die Umkehrung des Kreisprocesses 
geltend machen. Die von der Maschine aufgenommene Arbeit 
erweist sich darnach ebenso gross als die abgegebene beim directen 
Ereisprocess. (Anwendung bei Kälte- oder Eismaschinen.) 

b) Es sei ein dem vorhergehenden ähnlicher Kreisprocess mit 
einem beliebigen homogenen Körper, für den die Zustandsgieichung 
gilt, durchzufuhren und die dabei geleistete Arbeit und der ökono- 
mische Coefficient zu bestimmen. Man erhält nach § 76 für die 

Wärmemengen 

s 
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Somit wird 



7 + '^ 
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und die ganze Arbeit 

W^JiQ,-Q,)-^fpdv==J.Q,.^=^. 

a * 

Die algebraische Summe der Arbeiten der Cohasion P ist gleich 
Null, weil der Anfangs- und Endzustand des Körpers derselbe ist 
Der angegebene Ausdruck für TT ist daher richtig, die Cohasion kann 
dabei eine beliebige Function des Volumens sein. Die mathematische 
Form des Arbeitswertes W stimmt demnach mit jener für Gase über- 
ein; ebenso muss auch der ökonomische Coefficient übereinstimmen. 
Zum Nachweise völliger zahlenmassiger Übereinstimmung ist noch 
erforderlich, zu zeigen, dass die AusdehnungscoefBcienten a und a' 
dieselben Werte haben. Dies geschieht durch den zweiten Hauptsatz 
der mechanischen Wärmetheorie. 

§ 78. Zweiter Hauptsatz, a) Clausius (1850) hat den Kreis- 
process dazu benützt, um den Nachweis zu liefern, dass jede Wärme- 
änderung eines Körpers bei constanter Temperatur dieser proportional 
ist^). Es ist ersichtlich, dass, wenn Gas imd Dampf beim Durch- 
laufen je eines Kreisprocesses die gleiche Arbeit W leisten sollen, in 
beiden Fällen auch die in Arbeit verwandelte Wärme, d. i. nach obiger 
Bezeichnung Q^ — Q^, gleich sein muss. Der Schluss ist nach dem Princip 
der Erhaltung der Energie, beziehungsweise nach dem ersten Haupt- 
satze der mechanischen Wärmetheorie nothwendig. Die verbrauchte 
Wärme Q^ — Q^ ^luss eine gleichwertige äussere Arbeit W liefern, 
weil beim Kreisprocess die Summe aller inneren Arbeiten gleich Null 
ist. — Nun kann weiter dargethan werden, dass auch vom Gase und 
vom Dampf die gleiche Wärmemenge Q^ aufgenommen und ebenso 
die gleiche Wärme Q^ abgegeben wird: Würde der Dampf die Wärme 
Qi -{- Q bei der Temperatur t^ aufnehmen, so müsste er auch die 
Wärme Q2 -{- Q bei der Temperatur t^ abgeben, damit die Wärme- 
differenz wieder (Q^ — Q^) wäre. In dem letzteren Falle könnte man 
aber durch den Kreisprocess mit dem Gase die Wärmemenge Q^ von 
der Wärmequelle mit der Temperatur t^ auf den Wärmeb^älter 
oder Kühler mit der niederen Temperatur t^ übertragen, und sodann 
durch den umgekehrten Kreisprocess mit dem Dampfe die Wärme 
(Q^~h Q) ^'^^ J^^ Wärmebehälter mit niederer Temperatur ^ zu dem 
Wärmebehälter mit höherer Temperatur t^ überführen. Nach beiden 
Kreisprocesseu wären sowohl Gas als Dampf wieder in ihren ursprüng- 
lichen Zuständen; es wäre nur die Wärmemenge q von niederer zu 
höherer Temperatur übergeführt worden, ohne dass dadurch eine Ver- 
wandlung von Arbeit in Wärme stattgefunden hätte. Clausius erklärt 

1) Clausius, Die mach. Wärmetheorie, 3. Aufl. I. S. 72—113. — Christian- 
sen, Theor. Phys. S. 868. 
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dies fÖr unmoglicli^ indem er den Grundsatz aufstellt: „Die Wärme 
kann nicht von selbst aus einem kälteren in einen wärmeren Körper 
übergehen^ oder „ein Wärmeübergang aus einem kälteren in einen 
ipmmeren Korper kann nicht ohne Compensation stattfinden". Unter 
Gompensation versteht Clausius eine gleichzeitige Verwandlung von 
Arbeit in Wärme oder einen Wärmeübergang von einem wärmeren 
za einem kälteren Körper. 

Die Gleichung für die Arbeit und für den ökonomischen Coef- 
ficienten sind daher ebenso wie für Gase auch für andere Körper 
giltig, und man hat allgemein die Beziehung 

-^A_TLÖ._^Ji ^jer Öi_^. = eonst. 

Die letzte Gleichung, welche die Proportionalität zwischen der auf- 
genommenen, beziehungsweise abgegebenen Wärme und der zuge- 
hörigen Temperatur ausdrückt, gibt in der Form 

dQ=T'dS 

die zweite Hauptgleichung der mechanischen Wärmetheorie. S 
nennt Clausius Entropie oder Verwandlungsinhalt. 

Clausius stellt den zweiten nauj)tsatz auch noch in anderer 
Form dar, nämlich als den Satz von der Äquivalenz der Verwand- 
lungen. Man kann nämlich das Resultat eines Kreisprocesses dahin 
aussprechen, dass zwei Verwandlungen eingetreten sind: eine Ver- 
wandlung von Wärme in Arbeit (oder umgekehrt) und eine Ver- 
wandlung aus Wärme von höherer Temperatur in Wärme von nie- 
derer Temperatur (oder umgekehrt), und die Beziehung zwischen 
diesen beiden Verwandlungen ist es, welche durch den zweiten Haupt- 
satz ausgedrückt werden soll. Betrachtet man QjT als mathemati- 
schen Ausdruck der Verwandlung der Wärme Q bei der Temperatur 
T in Arbeit und Q{\/T^ — l/^'i) al« den Verwandlungswert beim 
Übergang der Wärme Q von der Temperatur 1\ zu 1\, so erhält 
man für den beschriebenen Kreisprocess als Verwandlungswerte der 
Wärme (^^ — Q^ von der Tem])eratur 1\ in Arbeit, die negativ ge- 
zahlt wird, — (^1 — (^j})/^\ ""^1 *^1^ Verwandlungswert des Über- 
ganges der Wäi-rae Q^ von der Temperatur 1\ zu J^, die positiv 
gezahlt wird, Q^il/T^ — 1/Tj; die Äquivalenz beider Verwandlungs- 
werte bringt deren Summen auf Null; man erliält darnach 

oder 

ft _ Qt 

d. i. die zweite Hauptgleichung. 
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b) Zur mathematischen Form des zweiten Hauptsatzes gelangt 
man auch nach dem Grundsatze von Clausius und mit Benützung der 
Zustandsgieichung, in welcher der Cohäsionsdruck P als eine belie- 
bige Function des Volumens angenommen werden kann. Beachten 
wir nämlich, dass die im vorhergehenden Paragraphen gewonnenen 
Arbeitswerte für ein vollkommenes Gas und für einen beliebigen 
homogenen Körper nach dem Satze von Clausius. gleich sein 
müssen, wenn bei dem Kreisprocesse jedes Körpers die Wärme Q^ 
bei der Temperatur t^ aufgenommen und die Wärme Q2 bei der Tem- 
peratur ^ abgegeben wurde, so folgt bei der Bezeichnung der Aus- 
dehnungscoefficienten beziehungsweise mit «j und a^' die Gleichung 

Daraus ergibt sich die Gleichheit der Ausdehnungscoefficienten des 
Gases und des Energievolumens des anderen Körpers «^ = a^' und 

für die Summen 1- t = —i 4- t = T. die für vollkommene Gase 

geltend gemachte absolute Temperatur. 

Durch Einführung von T in die Zustandsgieichung erhält diese 
die Form 

{P+p)(v — (o) = R-T. 

Nun folgt leicht die zweite Hauptgleichung aus der Verbindung der 
ersten mit der Zustandsgieichung. Man erhält nämlich für die Wärme- 
änderung dQ eines Körpers bei constanter Temperatur T 

wenn 

dS= f f -. • 

c) Um die Temperaturfunction in der Zustandsgieichung zu be- 
stimmen, kann man ähnlich wie bei den einfachen Maschinen und 
bei den Flüssigkeiten in communicierenden Gefässen mit zwei im 
Wärmegleichgewicht befindlichen Körpern eine virtuelle Bewegung vor- 
nehmen, wenn etwa ein fester Körper sich in einer Flüssigkeit oder 
in einem Gase befindet, den einschliessenden Körper etwas zusammen- 
drücken; bei einem isothermischen Vorgange gilt alsdann für die 
Cohäsionen P^ und P^ der beiden Körper und für den äusseren 
Druck p die Arbeitsgleichung 

F^dv^ + A^^a -{- pdv = 0. 
Der Verschiebungsraum dv vertheilt sich auf beide Körper, daher ist 
dv = dv^ + dVg und femer 
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Führt man für die Drücke die aus den entsprechenden Zustands- 
gieichungen (§ 75) folgenden Werte ein, so erhält man 

Im Zustande des Wärmegleichgewichtes ^ind beide Temperaturen t 
einander gleich. Der Wert von t ist beliebig, daher gilt die Glei- 
chung auch für ^ = 0, und es ist 

R^' dv^ 1?,' dv^ 



cCj t7j — cöj a, V, — CO, 



Durch Einführung dieser Bedingung in die vorhergehende Gleichung 
erhält man «^ = «^ und somit für 

- + ^ = -+ t=T 

die für zwei beliebige und somit für alle Körper giltige absolute 
Temperatur. Mit Hilfe derselben gewinnt die Zustandsgieichung die 
bereits unter b) angegebene Form 

{P+p){v-ia) = R'T. 

d) Die zweite Hauptgleichung 

dQ=T'dS 

kann unmittelbar damit begründet werden, dass die Wärme in ihre 
zwei Energiefactoren zerlegt wird, von denen der Intensitätsfactor T 
die absolute Temperatur ist, die nach der Erfahrung für das Wärme- 
gleichgewicht massgebend ist. Wärmeerscheinungen mit veränder- 
licher Temperatur beruhen auf einer Änderung der Energie von 
höherer zu niederer Intensität oder umgekehrt. Nach W. Meyerhoflfer 
bleibt die Intensität der Energie dabei solange constant, als die 
Körper dieselbe Anzahl der Molecüle besitzen^). 

§ 79. Die Grössen der Zustandsgleichung. a) Der Ausdeh- 
nungscoefficient. Die Zustandsgleichung wurde mit Hilfe zweier 
Ausdehnungscoefficienten gewonnen, nämlich mittelst des Ausdehnungs- 
coefGcienten a für das gesammte Volumen v, wofür 

V = Vq(\ 4- at) 

gilt, und mittelst des Ausdehnungscoefficienten a'= 1/273 für das 
Volumen (t? — o}), entsprechend der Beziehung 

v _ cö = (vo — (öo) (l + 2I3) • 

1) W. Meyerhoflfer in Ostwald's Ztsch. f. phys. Chem. VH. S. 544 AT. Über 
das Entropie-Princip siehe M. Planck, Wied. Ann. Bd. 31 u. 32, femer L. Dressel, 
Lehrb. d. Phys. S. 310 AT. u. S. 685. 
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Durch Elimination von v aus beiden Gleichungen folgt 



(o — a>« . i?o — ®o 






t?o t ' 273 . Vq 



Benützt man auch den Ausdehnungscoefficienten ß för das Volumen 
(0, indem man annimmt 

a> = cDo(l + ßt), 
so wird 



CO« ^ . t?o — a>o 



« = ?^ + 



V^ '^ ' 273 . Vo 



Der Ausdehnungscoefficient a ist also abhängig von dem Ausdeh- 
nungscoefficienten ß des Molecülvolumens (ö; ist dieser constant, so 
ist auch a constant. Wird ß negativ, so kann auch a negativ werden; 
der FaU ist anwendbar auf die Erwärmung des Wassers zwischen 0« 
und 4® C. Eine Zusammenziehung des Wassers wäre hiemach durch 
eine Abnahme des Molecülvolumens (o zu erklären. Der Energie- 
raum (v - o) würde sich dabei regelmässig ausdehnen. — 

Da das anormale Verhalten des Wassers besonders in der Nähe 
des Schmelzpunktes stattfindet, wo nach E. Wiedemann der Schmelz- 
process noch theilweise fortdauert, imd da das Eis aus nadeiförmigen 
Kry stallen gebildet wird, zwischen denen sich Hohlräume befinden, 
so schliesst die Grösse o auch die Hohlräume in sich, und mit dem 
Verschwinden dieser muss sich o verkleinem. Aber auch eine 
Änderung der Molecüle durch Umlagerung der Atome, ein Zu- 
sammentreten mehrerer Molecüle zu einem einzigen oder umgekehrt 
eine Zerlegung ist höchst wahrscheinlich. Solche Änderungen in der 
Molecülgruppierung und die damit verbundene Änderung des Mole- 
cülvolumens o dürften auch die Ursache der unregelmässigen Aus- 
dehnung des Wassers bei höheren Temperaturen sein. Die Verschie- 
denheit im chemischen Verhalten, die verschiedene Lösungskrafb bei 
verschiedenen Temperaturen sprechen deutlich dafür. 

Ahnliche Anomalien wie das Wasser zeigen auch Jodsilber und 
andere Jodsalze, gewisse Sorten des Schwefels, die leicht flüssigen 
Metalllegierungen und die Alaune. Auch bei diesen Stoffen müssen 
Überzüge in andere Modificationen, Polymerisationen und Depoly- 
merisationen besonders in der Nähe des Schmelzpunktes angenommen 
werden. 

In der vorstehenden Gleichung erscheint auch ß durch den Aus- 
dehnungscoefficienten a bestinunt; dehnt sich ein Körper regelmässig 
aus, so erleidet auch ß keine Veränderung. 

Es ist nicht möglich, aus der Gleichung Werte für ß zu berech- 
nen, weil auch g)q unbekannt ist. Wohl aber kann man unter ge- 
wissen Annahmen für ß Werte für Wq finden. Es liegt die Voraus- 
setzung nahe, dass bei einem Körper, der sich regelmässig ausdehnt, 
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keine Molecularveränderung vor sich gehe, dass also ß = sei; unter 
dieser Voraussetzung wird 

""' — ^ und ^ = 1 — 273«. 



v^ — ©0 273 a t?o 



Dieselbe Bedingung folgt durch Differentiation der Zustandsgieichung 
nach V und T, wenn (o und R' als Constante betrachtet werden, 
und durch Einführung des Ausdehnungscoefficienten a. Sie trifft 
zunächst för vollkommene Gase zu, für die a = 1/273 und somit 
ÖQ = ist. 

Benützen wir die Gleichung auch für einige andere Körper, so 
erhalten wir für 

Athyläther bei 0« C, a = 

Schwefelkohlenstoff 



Äthylalkohol 

Quecksilber 

Blei 

Silber 

Enpfer 

Glas 

Platin 



?? ff 



ff ff 



ff ff 



ff ff 



ff ff 



ff ff 



ff ff 



ff ff 





1 
676' 


CO 
V 


— 0-596 


ff 


1 
877' 


ff 


0-688 


ff 


1 
961 ' . 


w 


0-716 


ff 


1 
55ÖÖ' 


ff 


0-950 




3 


ff 


0-976 


ff 


3öl00' 




3 


ff 


0-984 


ff 


62400 ' 




3 


ff 


0-986 


ff 


58200 ^ 


ff 


3 
116100' 


ff 


0-993 




3 


ff 


0-9977. 


ff 


116700 ^ 



Einige in ähnlicher Weise berechnete Werte für Wasser weisen 
auf eine grosse Veränderlichkeit von w hin; so ist für 

Eis bei -lO-C, «= gi^, ^ = 0-9587 

Wasser „ 14« C, ,,^500' " ^'^^^ 
Wasser „ 100« C, „ ^, „ 0-87G. 

b) Die absolute Temperatur. (W. Thomson [Lord Kelvin] 
1854.) In den §§77 und 78 wurde für die Arbeit eines umkehrbaren 
Kreisprocesses der Ausdruck ermittelt 
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und als Beziehung zwischen der zugeführten und abgeleiteten Wärme 
und deren Temperaturen gefunden 

^r-^ = rr-^^ = const. 

Es zeigte sich, dass dieselbe Beziehung auch fQr alle anderen Körper 
gilt, und dass somit die Temperaturfunction 

allgemeine Giltigkeit besitzt. Damach kann die Temperatur im 
dynamischen Masse gemessen werden, wenn T als Temperaturmass 
betrachtet wird. Aus der Betrachtung über den zweiten Hauptsatz, 
speciell aus der vorstehenden Beziehung folgt für die Temperatur- 
änderung rp 

dT=4r'^Q = const. X dW. 
Vi 

Die Temperaturänderung ist also der Arbeitsleistung bei einem um- 
kehrbaren Kreisprocesse proportional. Gleichen Temperaturänderungen 
entsprechen gleiche Arbeitsleistungen. Mit Rücksicht darauf lässt 
sich eine absolute Temperaturscala verfertigen, die von der Art des 
Körpers unabhängig ist. Die vollkommenen Gase liefern durch ihre 
Volumsänderung eine dieser Forderung entsprechende Scala, und die 
Anwendung der Zustandsgieichung zur Berechnung der Arbeit beim 
umkehrbaren Kreisprocess hat ergeben, dass ebenso wie die Gase 
auch das Energievolumen (v — cd) anderer Körper sich ausdehnt, 
dass also 

die absolute Temperatur darstellt. 

c) Der Cohäsionsdruck. Um einen Wert für den Druck, 
unter welchem das Körpervolumen steht, zu erhalten, unterwerfen wir 
den Körper bei constantem Volumen einer verschwindend kleinen 
Temperatur- beziehungsweise Druckänderung. Dabei bleibt v und 
somit auch P und oj unverändert, und auch R' betrachten wir als 
constant. Die Zustandsgieichung ergibt somit die Beziehung 

(v — (o)dp = R'dT 
oder 

(dp\ r;_ ^ P+p 

Mit Benützung des cubischen Compressionscoefficienten x, für welchen 

die Gleichung gilt 

X ' dv = — V • dp 
und der Ausdehnung 

dv ^= a • Vq ' dt = T— 1 — T dty 



Be ebenso gross sei als die CompresHioD, erhalten wir iür den ge 
■achten Dmck den bereits von E. Dfiliring Rngegebenen Wert 

F+r- '—■ 



Bei festen Körpern ist x zu ermitteln aus dem Elasticitätsmodul E 
und dem Verhältnisse £ der Änderungen der Länge zur Dicke dea 
durch Zug oder Druck in Änspnicli genommenen KÖri)ers. Wirkt 
auf die ganze Oberfläche ein gleicher Dmck, so ist >t = E/3(l — 2s); 
■wirkt nur ein Zug oder Druck der Länge nach auf einen prismati- 

»Bchen Körper, so "ist ä = £'/(l — 2*). (Vgl. § 49a, S. 174.) Wir 
Itetzen nach Wertheim e = 1/3; damit wird im ei-sten Falle x = E. 
Zur Berechnung apecieller Werte wäre die Kenntnis von x und 
u, bezogen auf einen und denselben Körperzustand, erforderlicii ; da 
aber solche Messungen nicht bekannt und beide Grössen von den 
molecularen Zuständen wesentlich abhängig sind, so werden die 
I Resultate mit bekannteu Angaben für x und a nur näberungs weise 
■Cleltung beanspruchen können. In folgender Zusammenstellung wer- 
ben für X die im §48 und för a die vorstehend unter (a) angegebenen 
Verte verwendet ^). Damit erhält man für 

Äther, wenn x = 7400, bei 0" C P = 2980 kg/cm* 
Alkohol, «=12500, P = 3550 kg 



Schwefelkohlenstoff, wenn x 


— 11360, P, = 3540, 


und wenn > 


— 18600, P, — .TO30 kg 


Quecksilber, x — 339000, 


bei 0" C P — 16820 kg 


Silber, «— 71400, 


P —lllOOkg 


Kupfer, X — 11)5090, 


P, — 1480O kg 


und wenn 3t = 17170, 


P,- 24200 kg 


Pktin, x== 1551S, 


P — 1091» kg 


Glas, x — C722, 


P,= 47t«l, 


und wenn x — 3880, 


P,— 2740 kg/ cm". 



'ür Wasser erhält man namentlich wegen der Veränderlichkeit des 
lAusdehnungscoeffioienten bei den verschiedenen Temperatui'en sehr 
Terschiedene Werte; so z. ß. bei ca. 14" C P = 430 kg und bei 
100" C P ^ 40*rf> kg. Mit diesen Resultaten stimmen die später 
aus der Verdampfungawärme zu berechnenden Werte nicht ilberein, 
indem diese bedeutend grösser sind. Wohl aber stehen für die anderen 
Flüssigkeiten die ebenfalls aus den Verdampfuugswärnien abzuleiten- 
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den Werte, die später angegeben werden sollen, mit den vorstehen- 
den in gutem Einklänge. Die von van derWaals berechneten Werte 
sind von jenen ungefähr die Hälfte '), 

Im ganzen dürfen die Werte nur als Näherungswerte gelten, weil 
die benützten Compressionscoefficienten unsicher sind, und weil, wie 
bereits bemerkt wurde, die verwendeten Compressionscoefficienten 
und die Ausdehnungscoefficienten, strenge genommen, nicht zusammen- 
gehörige Grössen sind. 

d) Die specifische Wärme c^. Wenn man in der Zustands- 
gieichung den gesammten Druck (P + p) mittelst des Ausdehnungs- 
und Compressionscoefficienten in der oben angegebenen Weise dar- 
stellt, so kann man darnach einen zur Berechnung brauchbaren Wert 
für die specifische Wärme bei constantem Volumen c» finden; man 
erhält nämlich nach § 75, S. 255 aus der Gleichung 

a 



R 



und darnach 



Cp — Cp 



J{l + aty 



Da der Ausdehnungscoefficient a in der zweiten Potenz erscheint, so 
ist R stets positiv, also Cp> c^. Besondere Werte ergeben für 

Äther bei T= 273^, Cp = 0-3725, c, = 03455, Cp/c^ = 1'018 
Schwefel- 
kohlenstoff „ „ „ 01315, „ 01054, „ 1-248 
Quecksüber „ „ „ 00245, „ 0-0147, „ 1-66 . 

Die specifische Wärme bei constantem Volumen wird dazu be- 
nützt, um das Dulong-Petit^sche Gesetz von der Gleichheit der Atom- 
wärme zur Temperaturerhöhung um einen Grad nachzuweisen. Um- 
fassende Versuche imd Berechnungen von Regnault, E. Wiedemann u. a. 
haben aber gezeigt, dass die so berechneten Atomwärmen nicht con- 
stant sind, sondern dass sie bei verschiedenen Stoffen und auch bei 
einem und demselben Stoffe bei verschiedenen Temperaturen etwas 
verschieden sind. So erhält man z. B. für Schwefelkohlenstoff, 
wenn man Cg mit dem Moleculargewichte 76 multipliciert und durch 
die Atomzahl 3 dividiert, die Atomwärme 2*67 ; für Äther erhält 
man aus Cp, dem Moleculargewichte 74 und der Atomzahl 15 die 
Atom wärme 1*70 und bei höherer Temperatur 3*05. Der einatomige 



1) Van der Waals, die Continuität d. gasf. u. flussg. Zustd. S. 165. 
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Quecksilberdampf liefert 2*94^). Dieser letztere Wert sollte allen 
Atom wärmen zukommen. Da es nicht der Fall ist, so folgt, dass 
unter den gemachten Annahmen das Gesetz von Dulong und Petit 
nicht ganz richtig ist. Will man indessen doch an demselben fest- 
halten, so muss man schliessen, dass d, noch nicht die wahre spe- 
cifische Wärme oder die Wärmecapacität ist, die im Sinne von Clau- 
sius nur zur Vermehrung der lebendigen Kraft der Atome dient, 
sondern dass darin auch ein Äquivalent von Moleculararbeit ent- 
halten ist. 

Für feste Körper kann man die im Vorstehenden (c) berechneten 
Cohäsionsdrücke benützen, und man erhält damit: 

Quecksilber, Dichte = 13-6 , c^ — c^ = 0-0052 
Kupfer, „ 8-88 „ „ 00020 

Süber, „ 1047 „ „ 00017. 

Für Gase, deren Cohäsionsdruck P vernachlässigt werden darf, kann 
die Differenz der specifischen Wärmen JB = J{cp — c^ direct aus dem 
Charles-Boyle'schen Gesetze berechnet werden. Man erhält für die 
Gewichtseinheit eines solchen Gases 

P'V p^'V^ p^ 



R = A^ = ^ 
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und für ein Gewicht, das mittelst der Anzahl n der Gasatome und 
dem Atomgewichte m bestimmt werden mag, 

n ' m ' M = — — -* 

273 

Für Wasserstoff ist B/J= 3-4240 — 24269 = 09971 und m= 1, 

daher -j- == 1 

„ Sauerstoff „ „ 0-2185 — 0-1563 = 00622 und m = 16, 

daher —j- = 1 

„ Stickstoff „ „ 0-2446 — 01738 = 00708 und m = 14, 

daher — r- == 1 . 

Den Gasen kommt also die gleiche Atom wärme mB zu. Haben die 
Gbse auch noch gleiche Volumen, gleichen Druck und gleiche Tem- 
peratur, so muss nothwendig auch n gleich sein, d. h. haben ver- 
schiedene Gase gleichen Druck und gleiche Temperatur, so enthalten 
gleiche Volumen auch gleich viele Atome. Die Erweiterung dieses 
Satzes auf alle Gase gibt das Gesetz von Avogadro. 

Da die Atom- und Moleculargewichte nur Verhältniszahlen sind, 
so nimmt man gewöhnlich den für das Moleculargewicht m gil- 

1) Winkehnanns Handb. d. Phys. S. 387 u. 392. 
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tigen Wert m- R ^ 2 als allgemeine Gasconstante an und gewinnt 
damit für das Charles- Boy le'sche Gesetz folgende einfache Form 

p ' V = 2 ' n ' J' Tj 

worin n die Anzahl der Gasmolecüle bedeutet. 

Ähnliche Betrachtungen wie für Gase lassen sich auch für andere 
homogene Körper mittelst der Zustandsgieichung anstellen; auch für 
diese erhält U' denselben Wert, wenn der gleiche Energieraum 
(v — o) unter gleichem Druck (P + p) steht; und E. Dühring hat 
(in seiner Schrift: Neue Grundgesetze d. Phys. u. Chem.) auch das 
Avogadro'sche Gesetz für allgemein geltend erklärt. Würde auch für 
flüssige und feste Körper im Wärmemasse gemessen m • R'= 1 sein, 
so liessen sich hiernach die Molecülgewichte dieser Körper berech- 
nen. Nach dem unter (a), S. 267 angegebenen Ausdnick für 

(yo—c3o)/v^ = 273a 

wird JR'= R{vq — (öq)/273 at;o= i?, 

und wir erhalten die hypothetischen Werte m = \/R für Queck- 
silber = 200, Kupfer = 500 = 63 • 8, Silber = 590 r^ 108 • 5. 

Damach bestände das flüssige Quecksilber aus denselben Mole- 
cülen wie das gasförmige, die Molecüle des festen Kupfers wären 
aber aus acht und jene des festen Silbers aus fünf Gasmolecülen 
zusammengesetzt. 

e) Bestimmung von Cp/Cr, mittelst der Schallgeschwindig- 
keit^). Nach Newton kann man das in § 54, S. 190 abgeleitete Gesetz 
für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Wellen in elasti- 
schen festen Körpern näherungsweise auch für Gase anwenden. 
Laplace hat jedoch gezeigt, dass die betreffenden Ausdrücke zu Resul- 
taten führen, die von der wahren Grösse der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit um den Factor yTi = ycp/c^ abweichen. Da das Gesetz von 
Laplace den Wert x = Cp/Ct, zu berechnen gestattet, so soll es im 
Folgenden entwickelt werden. 

Die Annahmen für die Ableitungen sollen dieselben sein, wie 
jene im § 54. Wir betrachten eine Luftsäule, deren Achse mit der 
Fortpflanzungsrichtung der Welle zusammenfalle, und fassen drei in 
unendlich nahen Abständen dx liegende Querschnitte, beziehungsweise 
die zwischenliegenden Luftschichten ins Auge. Ist der Querschnitt 
des Cylinders gleich der Flächeneinheit, dann gilt für eine Luftschichte 
nach dem Spannungsgesetze die Gleichung 

p dx = Pq ' dxQ ' a • T, 

wobei p die Spannung, a den Ausdehnungscoefficienten und T die ab- 
solute Temperatur der Luft bedeuten. Werden nun infolge der an- 

1) Siehe meine Abhdlg. in d. Ztsch. f. d. Rlschw. Wien 1883. S. 696. 
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kommenden Welle die Querschnitte verschoben, so werden die Span- 
nung um dpj das Volumen dx um rf| und die Temperatur um dt 
geändert y und man erhält mit Bezug auf das negative Vorzeichen 
für rf| 

dp ' dx — i> • dS = jJq • cif.ro - a - dt. 

Die Temperaturerhöhung dt erhält man aus dem ersten Hauptsatze 
der mechanischen Wärmetheorie, den man auf die hier stattfindende 
adiabatische Zustand sänderung anwendet, nämlich aus 

= e7 • dxQ ' f ' Cc- dt — p ' rf|, f = spec. Gew. 
Damit wird 



7 Pdi[\ J_ ^0-« 1 



Das letzte Glied in der Klammer lässt sich nach dem Gasspannungs- 
gesetze anders gestalten; es ist 

Mit Rücksicht darauf, und wenn man für Cp/c„ = x setzt, wird 

an = X ' p ' ,- • 

In der Nachbarschichte findet derselbe Compressionsprocess statt. Die 
hier auftretende Druckvermehrung ist analog 

dp=^^'P'^^' 

Der Überdruck wirkt auf die vorhergehende Schichte zurück und die 
Differenz d^p = {dp — dp) ist die die Schichte zu longitudinalen 
Schwingungen anregende Kraft; sie ist 

Bei dem Vergleiche dieses Ausdruckes mit dem für die bewegende 
Kraft in § 54, S. 190 finden wir für den Elasticitätsmodul E hier X'p. 
Da die weiteren Entwickelungen von dort sich auch hier geltend machen 
lassen^ so erhalten wir mit Hilfe der angedeuteten Substitution sofort 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen in Gasen, 
speciell in der Luft 

c=i/xi:. 

Daraus wird 

c^'d (.332-4)* • 1-293 ... 

^ p 1Ö333 . 9-8i~ 

Mittelst dieses Wertes kann nun auch das mechanische Äquivalent J 
der Wärme berechnet werden. Aus dem Gasspannungsgesetze ergibt 
sich JK, und li = J(cp — Cp). Daraus folgt J= B/{Cp — c„). 

jAQUSchko, Erlmltung der Energie. 18 
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§ 80. Latente Ausdelmiuigswärine (Clapeyron 1834). Dieselbe 
ergibt sich aus der Verbindung des ersten Hauptsatzes der mechani- 
schen Wärmetheorie mit der Zustandsgieichung. Clapeyron folgerte 
den betreffenden Ausdruck aus dem Camot'schen Principe. Nach dem 
ersten Hauptsatze ist eine Wärmeanderung, welche nur zur Ausdeh- 
nung und nicht zu einer Temperaturanderung dient^ 

und aus der Zustandsgieichung folgt (vgl. auch § 79 c) 

daher ist die latente Ausdehnungswärme für eine Volumseinheit 

^ dv J \dT/v 

Das Gesetz findet Anwendung zur Bestimmung der Gefrierpunkts- 
emiedrigung und der Siedepunktserhöhung unter erhöhtem Drucke. 

§ 81. Gleicliuiig von Thomson (1853). Dieselbe gibt die Grössen- 
beziehungen bei einer adiabatischen Zustandsänderung eines Körpers 
an. Um sie in einfacher Weise zu gewinnen, stellen wir zunächst 
eine Wärmeänderung dQ durch Temperatur und Druck als un- 
abhängig Veränderliche in ähnlicher Weise dar, wie beim ersten 
Hauptsatze (§ 74) durch Temperatur und Volumen. Es ist 

^«-(^i^'+(f),* 

= Cp ' dt -{- -j ('^ — G)) ' dp. 

Die Bedeutung des ersten Differentialquotienten folgt aus dem Begriffe 
der specifischen Wärme bei constantem Drucke, jene des zweiten aus 
dessen Bedeutung als Extensitätsfactor der Energie, beziehungsweise 
aus der hydrostatischen Grundgleichung. Bei einer adiabatischen Zu- 
standsänderung ist nun dQ = 0, folglich besteht die Gleichung 

Cp- dt = — -j (v — c3)-dp. 

m 

Nun ist bei constanter Temperatur die Arbeit 

{v — (d) • d|) = (P -(- jp) • dv, 

femer ist nach S. 268, c) 

{P + pydt=T'dp 
und damit wird 

J.c,.dt=-T.(^).dp. 



Dies ist die Thoiuson'aclie Gleichung. Wird dieselbe auf die 
DehouJig eiuL's Stabes angewendet, so kann man setzen 

wenn f ilus Gewicht der Längeneinheit des Stabes angibt, und man 
erhält 

Diese Form wurde zuerst von Joule (1859) experimentell geprüft. 
Sic gab richtige Resultate; ao z. B. beim Kautschuk. Wenn der- 
selbe durch eine grössere Kralt gedehnt ist, ao verkürzt er sich beim 
Erwärmen und verlängert sich bei der Abkühlung; der Differential- 
qnotient (dv/dl) oder a ist in diesem Falle negativ. Dementsprechend 
zeigt der Kautschuk auch die Eigenschaft, dass er bei starker Deh- 
nung durch Zunahme der Dehnung sich erwärmt, sowie ea die Glei- 
chung verlangt. Für Wasser zwischen 0° und 4" bat Joule das 
Gesetz ziffermäsaig richtig befunden. Für Metalldrähte hat Uaga 
^den Nachweis der Kichtigkeit geliefert^). 

§ 82. Schmelzen, a) Schmelzpunkt und Schmelzwärme. 
Daaa Eis und viele andere feste Körper durch die Wärme in den 
flflssigen Zustand übergeführt werden können, war zu allen Zeiten 
bekannt. Genauere Beatimmungen über die Erscheinung des Schmel- 
zetiB erfolgten aber erst in den letzten Jahrhunderten. Deine lieaa 
im Winter 1754/55 Wasser in einem Glase gefrieren, in welches er 
ein Thermometer gestellt hatte. Wenn er das Gefäas aus Feuer 
brachte, so stieg die Temperatur nur solange, bis das Eis zu schmelzen 
anfieng; dann wurde alle Wärme verschluckt und das Thermometer 
blieb auf 0" stehen, solange noch schmelzendes Eia vorhanden war. 
Die Temperatur, bei welcher das Schmelzen stattfindet, heisat Schmelz- 
punkt. Einige Schmelzpunkte sind: für Quecksilber — 39" C, Eis 
Ü« C, Butter 32" 0, Wachs 58" C, Zinn 220° C, Wismut 265° C, 
Blei 325° C, Zink 420" C, Kupfer 1050° C, Sehmiedeeiaen ll)00° C, 
PUtin 1775" C. 

Metalllegierungen haben meiat einen niederen Schmelzpunkt als 
ihre Beataudtheile, z. B. Roae's Metall bestehend aus Wismut, Zinn 
und Blei, 94-5° C. 

Black fand (1757), dass beim Eintauchen einer Eismasse in 
warmes Wasser die Mischung nicht die mittlere Temperatur annahm, 
sondern dass eine bedeutende Wärmemenge dazu verbraucht wurde, 
am das Eis zu schmelzen. Wenn man 1 kg Eis von 0° C in 1 kg 
Waaaer von SO" C gibt, so reichen die 80 Calorien des letzteren eben 



1) Siehe Wiakelmann, Hdb. d, Phyg. ü. 8. 47C. 
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hin, um das Eis zum Schmelzen zu bringen. Das Ergebnis des^ Vor- 
ganges ist, dass das Eis in Wasser verwandelt wurde, und dass beide 
Kilogramme Wasser schliesslich die Temperatur von 0*^ C haben. Die 
zum Schmelzen verbrauchte Wärme nennt Black latente oder ge- 
bundene Wärme; sie wird heute allgemein Schmelzwärme ge- 
nannt. Die Bestimmung derselben geschieht mittelst der eben ange- 
deuteten, von Black angegebenen Mischungsmethode; sie ist für 
Eis = 80 Cal für 1 kg. 

Das Schmelzen ist ein umkehrbarer Process. Wenn man einer 
Flüssigkeit, die bis zum Schmelzpunkt abgekühlt ist, Wärme ent- 
zieht, so erstarrt sie; der Vorgang heisst Erstarrung, die betref- 
fende Temperatur der Erstarrungspunkt und die Wärme, welche 
der Flüssigkeit entzogen wird, ohne die Temperatur zu ändern, die 
Erstarrungswärme. Das Wasser gefriert oder erstarrt bei 0® C, 
und jedes Kilogramm desselben gibt während des Erstarrens unge- 
fähr 80 Cal Wärme ab. 

Eine Beziehung zwischen Schmelzpunkt imd Druck liefert die 
Gleichung für die latente Ausdehnungswärme (§ 80); dieselbe lautet 



dö_T (dp\ 
dv J ' \dTJv' 



Bezogen auf den Schmelzprocess bedeutet dQ die Schmelzwärme, dv 
die Volumänderung beim Schmelzen und {dp/dT)^ das Verhältnis der 
Änderungen des äusseren Druckes p und der Schmelztemperatur T. 
Da man durch Erwäimung beliebig viel Eis in Wasser verwandeln, 
also das Volumen ändern kann, während p und T constant bleiben, 
so sind letztere Grössen von v unabhängig und das Verhältnis dp/dT 
gilt ohne Vorbehalt. Man erhält demnach flir die Änderung des 
Schmelzpunktes infolge einer Druckänderung das Gesetz 

Für die speciellen Werte dp = l Atm. = 1033 g, dv = — 009 cm^, 
d() = 80g.cal, J= 42700 gcm und 7=273° wird dT = — OmiA^G. 
Durch Druckerhöhung um 1 Atm. wird somit der Schmelz- oder Er- 
starrungspunkt des Eises um 00074° C erniedrigt. Darauf beruht 
die Regelation des Eises (Faraday 1850) bei Gletschern. In den 
Punkten des stärksten Druckes schmilzt das Eis und der Gletscher 
gibt nach; bei Verschiebung des Druckes gefriert das Wasser wieder. 
Der Gletscher zeigt infolge dessen das Verhalten einer zähen Flüssig- 
keit, er vermag in seiner Bewegung allen Thalformen zu folgen. 

Ein ähnliches Verhalten wie Wasser zeigen Wismut, Gusseisen 
und nach Nies und Winkelmann Zink, Kupfer und Antimon, femer 
Schwefelwismut und Kaliumnitrat. 

Dagegen tritt eine Volumsvermehrung beim Schmelzen ein, und 
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' der Sdunolzpunkt wird nach Jem vorstehanden Gesetze Jiircli Druck 
erhöht bpi Blei, Cadiaium, Zinn, Schwefel, Phosphor, Kulium, Natriumj 
Quecksilber, Paraffin, Wachs u. a. 

b) Erklärung des Schmelzens. Es wurile bereits (§ 72, S. 245) 
«ngetilhrt, dasa man nach Clausius annimmt, die Molecüle fester 
Körper bewegen sich um Gleichgewichtslagen, ohne diese ganz zu 
verlassen, und ausser den vibrierenden Bewegungen der Molecüle be- 
stehen auch noch Schwingungen der Atome. Im flSsaigen Zustande 
machen die Molecüle so lobhafte Bewegungen, dass sie von der Cohä- 
eion nicht an bestimmten Orten gehalten werden können, sondern 
dass sie immer in neue Lagen zueinander kommen. Die Cohiision 
soll bei den Flüssigkeiten wesentlich vermindert sein. Schon Clau- 
sius hat bei Erklärung der Electrolyse darauf hingewiesen, dass die 
Molecüle einer Flüssigkeit in Theile, etwa auch in ihre Atome zer- 
setzt gedacht werden müssen, und in neuester Zeit wird aus der 
van't Hoffschen Theorie des osmotischen Druckes gefolgert, dass die 
Galzmolecüle in verdünnten Lösungen sich im gasformigen Zustande 
hehnden. Darauf gestützt, nimmt man gegenwärtig ziemlich allgemein 
an, dass die Molecüle einer Flüssigkeit ähnliche Bewegungen aus- 
führen, wie es die kinetische Gastheorie von den Gasmolecülen lehrt. 

Beim Schmelzen findet ein Übergang vom festen zum flüssigen 
Zustande statt. Dabei erfolgt nach dem Gesagten eine Zerlegung der 
MolecOlgnippen in einzelne Molecüle oder auch in Theilmolecflle, und 
diese beginnen eine lebhafte fortschreitende Bewegung, die durch 
häufige Zusammenstösse nur ihrer Richtung nach geändert wird. 

Durch Zerlegung der Motecülgruppen und durch Depolymeri- 
Bation kann die Volumsänderung beim Schmelzen erklärt werden. 
Es mag z. B. ein Doppelmolecül in zwei Theile zerfallen; alsdann 
ist leicht ersichtlich, dass etwa vier unzerlegte DoppelmolecUle bei 
der Theilung sich auf einen grösseren oder kleineren Raum ausbrei- 
ten können, als ihre acht Theile, Es ist der Unterschied zwischen den 
Theilchen im festen und Süssigon Zustande etwa so aufzufassen, wie 
jener zwischen einem Sand- und einem Staubhaufen; der letztere kann 
tei gleicher Masse einen grösseren oder geringeren Raum einnehmen 
als der erstere. Der Vergleich wird bei jenen Körpern, die im Inne- 
ren Hohlräiune enthalten, wie z. B. bei den Krystallen, gut zutreffen; 
bei diesen kanu dann eine Volumsvermindorung durch eine Ausdeh- 
nung nach innen erklärt werden. 

Auch die verhältnismässig grosse Schmelzwärme lässt sich 
durch die Arbeit der Mol ecülze riegung erklären. Fenier wird damit 
die Veränderung der Grössen o und R' in der Ziistandsgleichung 
(§ 79a und d) begründet, imd die leichte Verschiebbarkeit der Flüs- 
»igkeitstheilehen und die geringe Oberflächenenergie \H = j Pej 
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der Flflssigkt-iteu werden als Folgen der kleinereu Molecüldimc 
(a) leicht begreiflich (g 59, S. 206). 

Nicht so widerspruchsfrei gestaltet sich die Anwendung der Hypo- 
these Ton Claiisius auf die Änderung der CohtUion. Dass die Mole- 
cüle in der Flüssigkeit sich so weit YOn einander entfernen, dass 
dadurch der Zusammenhang wesentlich gelockert werde, kann darum 
nicht nngenomnjen werden, weil bei allen untersuchten Körpern die 
Dichte im festen Znstande nur wenig anders ist, als im flüssigen, bei 
einigen oben genannten Körpern die Dichte im festen Znstande sogar 
kleiner ist, als im flüssigen. Auch die lebendige Kraft der Massen- 
theilchen kann in beiden Zusammenhangsformen nicht so wesentlich 
verschieden sein, dass der kinetische Zustand der FlUssigkeitsmolecÜle 
damit begründet wäre; denn die Temperatur, das Mass der lebendigen 
Kraft, bleibt ja während des Sehmelzens unverändert. Ausserdem 
wurde auf Grund derCompre8sionscoeffieienten(§48) daraufhingewiesen 
und im § 75) c, S. 269 genauer ennittelt, dass die Cohäsion, nämlich 
der Druck auf die Flächeneinheit infolge der Molecularanziehung, b^ 
Flüssigkeiten von der Grössen Ordnung der festen Körper ist, z. B, " * 
Alkohol 3550 kg/cm*, bei Quecksilber 16*^20 kg/cm', bei Si 
11100, bei Platin lOÖtX) kg/cml Van der Waals und J. Stefan koi 
men zu ähnlichen Resultaten; die Berechnung der letzteren rnitt« 
der Verdampfiingitwürme soll unter den Aufgaben des folgenden Pi 
graphen angegeben werden. 

Mit Rücksicht auf diese Umstände und mit Bezug auf den elek- 
trischen Zustand, in welchen Flüssigkeiten versetzt werden können, 
wollen wir die fUr feste Körper angegebene Hypothese (§72b, S.246),. 
auch hier verwenden, um ein Bild für den Vorgang beim Schmel 
zu gewinnen. 

Nach unserer Hypothese ist ein molecnlares Kraftfeld um jf 
Molecül Träger der Cohäsion, und die lebendige Kraft 
bewegungderMoIeeüle ist die Wärme. Wir beschränken damit gewij 
massen die kinetische Theorie auf den Raum jedes einzelnen Mol^ 
cUles. Im festen Zustande sind die Molecüle grösser und sind weiter 
von einander entfernt; die Stärke des Kraftfeldes zwischen den 
Molecülen ist nicht constant, sondern von Punkt zu Punkt vetBchie- 
den. Bei Verschiebung eines Molecüles wird eine grössere Masse einer 
grösseren Kraftändening unterworfen; die Kraft wächst rasch bei An- 
näherung an ein Nachbarmolecül, und die geleistete Arbeit wird in 
lebendige Kraft der Wirbelbewegung, beziehungsweise in Wärme um- 
gesetzt. Wird angenommen, dass die genäherten Molecüle an den 
zugewandten Seiten zusammengedrückt oder abgeplattet werden, so 
ist ersichtlich, dasa die Fliehtraft in den kleineren Kreisen der von 
einander abgekehrten Seiten gi-Össer wird und die Molecüle wieder in 
ihre Gleicligewichtslagen zurückziehen muss. Wird beim Schmelzen 
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jede Molecül(j;ruppe in Einzelmolecille zerlegt, die sich ungeiähr im 
gleichen Räume ausbreiten wie dio festen Moleciile, ao treten die 
Flüssigkeitsmolecüle einander näher, das Kraftfeld wird gleichförmiger, 
die Kraft zwischtm den einzelnen Thcilehen wird geringer, 
aber der Druuk auf die Flächeneinheit wird nicht wesentlich 
geändert. Denkt man sich das moleculare Kraftfeld in ähnlicher 
Weise wie ein elastisches Kraftfeld (§ 53 b und c) durch Ätherver- 
schiebung rings um die Moleciile erzeugt, so folgt leicht, dasa die 
gegen einander gerichteten Verscliiebungen der benachbarten Molecül- 
schichten einander gegenseitig aufheben, daas die Intensität des Feldes 
fast zum Verschwinden gebracht werden kann. Damit lässt sieh die 
leichte Verschieb barkeit der Fl üssigkeitsth eilchen erklären, indem der 
Zustand im Inneren der Flüssigkeit jenem der gasförmigen Körper 
ähnlich ist. Der unterschied zwischen dem Verhalten der Moleciile 
in festen und flüssigen Körpern kann durch einen Vergleich mit zwei 
einfachen Pendeln erläutert werden, von denen das eine mehr Masse 
besitzt und kura ist und das andere eine kleine Masse und eine grosse 
Länge hat. Um beiden Pendehi eine gleiclie Schwingungsweite zu 
ertheilen, muss auf das erstere eine viel grössere Arbeit verwendet 
werden als auf das letztere. 

Auch die weiteren Thatsachen stehen mit dpi" Hypothese im Ein- 
klänge: der Cohiiäionsdruck auf die Ilächeneinheit ist bei demselben 
I Körper im festen und geschmolzenen Zustande nicht wesentlich ver- 
I schieden; bei Flüssigkeiten macht sich die Intensität des Cohäsions- 
1 feldes nur an der Oberfläche geltend, nur die Oberflächenschichte übt 
, auf das Innere den Moleculardnick aus-, bei Tergrösserung der Flttsaig- 
, keitfloberfläche ist die nothweudige Arbeit nur gering, weil der Wert 
für die Oberflächenenergie, als Wert der Rauraenergie in der Ober- 
Mchenschichte, die Dicke der Schichte als Factor enthält und diese 
sehr klein ist (§ 59). Bei einer Formverändemng fester Körper 
ändert sich nicht bloss die Grösse der Oberfläche wie bei Flüssig- 
keiten, sondern es ist damit auch eine Volumsänderung verbunden, 
die zumeist eine grosso Arbeit erfordert. Für Wasser ist die Ober- 
öächeneuergie pro Flächeneinheit gegeben durch die Oberflächenspan- 
nung ^ 7*7 und filr Schwefelkohlenstoff = 33 mg-cm. Wenn aber 
Iz. B. Eisen bei einem Volumen r = 10 cm' infolge einer Deformation 
eine Volumsänderung um 0'00<,H-v erfährt, so ist die zu überwin- 
dende Cohäaionsarbeit P. ^v = 13500 ■ O'l = 1350 kgcm ; diese 
Arbeit ist ungefähr das 2-MiIlionenfache der zur Ob erfläch envergrösse- 
rung des Wassers um lOO cm' nothwendigen Arbeit. 
Anfg. 1. Zwei Kilogranmi Eis von 0" C werden mit 5 kg Wasser 
Ton 90" gemischt uud erzeugen die Miachtemperatur iVCt" C; wie gross ist 
die Schmelzwärme des EisesV — (79*4 Cal.) 2. Wie viel Gramm Eis 
TOD 0" mos3 mau zu 12U g Wasser von 80" mischen, damit das Gemisch 
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sich um 60" abküLIe? — (72 g), 3. Black set-de eine gewisse Quantil 
Eis einer cunstanteD Temiicirator aus iind beobachtete, dass sie 20 Min. 
Zeit zum t^L'bmekeii, dann 25 Mio. bis zum Sieden und dauo l'Ai Min. 
zum Verkochen brauchte; was folgt hieraus für den WttrmeT erbrauch beim 
Schmelzen und heim Sieden? — (Schmelzwärme = 80 C'al, Dampfwüime 
^ 536 Oal.) 4. Wekhe Arbeit wird beim Schmelzen von 1 kg Eis 
braucht? — (34IC0 kgm.) 5, Wie gi-oss ist die bei der Erstarrung 
1 1 Wasser stattfindende Ausdehnung, wenn nach Bunsen das spec. Gew. 
des Eisea = 0'EH674 beträgt? — (flOT cm'J 6. Welche äussere Arbeit 
wird durch die Ausdehnung von 1 kg Wasser beim Gefrieren in der Luft 
geleistet?— (j)-.^i' = l-0328-0'9 = 0-9388kgm-) 7. Durch welchen Druck 
wird der Gefrierpunkt um l" niedriger?^(l35 kg.) 8. Die vorhergehendi 
Frage kann auch mittelst folgender Daten gelöst worden: Der cubiscfai 
Ausdehnungacoefficient des Eises ist 000015426; durch Druck werde die 
Ausdehnung des Eises nicht bis ku 109, sondern nur um Ü-000I5426. 
weniger gestattet, und die Zusammen drückbarkeit des Eises sei 1 Millioni 
durch 1 Atm, — (Man erhillt 154 Atm.) 9. Wie viel Wasser erst 
wenn 6 kg bis auf —12" unterkühlt sind, und wenn das Gefrierei 
einen Anstoss erfolgt? — (09 kg.) (Reis.) 

§ )i<3. Yerdampfang and Sublimation, a) Schon bei gewöholicj 
Temperatur gehen die Flüssigkeiten iiu der Oberfläche in den j 
förmigen Ziistand über; die Erscheinung heisat Verdunstung, Die 
Kraft, welche dieselbe hervorruft, ist die Wärme; sie ist unter ge- 
eigneten Umständen imstande, an der Oberfläche die Cohasion zu 
überwinden. Bei einer bestimmten Temperatur, dem Siedepunkte, 
tritt die Dampfbildimg in der ganzen Flüssigkeit auf, die Flüssigkeit 
kommt in eine wallende Bewegung, sie siedet. 

Ebenso wie zum Schmelzen wird anch Kum Verdampfen 
Wärme verbraucht, welche Verdarapftingawarme genannt wird 
(Black 1762). 

Die Siedepunkte einiger Flüssigkeiten bei gewöhnlichem Luft- 
drucke sind nach Börnstein und Landolt: Zink 930", Quecksilber 
357", Wasser IW", Äthylalkohol 18-i°, Schwefelkohlenstoff 46-2«', 
Äthy^ther 34-9". Einige Verdampfungswärmen sind nach An- 
drews: Wasser 536 Cal., Alkohol 202, Äther P05, Schwefelkohlen- 
Btoff 86-7 Cal. 

Die angegebenen Siedepunkte gelten nur fiir den normalen Luft- 
druck, 760 mm BaromoterBtand. Ist der Luftdruck grosser, so findet 
das Sieden erat bei höherer Temperatur statt; so siedet Wasser z. B, 
unter dem Drucke von 770 »nin bei KW^", unter 720 mm Druck bei 
QS'S" C; unter der Luftpumpe siedet es bei bO° C, wenn der Druck 
ungefähr 90 mm betnlgt. Auf der Erhübung des Siedepunktes durch 
Dnickverraebrung beniht die Anwendung des Papin'schen Topfes. 

Das Gesetz der Abhängigkeit des Siedepunktes vom Druck ist 
ilosselbe, wie jenes für die Beziehungen zwischen Schmelzpunkt und 







Druck; man hat in diesem auatatt der Schrael/.wilnno die Verdampfungs- 
^ärme zu setzen, und die entsprecheodß VolimiBändemng bei der Ver- 
lampfong in Rechnung zu ziehen; demnach hat man (S. 27i>) 
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I Die speciellen Werte T = 213'', J=427kgm, d(? = 5968Cal und 
L äv ^205 ergeben für die Temperatur von 0" C das Verhältnis 

Das Gesetz über den Zustimmenhang von Druck- und Tcmperatur- 
ändening wird nicht dazu bfnützt, um eine oder die andere dieser 
Grössen zu berechnen, sondern um die Darapfwärmo ilQ bei ver- 
schiedenen Temperaturen zu ermittelm Die Beziehung zwischen Tem- 
r peratur und Dampftlnick sind aus Versuchen bekannt; der Dampf 
[befindet sich beim Siedepunkt immer im Maximum der Spanu- 
I kruf t und diese Mnximalspannuugen wurden vielfach gemessen; sie 
I erweisen sich nur von der Temperatur abhängig. Nach Magnus be- 
P^ht die Gleichung 

dp 7W76 ■ 234-63 ■ 2 803585 

riT ~ "(■i.f'Teä -f- ()" 'P- 
l Durch Vorbindung derselben mit dem vorhergehenden allgemeinen 
["Werte fili- dp/dt erhält mau för die Dampiwänne bei 100" C uud 
I dem Drucke ;i = 7(iO mm dQ = 324 Cal für 1 m' Dampf, oder, da 
l kg Dampf das Volumen 16504 m= besitzt, dQ = 530 Cal für 1 kg. 
b) Den Übei'gang eines festen Körpers in Dampfform nennt man 
Sublimation. Auch dieser Process geht unter Wärme verbrauch 
und bei bestimmter Temperatur vor sich, und es gilt für ihn das 
vorstehende allgemeine Gesetz zwisciien Temperatur und Druck. Die 
, Sublimationswärme ist gleich der Schmelzwärme vermehrt um die 
I Verdampfungswäi-me; filr Eis bei 0" C ist sie also 
80 + 596-8 = 67G-8 Cal. 
Ana der Sublimationswärme (576'8 Cal, ferner aas r^273, 
§dV'=206 und J=427 kgm folgt 

5f = 5-1« kgV- 
e) Gleichgewicht der drei Phasen eines Körpers. Die 
L Torstehende allgemeine Gleichung zwischen dp und dT, welche für 
I den Verdampf ungsprocesB und für die Sublimation geltend gemacht 
L wurde, gibt zugleich die Gleichgewichtsbedingungen für die 
t Fälle, als Dampf und Flüssigkeit, beziehungsweise Dampf und fester 
I Körper mit einander in Berührung stehen. Denkt man für jeden 
r Fall die Gleichung integriert, so erhält man die Bedingungsgleichungen, 
I BUS welchen sich für jede Temperatur der zugehörige Dampfdruck 
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berechnoD lässt. Jeder Gleichung entspricht eine Ciirve, die sogenannte 
Dampfspouniuigscurve, deren Coordinaten durch p und T gegeben 
sind. Beide Gleichungen geben zwei Curven, deren Schnittpunkt den 
Druck und die Temperatur bestimmt, bei welcher alle drei Phasen 
eines Körpers, der feste, flüssige and dampftonnige, gleichzeitig neben 
einander bestehen oder im Gleichgewichte sind. Es besteht nur ein 
solcher Punkt des Gleichgewichtes; beim Wasser ist es nahezu der 
Eispunkt, genauer 00075" C bei 457 mm Dnick '). Die beiden Dampf- 
spannungscurven haben aber in diesem Punkte verschiedene Rieb 
tungen; denn liji/dT gibt die trigonometrische Tangente des Nei- 
giingswinbels , welchen die geometrische Tangente an dem betreffen- 
den Curvenpunkte mit der T- Achse bildet, und die Werte sind im 
Eispunkte für beide Curven verschieden: der Wert filr die Dampf- 
spaunimgsciirve Über Wasser ist nach Obigem (a) dp/dl ^ 4-55 uod 
der Wert für Dampf über Eis nach (b) ist dp/dt = 5 16. Der Uö( 
schied der Tangenten beträgt 

(äf) ~ Sf) "" ^'^'^ ~ ^'^^ = '^'■''' ''*^^™' ^ "**''*^ "™- 
d) Erklärung des Siedens. Die Theilchen im Inneren 
Flüssigkeit befinden sich unter dem Cohäsionsdrucke, den die Ober- 
flächenschichte ausübt; in dieser selbst macht sich die Cohäsion als 
ein starker Zug nach einwärts geltend. Die Wärme hält ihr das 
Gleichgewicht. ^ Wenn die Warme imstande ist, die Cohäsion zu 
überwinden, einzelne Theilchen von dem Zusammenhange mit 
übrigen Flüssigkeit zu befreien, danu tritt Verdampfung ein. 

Schon bei gewöhnlicher Temperatur gehen Flüssigkeitstbeiluhf 
an der Oberfläche in Dampfform über, indem die Flüssigkeit 
dunstet. Diese Erscheinung lässt sich mittelst der Hypothese ( 
und 82b), nach welcher das Kraftfeld zwischen den Molecülen Trägor- 
der Cohäsion und die lebendige Kraft der Molecülwirbel die Wärme 
ist, leicht erklären. Der einseitigen Kraftwirkung der Cohäsion in 
der Oberfläcbenschichte entspricht eine Form der Molecüle, die mit 
einem Ei verglichen werden kann; in den oberen kleineren Kreisen 
wird eine ungleich grossere Fliehkraft entwickelt, und diese vermag 
auch die Molecille aus der FUisaigkeit berauazu werfen. Der damit 
verbundene Verlust an lebendiger Kraft macht sich als Verdunstunga- 
kälte geltend. Die Verdunstung wird um so lebhafter vor sich gehen, 
je grösser die Oberfläche der Flüssigkeit ist, je schneller die entstan- 
denen Dünste durch die Luftbewegung weggeschafft werden und je 
wärmer die Flüssigkeit ist. (Erscheinungen: das Trocknen der 
Felder nach Regen durch Sonne und Wind, das Trocknen des Ge- 
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treides und der Wäsche durch Ausbreitt-n, Erwärmimg und Lutlzug; 
Versuche mit dem Kryophor von Wollaston; Anwendung der Ver- 
dnnshmgskälte bei Äther- und Ammoniak-Eismaschinen.) 

Beim Sieden erfolgt die Dumpftildung auch im Inneren der 
BIllsBigkeit; es bilden sich Dampfbiasen, die aufsteigen und eine wal- 
lende Bewegung der Flüssigkeit hervorbringen. Die Dampfbildung 
geschieht zuerst lu den Ilohlriiumen der Flüssigkeit, die gewöhnlich 
mit Luft erfüllt sind; sie kann ebenso erklärt werden wie die Ver- 
dunstung an der Dberfliiche, nur begünstigt die concave Form der 
Flflssigkeitstläche hier die Dampfbildung. Die anfangs im Inneren 
gebildeten Bläschen steigen auf, werden aber wieder condensiert, 
wenn sie beim Hindurchtreten durch die Oberflächenschichte Arbeit 
leisten und Wärme verlieren. Erst wenn die Spannung der Dampt- 
blasen so gross ist, um den äusseren Luftdruck zu überwinden, dann 
beginnt das Sieden. Der Siedepunkt ist darum abhängig von der 
Spannkraft der Dämpfe; er steigt und fällt mit dieser. Bei normalem 
Luftdruck muBs der Wnsserdampf beim Siedepunkte 760 mm Druck 
besitzen; bei geringerem Druck unter der Luftpumpe siedet das Wasaer 
früher, im Dampfkessel wird der Siedepunkt wesentlich erhöht. 

Sind im Inneren der Flüssigkeit keine Luftblasen vorhanden, die 
zur Bildung von Dampf Gelegenheit bieten, so wird das Sieden ver- 
zögert, die Temperatur steigt über den normalen Siedepunkt hinaus. 
In diesem Falle kann der Beginn des Siedens nach unserer Hypothese 
durch eine einseitige Wärmebeweguiig einer Molecülgruppe erklärt 
werden; dieselbe ist als Folge einer stärkeren Erwärmungeiner Stelle 
leicht möglich: Sind einige Molecüle weiter von einander entfernt, so 
ist das Kraftfeld zwischen ihnen auch weniger intensiv, und die 
Wärme der an das schwächere Feld angrenzenden Moleciile kann so 
fiberwiegen, dass sie die Molecüle aus der Wirkungssphäre ihrer Nach- 
bartheilelien herausreisst. An der Trennungsstelle ist nun ein leerer 
Raum, in welchem die Dampfbildung auch plötzlich und stossweise 
erfolgen kann. Nach Beobachtungen von Dufour und Krebs geschieht 
die Dampfbildung unter solchen Umständen thatsächlich explosionsartig. 

Auf. 1. Es ist die U^he eines Berges zu berechnen, an dessen Fasse 
das Wasser bei 99" und auf dessen tjipfel es bei 91" C siedet. Die 
Barometerstande tiet den angegebenen Siedepanktea sind 733'3 und 
545'7 mm, und die Gleichung für die barf/metriscbe Höhenmessang ist 
h= 18474(Iog'< — log6'.) — (A = 2360miii-) 2. Leitet man 3 kg Dampf 
Ton 100" C in 150 kg Wasser von 20° C, so erwBrmt sich das Ganze 
auf 32"; wie gross ist die Dampfwirme des Wassers? — (532 Cal.) 8, Han 
leitet 1 kg Ätherdampf von 35" C durch ein Schlangenrohr, daa in 
10 kg Wasser von 10" C liegt; der Äther fliesst mit 35'* C ab, das 
Waawr steigt auf 19° C; wie gross ist die Dampfwänne des Äthers? — 
(90 CaL) 4. Welche Temperatur erhalten 100 kg Wasser von 10° C, 
wenn in dasselbe 4 kg Dampf von 100" C geleitet werden? Verdampfongs- 
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warme = 536 Cal. — (34-08® C.) 5. Es ist aus der Cohäsionsarbeit 
= Pv des Wassers bei 0® C, welche der Verdampfungswärme äquivalent 
ist, der Cohäsionsdruck P zu berechnen. Verdampfungswärme 596*8 Cal, 
J= 427 kgm, Wasservol. v = 1000 cm». — (Aus P- 1000 = 596-8 • 42700 
folgt P = 25483 kg/cm^ Berechnung nach J. Stefan.) 6. Es ist die vor- 
hergehende Aufgabe so zu lösen, dass man die zur Überwindung der 
Cohäsion P bei der Volumsänderung verbrauchte Arbeit mittelst der van 
der Waals'schen Annahme P = a/v^ berechnet. Das Wasservol. v^ = 1 dm', 
das Darapfvol. V2 = 1165*4 dm*. — (Die Verdampfungsarbeit ist 

Jp-dv =/a • dv/v^ = aiv^ — v^/v^v^ = 25470000 kgcm; 

a = 2549 • 10' und P= a/v^^ = 25500 kg/cm^) 7. Der Cohäsionsdruck 
P des Wassers bei 100° C ist nach den in den vorhergehenden Aufgaben 
angegebenen Methoden zu ermitteln. Das Wasservolumen =1043 cm', 
das Dampfvol. = 1650*4 dm', die Verdampfungswärme = 536 Cal. — 
(P= 21940 kg/cm^). 8. Der Cohäsionsdruck des Eises ist aus der Subli- 
mationswärme == 676*8 Cal und der Dichte 0*92 zu bestimmen. — 
(P = 31000 kg/cm^.) 9. Wie gross ist der Cohäsionsdruck des Äthers 
bei 0° C, wenn die Verdampfungswärme 94 Cal und die Dichte 0*7366 
sind? — (P= 2957 kg/cm^) 10. Wie gross ist der Cohäsionsdruck des 
Schwefelkohlenstoflfes bei 0® C, wenn die Verdampfungswärme 90 Cal 
und die Dichte 1*2923 sind?— (P = 4960 kg/cml) 

§ 84. Gesetze verdünnter Salzlösungen. Durch die Auflösung 
eines Salzes im Wasser wird der innere Flüssigkeitsdruck vermehrt; 
der Druckzuwachs heisst der osmotische Druck. (Siehe § 68.) Für 
denselben gilt nach van't Hoflf das Gasspannungsgesetz, wenn die Lö- 
sung so verdünnt ist, dass die Cohäsion der Salztheilchen aufeinander 
unberücksichtigt bleiben kann. 

Infolge des osmotischen Druckes wird der Gefrierpunkt des 
Lösungsmittels erniedrigt, der Siedepunkt erhöht und der Dampf- 
druck über dem Mittel wird vermindert. Die Gesetze lassen sich 
in folgender elementaren Weise ableiten^): 

Die Entwickelung des ersten Gesetzes kann ähnlich geschehen, 
wie jene der Erniedrigung des Schmelzpunktes durch Druck. 

Wir benützen ein System von Wasser und Eis bei der Schmelz- 
temperatur und lassen die Gewichtseinheit Wasser erstarren; die hie- 
bei entwickelte Erstarrungswärme q entspricht (§ 80) folgender bei 
constanter Temperatur geleisteten Schmelzarbeit 



w 



^J{P+p).dv = Tj^ = T.JS = J.q. 



Nun werde anstatt Wasser eine verdünnte Salzlösung benützt und 
derselbe Process durchgeführt; für den Arbeitswert gilt dann analog 

1) Vgl. meine Abhdlg. in d. Ztsch. f. d. Rlschlw. Wien. 1890. S. 692. 
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und man erhält 

Thatsächlich erstarrt in der Lösung nur das reine Wasser, und wir 
können annehmen, dass bei der geringen Temperaturänderung zlS 
dasselbe bleibt. Der Unterschied /Jto beider Arbeiten ist der Arbeit 
äquivalent, durch welche die betreffende Wassermenge aus der Lösung 
entfernt werden kann; denn die Erstarnmg des Wassers der Lösung 
kann auch so geschehen, dass man erst das Wasser aus der Lösung 
entfernt und dann jenes erstarren lässt. Ist die Lösung in einem 
cylindrischen Gefässe zwischen einem Kolben und einer halbdurch- 
lässigen Wand eingeschlossen, so muss auf ersteren ein Druck in der 
Stärke des osmotischen Druckes, der mit p bezeichnet werden soll, 
ausgeübt werden, um durch die letztere Wasser zu treiben. Ist «' das 
Volumen des so entfernten Wassers, so gilt für den osmotischen 
Druck das dem Charles -Boyle-Avogadro'schen Gesetze analoge Gesetz 
Ton yan't Hoff 

Jw = p ' V = 2 ' n * T ' Jj 

wenn n die im Volumen i? vorhandene Anzahl der Salzmolecüle an- 
gibt. Durch EinfÜlining dieses Wertes in die vorhergehende Glei- 
chung erhält man 

das van't Hoff"sche Gesetz der Gefrierj^unktsemicdrigung. Nach dem- 
selben ist die Temperaturerniedrigung der Anzahl der gelösten Salz- 
molecüle und dem Quadrate der absoluten Temperatur direct und der 
Schmelzwärme umgekehrt proportional. Das Gesetz kann dazu be- 
nützt werden, die Molecülzahl n und das Molecularge wicht zu berechnen^). 
Die durchgeführte Betrachtung lässt sich auch für die Verdampfung 
von Salzlösungen geltend machen. Wir wollen das Resultat dazu 
benützen, das Gesetz der Dampf druck Verminderung über Lö- 
sungen zu gewinnen. Zu diesem Zwecke setzen wir den gefundenen 
Wert jdT in die Gleichung für die latente Ausdehnungswiirnie (§ 80) 
(^Q=^q)^ nämlich in 

J- JQ' ^T= T'Jp'zIv 

und erhalten J'2 • n - T = Jp • z/y, 

wo zip die Dampfdruckverminderung bedeutet; für Jv als Unter- 
schied des Dampf- und Flüssigkeitsvolumons der Gewichtseinheit setzen 
wir näherungsweise das Dampfvolumen. Nach der Zustandsgieichung 
gilt fttr dasselbe, wenn p der Dampfdruck und N die Anzahl Wasser- 

molecüle sind, 

p . Jv = 2 ' N ' T ' J, 

1) G. Helm, (Jruiulzüjjre der math. Chemie. S. 101 ff. 
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Aus den zwei letzten Gleichungen folgt 

zip n 

d. h. das Verhältnis der Dampfdruckverminderung über einer Salz- 
lösung zu dem herrschenden Dampfdrucke ist gleich dem Verhält- 
nisse der Zahlen der Molecüle von Salz und Lösungsmittel. Das 
Ergebnis stimmt überein mit dem von Raoult durch Messungen 
festgestellten Gesetze^). 

Die entwickelten Gesetze des osmotischen Druckes der Gefrier- 
punktsemiedrigung und Verminderung des Dampfdruckes gelten voll- 
kommen für Lösungen fester Stoffe (wie z. B. Zacker), welche sich 
zum Lösungsmittel chemisch indifferent verhalten. Viele Salze, Sauren 
und Basen zeigen aber Abweichungen, und zwar von allen drei Ge- 
setzen im gleichen Sinne. Der osmotische Druck ist z. B. für Chlor- 
kalium fast doppelt so gross, als er nach dem Moleculargewichte sein 
sollte. Diese Abweichungen werden dadurch erklärt, dass die bezüg- 
lichen Stoffe in ihren Lösungen dissociiert angenommen werden. Die 
Erklärung steht mit anderen Erscheinungen, z. B. mit der Elektrolyse 
solcher Körper, im vollen Einklänge. 

§ 85. Einfluss der Oberfläclienspannung auf die Dampfspannung^). 
Nach W. Thomson ist die Dampfspannung über einer Flüssigkeit von 
der Oberflächenspannung der Flüssigkeit und somit auch von der Ge- 
stalt der Oberfläche abhängig. Um die gesetzmässigen Beziehungen 
aufzufinden, nehmen wir zwei Flüssigkeitskugeln von verschiedener 
Grösse im Dampfe derselben Flüssigkeit an imd setzen den Dampf 
gesättigt voraus, so dass Gleichgewicht herrscht. Es mag nun ein 
Theilchen von der ersten Flüssigkeitskugel in Dampf übergehen und 
gleichzeitig ebenso viel Flüssigkeit aus dem Dampf an der zweiten 
Flüssigkeitskugel niedergeschlagen werden. Dadurch wird das Gleich- 
gewicht nicht gestört und es müssen deshalb die geleisteten Arbeiten 
zusammen die Summe Null geben. In mathematischer Form gibt 
die Bedingung eine Gleichung, aus welcher sich die Unterschiede der 
Dampfspannungen über den beiden Flüssigkeitskugeln berechnen lassen. 
Um die betreffende Gleichung zu erhalten, benützen wir die poten- 
tielle Energie der kugelförmigen Flüssigkeitsmasse, die sich aus der 
Arbeit der inneren Flüssigkeit m und aus der Arbeit der Oberfläche 
zusammensetzt; sind das Volumen v, die Dichte ö, der Normaldruck 
P, die Oberflächenspannung Hy der Halbmesser der Kugel r, dann 
haben wir für die Cohäsionsarbeit der Flüssigkeit die Gleichung (S. 205) 

.2 



A = P'V'\-H'4^'r'-'7C, 



1) W. Ostwald, Grundriss der allgemeinen Chemie. S. 137. 

2) Siehe meine Abhdlg. über die Gesetze d. Oberflächendruckes. S. 42. 
Troppau 1890. 
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Lastet auf der Flüssigkeit ein Dampfdruck p, so vermehrt der- 
selbe den Gohäsionsdruck und wir können schreiben 

A = {P + p)'^ + H4r^j^. 

Beim Entfernen eines Theilchens ändern sich Masse und Halb- 
messer tmd damit auch der Arbeitswert der Flüssigkeitskugel; die 
Arbeitsanderung ist 

JÄ=={p + P)~ + 2'E' ^r-n.Jr, 

femer ist 

m = -^ ' r^ ' 7C ' d und zim = 4r^ 7t - d- ^r, 

3 

daher wird 

JA _ P+p . 2fi^ 
Jm S * r .d' 

Der Ausdruck bestimmt die Verdampfungsarbeit für die Massen- 
einheit der Flüssigkeit^ wenn der Dampf in den leeren Raum ent- 
weicht; geht derselbe aber in den um die Kugel liegenden Dampf 
über, so behalt er den Arbeitswert (^i +i>)/<Ji), wenn Pj den Gohä- 
sionsdruck und d^ die Dichte des Dampfes bedeuten; dieser Wert 
ist in Abzug zu bringen. Daher erhalten wir für die Verdampfungs- 
arbeit der Masseneinheit 

JW _ P+_p , 2Jf _ Pi+p 

Dieselbe Form gilt für den Arbeitsgewinn beim Niederschlagen 
des Dampfes auf der zweiten Flüssigkeitskugel; wir haben nur die 
entsprechenden Grössen einzusetzen^ nämlich den Halbmesser r^y die 
Dampfspannung p^^ und den inneren Dampfdruck (Pj + pj). Das 
Gleichgewicht fordert die Gleichheit beider Arbeitswerte und daher 
gilt die Bedingung 

P + p,2H P, + p_P + p, , 2H P,+p, 






"iL f 



daraus folgt 

(p, -i») (^ - i) = -r • il; - v) ■ 

Ist die zweite Flüssigkeitsmasse eben begrenzt, dann ist r^ = oo. 
Bezeichnen wir den Dampfdruck an dieser Begrenzungsfläche mit p^y 
dann erhalten wir für den Dampfdruck über der gekrümmten Fläche 

P-Po + T7ir:rs;y 

Die Gleichung lehrt den Satz: Der Unterschied der Dampfspan- 
nungen über einer gekrümmten und einer ebenen Fläche ist propor- 
tional der Oberflächenspannung, der mittleren Krümmung des betref- 
fenden Flächenelementes und der Dampfdichte, und umgekehrt pro- 



288 V. W&rme. [§ 86—86. 

portional der Differenz aus den Dichten von Flüssigkeit und Dampf. 
Mit Rücksicht auf das Vorzeichen des Krümmungshalbmessers folgt, 
dass die Dampfspannung über convexen Flüssigkeitsoberflächen 
grösser und über toncaven Flächen kleiner ist als über ebenen. — 

Nach Thomson und R. v. Helmholtz^) kann das Gesetz zur Er- 
klärung einiger wichtiger Erscheinungen verwendet werden. Da das 
Maximum der Spannkraft des Dampfes über concaven Flüssigkeits- 
oberflächen geringer ist, als über ebenen, so wird daselbst auch 
schon bei geringerem Druck Condensation eintreten. 

Hiemach erklärt sich das Feuchtwerden hygroskopischer Stoffe, 
wenn auch die umgebende Luft nicht mit Wasserdampf gesättigt ist, 
und ebenso der Beginn der Condensation des Wasserdampfes in der 
Luft an Staubtheilchen. Die Condensation über convexen Oberflächen 
erfolgt erst bei höherem Drucke als über ebenen; daher in dampf- 
haltiger Luft kleine Wassertröpfchen sich nicht vergrössem, sondern 
vielmehr verdampfen werden; nach Maxwell werden nur die grösseren 
Tropfen durch Verdichtung wachsen, so dass allein durch solche Ver- 
dichtung sichtbare Tropfen gebildet werden, ohne dass kleinere Tropfen 
sich dazu vereinigen müssten. Auch die Verdampfung wird bei 
kleinerem Drucke beginnen an Stellen mit concaver Oberfläche; 
solche Flächen sind in einer Flüssigkeit vorhanden, welche Gase 
absorbiert enthält und wird hierdurch der Einfluss erklärt, den die 
absorbierten Gase auf das Sieden der Flüssigkeit ausüben. 

§ 86. Discnssion der van der Waals'schen Zustandsgieichung. 
Kritischer Punkt. Die Zustandsgieichung in der Form 

{P+p)(v — (o) = R' T 

wurde aus dem ersten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie 
gewonnen und darf deshalb auch allgemeine Giltigkeit beanspruchen. 
P ist eine unbestimmte Function des Volumens. Bei molecularen 
Veränderungen sind die Grössen co und B, veränderlich; die letztere 
ist jedenfalls der Molecülzahl proportional. Wenn keine molecularen 
Veränderungen eintreten, so dürfen co und B als constant betrachtet 
werden. Unter dieser Voraussetzung macht van der Waals von der 
Zustandsgieichung Gebrauch^); femer setzt er für P = a/v^^ sieht 
auch a als constant an und gewinnt dadurch ein einfaches, leicht an- 
wendbares, allerdings nur näherungsweise richtiges Gesetz, nämlich 
die Form 



{p+^){v-c;) = R^T, 



1) Helmholtz, Wied. Ann. 27. S. 520. 

2) Van der Waals: Die Continuität des gasf. u. flüssg. Zustandes. Deutsch 
v. lioth. 1881. 
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Der äussere Druck p, das Volumen v und die absolute Temperatur 
T gelten als veränderlich; a, o und jR als constant. Van der Waals 
bezieht diese Zustandsgieichung auf Flüssigkeiten und Gase und zieht 
eine Reihe wichtiger Folgerungen über den Vorgang bei der Ver- 
dampfung^ über die Unterschiede zwischen Dämpfen und Gasen u. s. w., 
die durch Versuche bestätigt werden. Da die Gleichung namentlich 
in geometrischer Darstellung ein sehr anschauliches Bild von den be- 
treffenden Erscheinungen zu geben vermag, so soll dieselbe im Folgen- 
den discutiert werden. Wenn auch das Bild nur auf annäherungs- 
weise Richtigkeit Anspruch machen kann, so vermag es der physi- 
kalischen Erklärung, um die es uns hier zu thun ist, doch vorzüg- 
liche Dienste zu leisten^). 

Zunächst lässt sich die Gleichung so umformen, dass sie gleich- 
zeitig für alle Flüssigkeiten und Gase, auf die sie überhaupt anwend- 
bar ist, gilt. 

Zur Durchführung dieser Umformung ordnen wir nach v und 
erhalten 

« (R- T . \ ä,a a« ^ 

Die Gleichung hat drei gleiche Wurzeln v^, wenn sie überein- 
stimmt mit der Form 

Dies ist der Fall, wenn die Coefficienten derselben Potenzen von 
V in beiden Gleichungen einander gleich sind, also wenn 

RT . o a „gflco o 

- _ + 03 = 3 v^, -- = 3 V, — = tv'. 

Daraus ergibt sich, wenn wir noch die diesen Bedingungen ent- 
sprechenden Zustandsgrössen mit den Zeigern versehen. 



27- CO« 27(0 R 

Der Zustand des Kör|)ers ist also in diesem Punkte durch seine 
charakteristischen Constanten völlig bestimmt; er wird der kritische 
Zustand genannt. Tq heisst die kritische Temperatur oder der kri- 
tische Punkt, Vq das kritische Volumen und Pq der kritische Druck. 
— Führt man diese Grössen als Einheiten in die allgemeine Gleichung 
ein^ indem man setzt 

p = jpj .p^^ V = t'i 'Vq und T=tTQ, 



1) Siehe meine Abhdlg. über Ähnlichkeit ver.schieil. Spannungszustande in 
d. Ztsch. f. d. RLschlw. 1881. S. Ö8G. 

Jftnntohke, Erhaltung der Energie. 19 



so erhält man die Form 

(r + ^)(3-.-1)-8'. 

Damit sind sämmtliche von der besonderen Natnr eines Körpers 
abhängigen Constanten we^e&llen; das Gesetz gilt demnach in dieser 
Form für olle Flüssigkeiten und Oase gleichzeitig innerhalb seines 
Verwendungsgebietes, för das sich zunächst genüss obiger diesbezOg- 
lieben Bemerkungen die Bedingung v, > -^^ erkennen läset. 

Die zahlreichen Si^ussfolgerungen, welche sieb daraus für alle 
Körper beider Zusammenhangsformen ergeben, wollen wir beschranken 
auf eine kurze Betrachtang der Zustandsänderungen in zwei fallen, 
nämlich bei stete gleichbleibender Temperatur (nach einer Isotherme), 
und unter gleichem Druck (nach einer Gurve constanten Druckes). 
Der Verlauf der bezQglichen Erscheinungen wird durch BenDtznng 
einer graphischen Darstellung deutlich und übersichtlich. 

Das Bild fUr die Zustandsänderung bei constanter Temperatur 
liefern die Isothermen in Fig. 62. Dieselben sind unter der gewöhn- 
lichen Annahme, dass der Druck in der Kichtung der verticalen 
Achse und das Volumen in der Richtung der horizontalen Achse 
gemessen werden, nach der vorstehenden Gleichung fUr die Tempera- 
turen < = 02, f = 0-9, t=l und t^2 construiert. 




Der Verlauf der Isotherme / (für t = 00) zeigt, dass für 
Drucke, die grösser als EE' (0724 , . .) sind, der Körper nur ein 
Volumen besitzt, also nur in einem Zustande bestehen kann; dieser 
Zustand ist der flüssige. Für einen Druck zwischen EE' (0724) 
und DD' (0-409) zeigt die Gurre drei verechiedene Volumen; der 
Körper kann da in drei verschiedenen Zuständen, im flüssigen, gaa- 



|B0.] 



V. W&rme. 



291 



I 



l5rinigeD und einem labilen Zwiflchenzustande, bestehen. Bei kleine- 
ren Drucken als DD' hat der Körper steta nur ein bestimmtes Volu- 
men, bei welchem er sich im gasförmigen Zustande befindet. 

Der Verlauf der Lsotherme in Verbindung mit den beob achteten 
Thatsachen gestattet einige Schlüsse bezüglich des Ubei^nges aus 
dem flüssigen in den gasförmigen Zustand. Die Beobachtung lehrt, 
doss die Verdampfung bei constantem äusseren Drucke erfolgt, 
nämlich bei der vielfach bestimmten Maxi mal Spannung {AÄ'= CC) 
des mit seiner Flüssigkeit in Berührung stehenden Dampfes. Die beim 
Verdampfungaprocess geleistete äussere Arbeit — das Product aus 
der Kraft in die Volumsänderung — wird demnach durch ein Recht- 
eck angegeben, das in Fig. C2 durch AA'CC dargestellt erscheint. 
Xach W. Thomson bestehen bei der Verdampfung die von dem 
Linienstucke ADBEC dai^estellten Zustände in der Oberflächen- 
Bchichte und wird von der Wärme des Körpers Arbeit geleistet, 
welche, nach der Form Hp-Jv berechnet, der von dem Linienzoge 
ADSECCA'A eingeschlossenen Fläche gleichkommt. Clausius') 
hat mittelst des 7,weit*n Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie 
nachgewiesen, dass diese beiden Arbeiten einander gleich sein müssen. 
Unter der Bedingung dieser Gleichheit, welche wir nach dem Energie- 
principe auch direct anerkenneu können, liegt die Gerade AC des 
gleichen äusseren Druckes, welche der Verdampfung entspricht, so, 
dass die Flächenstücke ADBA und BECB einander gleich sind. — 
Die erfabrungsmäseige Linie des äusseren Druckes hat somit die Form 
lABCr. Thatsachen sprechen indessen dafür, dass eine Flüssigkeit 
auch bei bedeiitend niedrigeren Drucken als Ä^i' [längs der Isotherme 
/F selbst bei negativen Drucken*)] bestehen kann, nämlich wenn 
dieselbe nicht mit ihrem Dampfe in Verbindung steht; sobald aber 
eine solclie Berühmng eintritt, dann geht die Dampfen t Wickelung 
unter demselben Drucke explosionsartig vor sich; es erfolgt ein „Sie- 
den mit Stossen", indem die entwickelte Arbeit des Gases (längs des 
gekrümmten Isothermenstückes) grösser ist, als die bei constantem 
Drucke geleitete äussere Arbeit zur Vei^Össerung des Volumens. — 
Bei einem Drucke, der grösser als AA' und kleiner als EE' ist, 
wird ein Dampf, welcher mit seiner Flüssigkeit in Berührung steht, 
condensiert werden. — Ein Zustand, welcher dem Linienstücke DBE 
entspricht, ist nicht stabil, da bei Überführung dahin entweder die 
entwickelte innere Arbeit (die von der Linie begrenzte Fläche), oder 
die geleistete äussere Arbeit (die von der Geraden des constanten 
Druckes begrenzte Fläche) grösser ist, und daher bis zur Gleichstel- 



1) H. ClaUBius, Wied. Ann. 9, ä. 33C. 

8) Z. B, eine CJueckailberaänle im Baromet*rrohre, deren Höhe grössi 
ab lie dem Luftdrucke entspricht Siehe Maiwell, Theorie der Wlrme, l 
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lung beider noch ein weiterer Vorgang folgen muss^ wenn überliaüpt 
die Zustandsänderung nach einer bestimmten Isotherme geschehen 
soll. — Wir bemerken auch noch, dass die höchsten und tie&ten 
Punkte der Curve, zwischen welchen die Verdampfung oder die Con- 
densation erfolgt, zu beiden Seiten der Ordinate KK des kritischen 
Volumens (= 1) liegen. Die Volumen für diese Punkte sind angefahr 

v^ = 1-5 und Vi) = 075. 

Die Isotherme J7, welche der kritischen Temperatur zugehörig 
und alle oberhalb derselben gelegenen Linien zeigen keine höchsten 
und tiefsten Punkte; alle die betreffenden Linien ergeben bei einem 
bestimmten Drucke nur ein Volumen; längs der ganzen Isotherme 
besteht der Körper nur in einem, dem eigentlichen gasformigen 
Zustande. Damit ist auch die physikalische Bedeutung des kri- 
tischen Punktes gegeben: bei allen über dem kritischen Punkte ge- 
legenen Temperaturen ist es nicht möglich, ein Gas durch Druck in 
den flüssigen Zustand zu bringen. — Die Isothermen {III IIF) der 
noch bedeutend höher gelegenen Temperaturen nähern sich in ihrer 
Form allmählich einer gleichseitigen Hyperbel (j)v = jBT), welche 
dem Boyle'schen Gesetze entsprechen würde. 

Die Grenzpunkte der geraden Verdampfungslinien von den auf- 
einanderfolgenden Isothermen setzen eine Linie ÄKC . . . zusammen, 
welche den flüssigen, dampfförmigen und den Zwischenzustand trennt^ 
die Volumsänderung bei der Verdampfung erkennen lässt und zeigt, 
dass diese immer kleiner wird, je höher die Temperatur ist; beim kri- 
tischen Punkte bestehen alle drei Zustände zu gleicher Zeit, und über 
demselben findet keine sprungweise Volumsänderung, also auch keine 
entsprechende Zustandsänderung mehr statt. 



Fig. 63. 



7' 
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Der kritische Punkt ist für Äther 187-5<> C, 

„ Weingeist 258-6^ C 
und „ Wasser 411-7o C ^). 



1) Maxwell, a. a. 0. S. 142. 
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Gewöhnlich findet der Verlauf der Erscheinung bei fortgesetzter 
Erwärmuiig einer Flüsaigkeit unter coustantem äusseren Druck 
statt. Derselbe ist in Fig. 63 bildlich dargestellt, welche die Span- 
nungsgleichnng für den in Einheiten des kritischen Druckes gemes- 
senen Druck p^ ^ 0'2 ergibt- Die Temperaturen sind darin längs 
der Ordinatenachse imd die Volumen längs der Abacissenaxe auf- 
getragen. An dem sich ergebenden Linienznge lassen sich ähnliche 
Betrachtungen anstellen, wie an der Isotherme. Man ersieht einen 
dem flüssigen Zustande entsprechenden, rasch ansteigenden linken und 
einen dem gastonnigen Zustande zugehörigen rechten Theil c und 
dazwischen einen zweimal entgegengesetzt gekrümmten Verbindungszug 
h, welcher einem labilen Zustande in der Obertlächenschichte ent- 
sprechen mag. Der höchste Punkt darin hat die Ordinate r=0'8694. 
Während der Verdampfung durchläuft der den Zustand bestimmende 
Punkt den letzteren Verbindungstheil als theoretischen Linienzug des 
Überganges, und die Temperaturcoordinate beschreibt dabei eine Fläche, 
welche durch die Form £t ■ Jv gegeben ist. — Die Erfahrung lehrt 
aber, dasa die Verdampfung bei constanter Temperatur, also längs 
einer horizontalen Geraden g, welche mit der auch bei der Isotherme 
gezeichneten Geraden der Verdampfung unter demselben Druck uud 
derselben Temperatur übereinstimmt, erfolgt. Die in Wirklichkeit 
gemessene constante Temperaturcoordinate beschreibt demnach ein 
Rechteck, dessen Fläche durch die Volumsänderung und den Energie- 
Terbrauch bei der Verdampfung völlig bestimmt ist. Soll nun der 
theoretische Verlauf nach der krummen Linie in Fig. 63 mit den 
thatsächlichen Verhältnissen übereinstimmen, so müssen die beiden, 
nämlich die von den theoretischen und den thatsächlichen Temperatur* 
coordinaten beschriebenen Flächen einander gleich sein. Damit ist 
die Lage der Geraden, nach welcher das Sieden erfolgt, und gleich- 
zeitig auch die Siedetemperatur und die Grösse der Volumsände 
ning bei der Verdampfung bestimmt. — Wenn die Flüssigkeit eine 
höhere als der Geraden g entsprechende Temperatur annimmt, dann 
tritt die Erscheinung des Siedeverzuges ein, welche wirklich beob- 
achtet wird, wenn die Flüsaigkeit keine Gase absorbiert euthält. 
Ähnlich wie es die Betrachtung der Isotherme ergeben hat, tritt in 
diesem Falle ein Sieden mit Stossen auf. 

Die obige, für alle Flüssigkeiten und Gase gleichzeitig gütige 
Spannungsgleichung in Verbindung mit der fUr den Verdampfungs- 
process giltigen Gleichung nach Clausius 

p ■ ^v '^^Jp ■ dv, 

deren Bedeutung in graphischer Darstellung vorstehend angegeben 
wurde, gestattet für jede bestimmte Temperatur als Siedepunkt die 
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zugehörige Spannung und umgekehrt, und ebenso die zugehörigen 
Flüssigkeits- und Gasvolumen zu berechnen. Die erhaltenen Resul- 
tate gelten für alle Körper zugleich, deren Temperatur, Druck und 
Volumen dieselben Vielfechen der bezüglichen kritischen Grössen sind. 
Besitzt man für eine gewisse Flüssigkeit erfahrungsgemass Zu- 
standsbestimmungsstücke, dann können diese auch benützt werden, 
um die entsprechenden Daten einer anderen Flüssigkeit zu berechnen, 
wenn für die letztere Temperatur, Druck und Volumen im kritischen 
Zustande bekannt sind. Hierdurch ist unter anderen eine allgemeine 
Beziehung zwischen den Siedetemperaturen der verschiedenen Flüssig- 
keiten, ein Gesetz entsprechender Siedepunkte ausgedrückt: 
nämlich, wenn die Drucke verschiedener Flüssigkeiten in Einheiten 
der zugehörigen kritischen Drucke einander gleich sind, so sind auch 
die Siedetemperaturen in Einheiten der betreffenden kritischen Tem- 
peraturen einander gleich. Damach ist es z. B. möglich, den Siede- 
punkt für Kohlensäure unter dem Drucke 1 Atm. zu berechnen, wenn 
die Beobachtungen für Atherdampf bekannt sind. Für Kohlensäure 
sind der kritische Druck 72 Atm. und die kritische Temperatur 

303-9® T; 1 Atm. ist — des kritischen Druckes. — Für Äther ist der 

kritische Druck 36*9 Atm. und die kritische Temperatur 188° C. 
Soll der Druck p des Äthers in Einheiten des kritischen Druckes mit 
dem der Kohlensäure übereinstimmen, dann ist 

P ^ 1 

36 9 72 ' 

also 

l> = ^ . 760 = 389 mm. 

Für diesen Druck findet man in einer Beobachtungstabelle als 
Siedepunkt des Äthers ungefähr 16-9® C, d. i. 273 + 16*9 absolute 
Temperaturgrade, oder in Theilen der kritischen Temperatur = 0*629. 
— Diese Temperatur in Einheiten der betreffenden kritischen Tem- 
peratur ist auch der Siedepunkt der Kohlensäure; umgerechnet erhält 
man für denselben 0629 • 303*9 absolute Grade oder — 82° C. Aus 
Faraday*s Beobachtungen ergibt sich thatsächlich — 82 °C^). 

Verbesserungen der van der Waals'schen Zustandsgieichung wur- 
den von Clausius*), Kammerling-Onnes'), G. Jäger*) u. a. angegeben. 



1) Van der Waals, a. a. 0. S. 183. 

2) Van der Waals, Continuitat, S. 129. 

3) Eammerling-Onnes, k. Ak. van Vetensch. 1881, 45 and Winkelmann, 
Hdb. d. Phys. U, S. 789. 

4) G. Jäger, Wien. Ber. 101, S. 1620 u. 102, S. 257 u. Winkehnann, Hdb. 
n, a 544 u. 551. 
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Die betreffenden Gleichungen lassen sich in ähnlicher Weise wie die 
erstere zu einer Theorie der tlbereinstimmenden Zustande yerwenden. 

Aufg. Figur 62 ist zur Erklärung folgender Sätze zu verwenden: 
1^ Beim Sieden hat der Dampf stets den Druck der äusseren Luft; 
2) Dampf, dessen Temperatur gleich dem seinem Drucke entsprechenden 
Siedepunkte ist, befindet sich im Maximum der Spannkraft; 3) jede Vo- 
lumsverminderung beim Maximum der Spannkraft hat keine Drucksteige- 
rung, sondern Condensation zur Folge; 4) das Maximum der Spannkraft 
wächst mit der Temperatur; 5) Gase über dem kritischen Punkt haben 
kein Maximum der Spannkraft. 



VI. Elektricität. Elektrostatik. 

§ 87. Gnmdersclieiiiniigen. Elektrischer Zustand. Die Elektri- 
cität tritt in der gewaltigen und grossartigen Erscheinung des Ge- 
witters, im Polarlichte und anderen Naturerscheinungen zutage , und 
für die Industrie und den Verkehr ist sie heute eine unentbehrliche 
Karaffe. Die Kenntnisse über dieselbe wurden jedoch erst in den 
letzten zwei Jahrhunderten gewonnen: erst im 18. Jahrhunderte er- 
kannte Franklin die elektrische Natur des Gewitters, imd die Elektro- 
technik ist eine Emingenschafb der letzten Jahrzehnte. 

Die Gründe dafür, warum die Kenntnis von der Elektricität nicht 
schon früher erworben wurde, sind darin zu suchen, dass dieselbe nur 
auf experimentellem Wege zu erreichen war, und dass diese Forschungs- 
methode erst in der letzten Zeit ausgebildet wurde, femer darin, dass 
wir einen besonderen Sinn zur Wahmehipung der Elektricität nicht 
besitzen. Die alten Griechen (Thaies von Milet 600 v. Chr.) kannten 
die Eigenschaft des Bernsteins, dass er durch Reibung befähigt wird, 
leichte Körperchen anzuziehen. Gilbert in Colchester (1600) unter- 
suchte, ob nicht andere Körper ebensolche Anziehung ausübten, und 
fand dieselbe Eigenschaft beim Diamant, Saphir, Opal, Bergkrystall, 
Glas, Schwefel, Harz, Steinsalz u. a.; er nannte die Körper elektrische 
Körper (von Bernstein == ^kexxQov) und die ihnen innewohnende 
Kraft elektrische Kraft ^). Nicht elektrisch, und deshalb auch an- 
elektrisch genannt, wurden: Smaragd, Achat, Perlen, Chalcedon, 
Alabaster, Marmor, Knochen, Elfenbein und die Metalle. Gilbert 
wies auch den ungünstigen Einfluss der Feuchtigkeit auf die elektri- 
schen Körper nach. 

Otto von Guericke (Exper. v. ca. 1650 — 1663) entdeckte, dass ein 
leichter Körper, z. B. eine Flaumfeder, nach der Anziehung von einem 
geriebenen elektrischen Körper von diesem abgestossen wurde. (Ver- 
suche mit dem elektrischen Pendel. Das Strohhalmelektroskop von 
Volta 1781.) Er bemerkte auch das elektrische Leuchten und Knistern 
einer Schwefelkugel. Boyle fand, dass nicht elektrisierte Körper elek- 
trisierte anziehen, dass also die Wirkung der Körper wechselseitig 

1) Rosenberger, Geschichte d. Phys. Wallentin, Moderne Elektricitatslehre. 
Silv. Thompson, Vorlesungen über Elektr. Deutsch von Himstedt. 
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ist, ferner zeigte er, dass die elektrische Anziehung auch im luft- 
leeren Räume stattfindet. 

§ SK Gnta und schlechte Leiter der Elektricität. Stephan Gray 
untersuchte (1727), ob eine Öliisröhre in anderer Weise elektrisch 
würde, wenn sie an beiden Enden geschlossen, als wenn sie offen 
wäre, und bemerkte, dass nii'ht nur die Röhre selbst, sondern auch 
der Kork, mit dem sie geschlossen war, leichte Körper anzogen. Er 
steckte dann in den Kork Holzstäbchen und Drähte, befestigte 
Bindfaden, verband damit nm Ende eine Elfenbeinfcugel und fand, 
dass der Erfolg derselbe blieb. Zugleich wies er nach, cinss der elek- 
trische Zustand durch die Stäbchen und Di'ähte fortgeleitet wurde. 
— Seide, Haare, Harz, Glas und einige andere Körper leiteten die 
Elehtricitat nicht weiter; diese Körper wurden dazu benutzt, in den 
Leitern die Elektricität lange Zeit zu erhalten. 

Nach der Leitungsfähigkeit theilt man die Körper ein in gute 
Elektricitätsleiter (Metalle, Graphit, Säuren, Salzlösungen, Schnee, 
lebende Pflanzen, thierische Organe), Halbleiter {Alkohol, Äther, 
trockenes Holz, Papier, Stroh, Eis bei 0" C) und schlechte Elek- 
tricitätsleiter oder Isolatoren (Glas, Harz, Schwefel, Bernstein, 
Schellack, Kautschuk, Leder, Pergament, trockenes Papier, Federn, 
Seide, Glimmer, trockene Gase). In Verbindung mit Wheeler wies 
Gray nach, dass die „elektrischen" Körper in den Versuchen 
Gilberts schlechte Leiter der Elektricität, hingegen die „anelek- 
trischen" Körper gute Leiter der Elektricität waren, und dass es 
nothwendig ist, diese Körper zu isolieren, um ihren elektrischen Zu- 
stand nachweisen zu können. (Versuche über Leitung zwischen einem 
Conductor und einem Goldblattelektroekop.) Winkler construierte 
den ersten Entlader. 

§ 89. Positive und negative Elektricität. Du Fay mochte die 
wichtige Entdeckung (1733), dass der elektrische Zustand eines ge- 
riebenen Glasstabes von jenem eines geriebenen Ilarzstabes verschieden 
war; Er benützte ein Pendelelektroskop und fand, dass, wenn es mit 
einem geriebenen Glasstabe elektrisiert worden war, von jedem elek- 
trischen Glaastabe abgestossen, von einem elektrischen Harzstabe aber 
angezogen wurde; nach Elektrisierung des Pendels mit dem Harz- 
stabe wurde es von dem Harzstabe abgestossen und von dem elek- 
trischen Glasstabe angezogen. Ebenso wie Glas verhielten sich Edel- 
steine, Haare, Wolle, und wie Harz Bernstein, Seide, Gummilack u. a. 
Die eine Art Elektricität wurde Glaselektrieität, die andere Art 
Harzelektricität genannt. Nachträglich erkannte man, dass die 
Art der Elektricität nicht nur von dem geriebenen Körper, sondern 
auch von dem Reibzeuge abhängt: Glas liefert, z. B. mit Katzenfell 
gerieben, Harzelektricität und Harz, mit amalgamiertem Leder ab- 
gerieben, Glaselektrieität. Man gab deshalb die angegebenen Namen 
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auf und b^zeickuete nach dem Vorgänge Franklins die am Glas« 
durch Reiben mit Leder erzeugte Elektricität als positive nnd 
am Harz mit Seide oder Wolle erregte Elektricität als negati 
Die Wechselwirkung beider Elektricitataarten läast sich in das Gi 
zusammen fassen: Gleichartig elektrische Körper stossen einander 
ungleichartig elektrische Körper ziehen einander an. 

§ dO. Sitz der Elektricität. Le Monnier fand, dass ein hol 
und ein massiver Leiter von gleicher Form und Grosse, in gleic}ii 
Weise elektrisiert, gleich stark elektrisch werden, und zog daraus 
den Schluss, dass die Elektricität nur an der Oberfläche der Leiter 
ihren Sitz habe. Die Richtigkeit dieser Ansicht wird bestätigt durch 
die Versuche mit den Apparaten von E. Mach, mit Coulombs Hohl- 
kugeln, Faradajs Würfel u. a. Im Inneren hohler, elektrischer Körper 
zeigt ein Elektroskop keinen Ausschlag. Theoretische Gründe für 
Ausbreitung der Elektricität auf der Oberfläche guter Leiter sol 
später angegeben werden. 

§91. Elektrische Yertheilnng. Influenzelektricität. Otto t. Guericl 
Uaukfibee und Gray beobachteten bereits, dass es nicht nöthig ist, 
einen guten Elektricitatsleiter zum Zwecke seiner Elektrisiening mit 
einem elektrischen Körper in unmittelbare Berührung zu bringen, 
sondern dasa es schon genügt, die beiden Körper einander zu nähern. 
Die betreffenden Erscheinungen werden von John Cauton (1753) zum 
erstenmal beschrieben. Eine isolierte MetaUstange wird in der Nahe. 
eines positiv elektrischen Körpers auf der diesem zugewandt) 
Seite negativ und auf der abgewandten positiv elektrisch; 
geweckte Elektricität heisat Influenzelektricität, und zwar 
ziehungaweise Influenzelektricität erster und zweiter Art; die 
letztere ist ableitbar (frei), die erstere nicht ableitbar (gebunden). 
Werden die Körper wieder von einander entfernt, so wird die MetaU- 
stange wieder unelektrisch; wjrd aber vor dem Entfernen die Influenz- 
elektricität zweiter Art abgeleitet, so wird die Metallatange bleibend 
ungleichnamig elektrisch. (Versuche mit dem Goldblattelektroskop 
und mit dem Riesa'schen Apparate. Erklärung der Anziehung un- 
elektrischer Körper durch die elektrische Vertheüung,) 

§ 92. Gesetz von der Erhaltimg der Elektricität. Da ein durch 
Vertheüung elektrisierter Körper wieder unelektrisch wird, wenn man 
ihn von dem elektrisierenden Körper entfernt, so folgt, dass beide 
Infi uenzelektrici täten im gleichen Masse erregt werden. Ebenso wie 
bei der Vertheüung wird auch in allen anderen Fällen positive 
negative Elektricität gleichzeitig und im gleichen Masse erzeugt 
algebraische Summe der Elektricitaten wird durch keinen Pro( 
geändert. Es lässt sich bereits durch die angegebenen Hiltsmil 
zeigen, dass beim Elektrisieren durch Reibung der geriebene K5i 
und das ßeibzeug stets entgegengesetzt elektrisch werden, so z. 
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GUs positiv und Led^r negativ, Harz negativ und Seide positiv ii. s 
In der nachstehenden Reihe wird jeder vorhergehende Körper hei der 
Reibung mit dem nnchfolgenden positiv «nd dur nachfolgende negativ 
elettriseJi: Pelz, Wolle, Elfenbein, GIub, Seide, Metalle, Schwefol. 
Kantsrhuk, Guttapercha, Kollodium. — Die lieihungs- und Influenz- 
elektrisierraaschinen entwickeln stets gleich viel positive und negative 
Eiektricität; verbindet man die beiden f'onduirtoren durch einen Lei- 
tungsdraht, so entsteht während des Betriebes ein elektrischer 
Strom, in welchem die beiden Elektricitäten zum Ausgleich kommen; 
nach Einstellung des Betriebes erscheinen die Conductoren stets un- 
elektrisch. 

§ 9a. Hypothesen von Symmer (1759) und Franklin (1755). Zur 
Erklärung der elektriüchen Ei-scheinungcn nahm Sjmmer zwei tluidn 
an, zwei unwägbare elektrische Flüssigkeiten von entgegengesetzter 
Art, die sich bei ihrer Vereinigung gegenseitig neutralisieren. Im 
unelektrischen Körper sollen dieselben in gleicher Menge vorhanden 
sein; durch den Elektrisierungsprocess würden sie von einander ge 
trennt. Beim Reiben würde sich einem Körper das positive und im 
anderen Körper daa negative Fluidum im Überschuss ansammeln; bei 
der Inßuenz müsste das Fluidum der Elektricität zweiter Art abge- 
leitet werden, wenn der Körper durch Vertheilung bleibend elektrisiert 
werden boII. Zur Erklärung der dynamischen Wirkungen muaa an- 
genommen werden, dasa Theilchen desselben Fluiduma Abstossungs 
kräfte und Theilchen verschiedener Fluida Anziehungskräfte aufein- 
ander ausüben. Die Anhanger der „Zwei-Pluida-Theorie" nennt 
man Dualisten. 

Franklin und Aepiuus nehmen nur ein elektrisches Huidum 
an, das im gewöhnlichen Zustande der Körper gleichmäsaig in ihnen 
ausgebreitet sei, beim Elektrisieren aber ungleich vertheilt werde, so 
dasa im positiv elektrischen Körper mehr, im negativ elektrischen 
aber weniger von dem Fluidum vorhanden sei'). Von dieser Vor- 
stellung stammen auch die Ausdrücke positive und negative Elek- 
tricität. Es ist zu bemerken, dass diese Bezeichnung eine willkür- 
liche ist. Sie entepricht aber jenem Vorhalten der Elektricität, das 
durch algebraische Grössen ausgedrückt werden kann; im Folgenden 
wird dies noch deutlich hervortreten. 

Eine Verbesserung der unitarischen Theorie wurde in neuerer 
Zeit von Edlund gegeben; daa elektrische Fluidum wird mit dem 
Liohtäther identificiert; ein Überschuss von Äther in einem Körper 
wird als positive und ein Mangel als negative Elektricität erklärt. 

Wird der Äther als unzusammendrückbar und eine zu- oder 
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weggefülirte Ätherschichte an der Oberfläche einea Körpers 
heziehungswdso als positive oder negative Ladung betrachtet, so 
lusat sich leicht der Einlluss der Elektrisierung auf den umgebeodeD 
Kaumäther folgern und zeigen, dasa Edlunds Theorie mit Fara- 
days Theorie der elektriachen Kraftlinien und Maxwells Theorie 
der elektrischen Verschiebung und des Zwangszuatandea im elektri- 
achen Felde im Einklänge steht (vgl. g 53b, c). Die folgenden Lehren 
sollen zunächst stets im Änschlusa an die Thataachen entwickelt i 
dann im mechanischen Sinne anschaulich gedeutet werden. 

§94. Coulombs Gesetz (1785). Elektrlcltätsmenge. Coulomb« 
durch Ablenkungsversuche mit der Drehwage und durch Schwingung! 
versuche nach, dasa zwei elektrische Körper nach einem ähnlichen 
{jcsetze auf einander wirken, wie zwei ponderable Massen, d&as 
für die Elektricität ein dem Newton'acheu Gravi tat iousgesetze i 
aprechendea Gesetz gilt. Der Versuch kann nach J. Odstrcil mit 3 
gleichen, kleinen, leitenden Kugeln, von denen eine 
als Standkugel benutzt wird und die andere an 
einem langen Seidenfaden aufgehängt ist, nach- 
gewiesen werden (Fig. 64). Die Kugeln mögen 
anfnnga einander berühren. Elektriaiert man dann 
beide Kugeln gleichartig, ao schlägt die Pendel- 
kugel aua, bis die tangentiale Schwerkraftcom- 
ponente der elektriachen Abatossung das Gleich- 
gewicht hält. Die Entfernung der Kugeln kann 
auf einer hinter ihnen aufgeatellten Scala abgelesen 
werden. Für die Schwerkraftcomponente, beziehungs- 
weise für die elektrische Kraft erhält man: 

/■=7-'-8ina^F.« = y A. 

Aus mehreren Versuchen ei^bt sich 

wenn r die Entfernungen der beiden Kugeln bedeuten. Die Ver- 
suche lehren, dass die Abstoasungskräfte gleichartig elektrischer 
Körper dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional sind. 

Dasselbe Gesetz gilt auch ("Ür die Anziehung ungleichartig elek- 
trischer Körper. Zum Nachweis dessen hat man die Pendelkogel in 
entsprechende Entfernungen von der Standkugel zu bringen; beide 
Kugeln werden sich nun einander nähern; die Berechnung der elek- 
trischen Kraft stimmt mit der im vorigen Falle überein. 

Der angedeutete Versuch ist auch geeignet, zu dem Begriffe 
und Masse der Elektricitätsmenge zu führen'). 

1) E. Mach, Orundrisa der Naturlehre 8. 196. Vgl. auch Mauh* Vortrag, 
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Berölirt man während der Äbstossuog der Kngeln etwa K mit 
einer gleichen Kugel K^, so wird die elektrische Kratl von K in zwei 
gleiche Theile getheilt; tlie Wirkung der Kugeln K und Ä', ist die- 
selbe, wie früher die Wirkung von K allein. Nimmt man die Be- 
rührungskugel Ä^ hinweg, so erweist sich die wirkende Krait von A' 
nach der Theilung nur halb so gross. — Durch Berührung von K 
oder JTj mit zwei oder drei anderen gleichen Kugeln kann man die 
elektrische Kraft in drei und vier Theile theilen. Die Theilung der 
elektrischen Kraft wird anscbaulieb durch die Vorstellung, dass die 
Kugel K auf ihrer Oberfläche mit einer Elektricitätsmenge belegt 
sei, daas dieselbe unveränderlich sei und bei der Berührung mit 
anderen Kugeln auf diese überfliesse. — 

Als Einheit der Elektricitätsmenge bezeichnen wir jene, welche 
auf eine gleich grosse Elektricitätsmenge in der Entfernung von 1 cm 
die Kralleinheit (1 Dyn) ausübt. 

Die Elektricitätsmengen q und i, üben alsdann in der Entfer- 
nung r (cm) die Kraft /' = ^' (Dyn) auf einander aus. Wird g^'j,, 

so ist f=q^/r^ und q = rYf. Darnach ist die Dimension der 
Elektricitätsmenge M'' ■ L''' ■ T~' oder g''' ■ cm'" ■ sec^'. 

Für messende Versuche ist die angegebene absolute elektro- 
statische Einheit (a. e. s. E.) wegen ihrer Kleinheit unzweckmässig; 
man wählt deshalb als praktische Einheit 1 Coulomb (Cb) ^ 3 - 10^ 
. a. e. s. E. Der Zusammenhang eines Coulomb mit den anderen prak- 
tischen Einheiten der El ektricitäts lehre soll später angegeben werden. 

Aufg. 1, Mit welcher ElektricitiLtsmenge niui^s jede der beiden Kugeln 
(Fig. 64) geladen sein, wenn dos Gewicht einer Kugel 1 g, die Pendel- 
länge 4"905 m und der Abstand der Kugeln im Gleichgewichte 'J cm be- 
trägt? Die Subwerebescbleunigong a = 9'81 m. Die Kugeldiniensionen 
aollen vernacldilssigt werden. — (f/*/2* = 981 ■ 2/490T> Dyn, ? = 4.) 
2. Von zwei ungleichnamig elektrischen Kugeln wird das Gewicht der 
unteren von der elektrischen Anziehung aufgehoben, das Gewicht der un- 
teren Kugel sei 0'5 g, ihre Ladung 9 e. 8. E, und die Entfernung beider 
Kugeln 3 cm. Wie gross int die Ladung der oberen Kugel? — (4905 
e. s. E,) 8. Zwei Kugeln mit den Ladungen von 12 und 3 e. s. E, sind 
12 cm von einander entfernt; an welcher Stelle zwischen beiden Kugeln 
bleibt eine irgendwie geladene Kugel im Gleichgewichte? — (In 8 cm 
Entfernung von der erstcren Kugel.) 4. Mit welcher Kraft wirkt ein 
Conlomb (^ 3 ■ 10'^ e. s. E,) auf eine gleiche Ladung in der Entfernung 
von Im? — (9 ■ 10" Dyn = 9174 ■ lO'' kg.) 6. Li welcher Entfernung 
wirken zwei elektrische Ladungen von je 1 C'oulomb mit der Kraft l kg 
auf einander? — (30290 ra) 

jllung in WiPn 18»a, aVig.-Jrui'kt in Lotoa, 
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g 95. Elektricitätsgral. Die Elektricitätsmenge allein be- 
stimmt noch niclit den elektrischen Zustand eines geladenen Con- 
duetors. Man kann dies auf eine einfache Weise nachweisen mit 
Hilfe mehrerer Elektroskope , von denen jedes anstatt dea oberen 
Metallknopfea eine metallene Huhlkugel (Fig. 65) besitzt'). Man 
imstande eine solche Kugel, beziehungsweise das 
Elektroskop mit einer bestimmtenElektricitäts- 
menge zu laden, indem man etwa kleine Metall- 
kugeln von bestimmter Ladung ins Innere der Hohl- 
kugel bringt, sie durch Berührung mit dieser ganz 
L-ntladet und den Vorgang beliebig oft wiederholt. 
Mittelst solcher Elektroskope kann man nachweisen: 
1) Zwei gleiche und gleich stark geladene Elektro- 
skope andern die Ausschlagswinkel ihrer Blätteben 
nicht, wenn beide Elektroskope leitend verbunden 
werden. Es herrscht also elektrisches üleicbgewichfe zwischen 
beiden Kugeln. 2) Enthält eine der beiden Kugeln eine grössere 
Ladung als die andere, so geht durch Leitung von der ersten zur 
/.weiten Kugel Elektricität über; Ab- und Zunahme der elektrischen 
Ladung wii'd durch Zusammenfallen, beziehungsweise durch Auseiiir 
anderfliehen der Blättchen angezeigt. 3) Ist der Halbmesser ei 
Hohlkugel 2-, 3-, 4mal grösser als der andere, so muss auch 
Elektricitätamenge der ersten Kugel '2-, 3-, 4mal grösser sein 
jene der zweiten, wenn Gleichgewicht zwischen beiden Kugeln bei, 
leitender Verbindung derselben bestehen soll. 

Die Bedingung des elektrischen Gleichgewichtes zwischen zwri 
mit einander leitend verbundenen Kugeln ist also nicht die gleiche 
Ladung der Kugeln, sondern die Gleichheit des Quotienten aus der 
Elektricitätsmenge durch den Kugelradius. Diese fOr das Gleich- 
gewicht charakteristische Grösse 

F-f 

heisst der Elektricitätsgrad. — Es sei schon hier bemerktj 
der Factor der Elektricitätsmenge q, nämlich \/r, den Namen el 
trische Capacität führt. — üass der Elektricitätsgrad bei jedi 
guten Leiter von beliebiger Fonn aus dem Producte von Elektricitäts- 
menge und Capacität besteht, soll an anderer Stelle nachgewiesen 
werden. Schon hier ist ersichtlich, daas (he Capacität von der Form 
des Couductora abhängt. 

Nach den bisherigen Feststellungen ist es möglich, fOr 

1) Bniuo Kolbe, Emfährungi in die ElektridUitalehre. IBSS. K. 
Behdtg. d. PotcDtiaUebri!. Zeitsch. f. pliys. u. ehem. Unt. 1893. S. 321. A. 8 
Zur Behdif;, d. Potentials beim Unterr. Zeitscb, f. math. u. naturw. Unten. 181 
S. 401. K. WroDski, Das iDtenflit&tageaetz etc. 



sich- 1 

I 

tdoo^^B 
täta- J 




VI. Elpktricitat, Elektrostatik. 303 

Elektroskop eiue Eintheilung nach Elektricitätsgraden zu ver- 
fertigen und den Apparat zu einem Elektrometer zu gestalten. 
Um die Elektricitätsgrade 1, 2, 3, 4 zu erhalten, musa die Kugel des 
Apparates mit 1-, 2-, 3-, 4mal ao viel Elektricitätaeinheiten geladt-a 

I werden, als der Kugelhalbm esaer Centimeter enthalt. 
Mit einem solchen Elektrometer ist man auch imstande, 
Elektricitätsgrad eines beliebig geformten elektrischen Conductora 
zu bestimmen, indem man diesen in entsprechender Entfernung auf- 
stellt und durch einen dünnen Draht mit dem Elektrometer leitend 
verbindet. Wenn man ein Ende des Drahtes längs der Oberfläche 
des Conductors verachiebt, so ändert sich der Ausschlag des Elektro- 
meters nicht; daraus folgt, dass am ganzen Conductor derselbe Elek- 
tricitätsgrad besteht, der durch den Elektrometerauschlag gemeBsen 
wird. Es ist ersichtlich, dass das Elektrometer bei seiner Be- 
nützung eine ähnliche Rolle spielt, wie das Thermometer in der 
Wärmelehre: beide Apparate bestimmen die Zustandsgrade der Körper, 
die für daa elektrische, beziehungsweise thermische Gleichgewicht ent- 
scheidend sind. Schon Ohm hat (1827) die Ähnlichkeit der Vor- 
züge bei der Elektricitäts- und Wärmeleitung erkannt und für 
die „elektrische Strömung" ein dem Fourier'schen Wärmelei- 
tungsgesetz (1822) analoges Gesetz aufgestellt. Damach ist die 
Stromstärke der Differenz der Elektricitätsgrade proportional. In 
diesem Gesetze ist die Bedeutung des Elektricitätsgrades als Function, 
welche das Gleichgewicht bestimmt, enthalten. 

Aus dieser Bedeutung folgt nun leicht die Beziehung des Elek- 
tricitätsgrades zur Energie. Wenn wir das Helm 'sehe luteusitäts- 
gesetz zur Anwendung bringen, so erkennen wir, dass der Elektri- 
citätsgrad der Wirkungsgrad oder der Intensitätsfactor der 
elektrischen Energie sein muss. Er ist mit dem Wärmegrad oder 
der Temperatur der Wärme, mit dem Gewichte einer mechanischen 
Arbeit oder mit dem Druck einer Volumenei^e zu vergleichen. 

, Becht zweckmässig lassen sich zwei leitend verbundene elektrische 
Conductoren mit zwei communicierenden Gefässen vergleichen, die 
mit einer Flüssigkeit gefüllt sind. Bei diesen sind die Bodendrücke 
auf die Flächeneinheit (p^h-f) die Wirkungsgrade; solange die- 
selben ungleich sind, geht Flüssigkeit von einem Gefässe ins andere 

■fiber. Jeder derselben besteht aus zwei Factoren, von denen einer 
die Fliissigkeitshöhe ist; analog enthält auch der Elektri citätsgrad 
die Elektri ci tat sm enge als Factor. 

Elektrische Energie. Bei der Elektricitätserregung wird 
eine Arbeit geleistet, die spiiter noch genauer betrachtet werden soll. 
Diese Arbeit ist als elektrische Energie der Ladung aufgespeichert, 
solange der elektrische Zustand des betreffenden Conductors andauert; 
beim Entladen wird sie wieder gewonnen. Eine hieher gehörige 
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mechanisclie Leistung ist die Anziehung und Abstossung uraprüngi 
lieh unelektri scher Körper; eine andere P^rscheinung ist die bei der 
Ableitung der Elektricität durch einen dünnen Draht in diesem ent^ 
wickelte Wärme; dieselbe ist der verschwundenen elektrischen Energie 
gleichwertig. 

Zur näheren Bestimmung dieser Energie sollen erst zwei Ver- 
gleiche dienen. Die Wärme eines Körpers, gezühlt von 0" C, wird 
bestimmt durch das Product aus dem Intensitätsfactor, der Tem- 
peratur, in den Extensitätafactor, die specifische Wärme mal dem 
Gewichte. Die Raumenergie eines Flftssigkeitsgewichtea hat 
das Volumen der Flüssigkeit zum EitenaitUtsfactor und den Boden- 
druck zum Intensitätsfactor. Nimmt man bei zwei communicieren 
den Üefässeo mit der im Gleichgewicht befindlichen Flüssigkeit eine 
virtuelle Vorschiebung vor, so dass der Intensitätsfactor als unver- 
ändert gelten kann, dann tritt ein verschwindend kleiner Theil des 
FlüssigkeitsTolumens aus einem ins andere Gefass über, die Energie- 
abnahme der Flüssigkeit in einem Gefäsae ist gleich der Energie- 
Kunahme im anderen, die algebraische Summe der Energieänderungen 
ist gleich Null, und die Energie bleibt constant. Denken wir uns in 
ähnlicher Weise zwei elektrische Conductoren mit einander 
leitend verbundeu, so ist im Gleichgewichtszustände der Elektrlct- 
tätagrad bei beiden Conductoren derselbe; denken wir ims ferner 
eine virtuelle Verschiebung der Elektricität, die zwar nicht den 
Elektncitätsgrad, aber die elekfa-ische Energie auf jedem Körper ver- 
schwindend wenig ändert, so mu.sa im Gleichgewichtszustiuide der 
Wert der gesammten Energie unverändert bleiben. Was ändert sich 
nun hiebei auf jedem Oonductor bei constantem Elektrieitätagrad '? 
Die Elektricitätsraenge. Aus dem Vergleiche derselben mit dem 
FlQssigkeitsraum der communicierenden Gefäase folgt, dass sie der 
Extenaitätsfactor der elektrischen Energie ist. Wenn der Ana- 
logieachluBs richtig ist, so muss die elektrische Energie den 
Elektricitätsgrad V und die Elektricitätsmenge Q als Factoreo 
enthalten, und es musa die Gleichung bestehen 

W=c-Q-V. 

Nach dem gebräuchlichen elektrischen Masae ist die Constante c == '/j 
Eine Probe für W liefert die Bedingung der virtuellen Verschiebung 
d{(i>j'/2r[) = rf(H*,*/2*'a)i ^^^ ^^'^ ^'^ Gleichheit der EiektricitUt«grade 
Qi/ff und QJr^ folgt. Die theoretische Begründung die.ies Gesetzes 
soll später noch weiter angeführt werden. Hier sei nur noch auf 
die experimentelle Bestätigimg hingewiesen. Es dient dazu das von 
Kinnersley erfundene und von lliesa (1838) zu Messungen benützte 
elektrische Luftthermometer. Diisaelbu besteht im wesentlichen ans 
einem mit Luft gefüllten Ballon, in welchem aich auch ein aptral- 
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formig gewickelter Draht befindet. Wird der Draht durch einen elek- 
trischen Entladungsstrom erwärmt, so ändern sich Volumen oder 
Druck der Luft, und es wird eine Flüssigkeitssäule in einer mit dem 
Ballon verbundenen Röhre verschoben. Eine Berechnung der ent- 
wickelten Wärme zeigt, dass dieselbe proportional ist der Elektricitäta- 
menge und dem Elektricitätsgrade des entladenen Conductors, in 

mechanischen Einheiten ausgedrückt = — (> • F. 

Eine andere Art, um die Ladungsenorgie zu bestimmen, ist 
mit Hilfe der Influenzelektrisiermaschine ausführbar. Uosetti bestimmte 
die mechanische Arbeit der Elektrisierung, indem er eine Influenz- 
maschine durch Gewichte in Betrieb setzte, und zwar einmal im 
unelektrischen und dann im elektrischen Zustande, und jedesmal 
die verbrauchte mechanische Arbeit berechnete. E. Mach hat zu 
diesem Zwecke die Einrichtung der Influenzmaschine wesentlich ver- 
bessert^). Die Versuche bestätigen, dass die Ladungsenergie durch 
das Product Vi • ö • F bestimmt wird. Der Ausdruck ist für beliebig 
gestaltete Conductoren giltig. 

§ 97. Elektricitätsgrad als Arbeitswert. Potential. (Green 1828, 
GhiUBS 1840.) a) Die Bedeutung des Elektricitätsgrades als Arbeits- 
wert folgt leicht aus seiner Bedeutung als Energiefactor. Nach dem 
vorhergehenden Paragraphen ist die elektrische Ladungsenergie 

und in § 95 wurde für den Elektricitätsgrad einer Kugel durch Ver- 
suche der Ausdruck gefunden 

r 
Mit Rücksicht darauf wird die elektrische Energie 



Daraus erluLlt man wieder 



*2 • r 



dq r ' 

d. h. der Elektricitätsgrad ist die Energieänderung, welche der Ände- 
rung der Ladung um eine Elektricitätseinheit entspricht. 

b) Diese Bedeutung des Elektricitätsgrades V lässt sicli auch 
mittelst des Coulomb'schen Gesetzes direct gewinnen. Das Gesetz 
gestattet die Arbeit zu berechnen, welche zur Vermehrung der elek- 
trischen Ladung eines Conductors erforderlich ist. Wenn eine sehr 
kleine Kugel mit der Elektricitätsmenge Q geladen ist, so wirkt sie 
auf eine Elektricitätseinheit in der Entfernung E mit der Kraft 

1) E. Mach, Vortrag über die Grundbegriffe d. Elektr. w. o. 1884. Siehe 
auch Rusch Abhdlg. i. d. Zeitäch. f. d. Rlw. Wien 1893. 

Janutohka, Erhaltung dor Kuorgio. '^0 
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und die Arbeit^ welche noth wendig ist^ um die gleichartige Elektri- 
citätseinheit aus unendlicher Entfernung in die Entfernung JR zu 
bringen, ist 



y |,dü = -|. 



Man nennt diesen Wert das Potential der Elektricitatsmenge Q in 
der Entfernung 12; der Ausdruck stimmt mit dem fOr die Gravitation 
abgeleiteten Potential (§ 16) überein; an der Stelle der Elektricitats- 
menge steht dort die ponderable Masse. Die Übereinstimmung beider 
Potentialwerte hat ihren Grund in den übereinstimmenden Formen 
der Gesetze von Newton und Coulomb. Dieselbe gestattet eine un- 
mittelbare Anwendung der in der Mechanik in den §§ 18 und 19 
entwickelten Lehren auf elektrische Erscheinungen. Wir benützen 
zunächst die Sätze von Gauss, das Potential und die potentielle 
Energie einer Eugelschale. Wir denken uns an der Stelle der pon- 
derablen Masse M der Eugelschale hier die elektrische Ladung Q auf 
der Oberfläche eines kugelförmigen Gonductors und erhalten für die 
elekti-ische Krafb auf die Masseneinheit in der Entfernung B 

d. h. ein elektrischer Eugelconductor wirkt auf eine ausser ihm liegende 
Elektricitätseinheit so, als ob die ganze elektrische Ladung im Kugel- 
mittelpunkt vereint wäre. 

Der Wert für die potentielle Energie 

und für das Potential in einem Punkte der Oberfläche 

y_dW_Q 
^ ~ dQ — r 

stimmen mit den vorstehend unter a) angegebenen Werten für W 
und V überein. Das Potential ist dieselbe Grösse, wie der Elek- 
tricitätsgrad; es bedeutet die bei der Ladungsänderung auf die 
Elektricitätseinheit entfallende Energieänderung. 

Die Vorzeichen der Erafb und der Arbeit müssen besonders be- 
rücksichtigt werden; sie müssen zum Ausdrucke bringen, dass gleich- 
namige Elektricitätsmengen abstossend und ungleichnamige anziehend 
auf einander wirken. 

Bei der Verbindung eines elektrischen Gonductors mit einem 
unelektrischen gibt das Potential des ersteren die Potentialdifferenz 
beider Leiter an und bestimmt die Arbeit, welche bei der Fortführung 
der Elektricitätseinheit geleistet wird; in diesem Sinne wird das 
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Potential oder auch die Potentialilifferenz elektromotorische Kraft 
genannt (zum Unterschiede Ton Dichte und Spannung). 

Ana dem letzten Werte für V gewinnen wir die Einheit des 
Potentials, wenn ^^1 und r^ 1, d. h.: eine elektrische Kugel- 
fläche besitzt die Einheit des Potentials, wenn die Elektricitätemenge 
und der Kugelradius der Einheit gleich sind. 

Die elektrostatische Einheit des Potentials ist jenes Potential, 
welches der elektrostatischen Elektricitätseinheit in der Entfernung 
der Längeneinheit (_1 cm) entspricht. Im cm -g-sec- Systeme ist der 
betrefllende Arbeitswert 1 Erg. 

Bei praktischen Berechnungen vei'wendet man als Einheit dea 
Potentials und somit auch als Einheit der elektromotoriachen Kraft 
1 Volt = 1/(3- 10=) elektrostatische Einheiten des Potentials. Die 
Dimension des Potentials ist {M''' ■ Z''» ■ T"'). 

c) Oleichgewicbtsbedingung. Dm auch hier zu zeigen, dasa 
das Potential jener Factor der Energie ist, der das elektrische Gleich- 
gewicht bedingt, soll die Gleichgewichtsbedingung für zwei elektrische, 
leitend verbundene Kugeln ermittelt werden. Sind die Kugeln ent- 
sprechend weit von einander entfernt, so dass Influenz Wirkungen aus- 
geschlossen sind, dann sind die Ladungaenergien 

'»'.-'^ •n = ft," 

Gleichgewicht herrscht, wenn bei einer virtuellen Verschiebung 

der Elektricitätsmenge keine Arbeit geleistet wird. Geht die sehr 
kleine Elektricitätsmenge tlQ längs des Leitungsdrahtes von einer 
Kugel zur anderen über, so ist die Arbeitsleistung gleich der Summe 
der Energieändenmg, nämlich 

Die Bedingung wird erfüllt, wemi Qi/r^ = Q^/r^, d. h.: es herrscht 
Gleichgewicht, wenn die Potentiale auf beiden Conductoren einander 
gleich eind. 

Aufg. 1. Eine Kugel I ist mit Q= 20 e. s. E. geladen; in einer 
Entfernung R = 400 cm ist eine Kugel II mit 5 = 8 e. s. E. geladen. 
Welche Arbeit muss gegen die elektrischen Kräfte geleistet werden, wenn 
eine Kngel der anderen bis auf r = 320 cm genilhert werden 80Q? — 
(e-3(l/r — l/.n} = 01 Erg.) 3. Wenn von einer mit + (?=» 10 e. s.E. 
geladenen Kugel eine in r ^ 250 cm Abstand befindliche mit — 3 =^ — 7 
e. s. E. geladene Kugel um rf ^ 100 cm weggerückt werden soll, welche 
Arbeit bat man der elektrischen Anziehung entgegen zu leisten? — 
(Ö9(l /'■ — 1 /!'■ + <^) = 0'08 Erg.) 8. Welche Arbeit muss gegen die 
elektrischen Kräfte geleistet werden, wenn eine Ladung von -|- § = 100 
e. s. E. aus unendlicher Feme auf eine isolierte Kugel K von r = 2ö cm 
Halbmesser gebracht werden soUV Wie gross ist die Arbeit fttr die 



308 VI. Elektricität. Elektrostatik. [§97-«. 

Ladung — Q? — (W=Q^/2r=200ETgy^ Eine Kngel von r = 9cm 
Halbmesser, die mit ^ = 180 e. s. E. geladen- ist, wird Tolist&ndig ent- 
laden. Wie viel Warme könnte hiebei gewonne^ werden, falls die guoe 

elektrische JInergie in Wärme übergienge? — 

(>K = Qy2r . 427 • 0-981 • 10* = 43 • 10~« CaL) 

6. Wie gross ist das Potential von der Erdoberflftche, wenn die Eide 
nach F. Exner als eine negative mit 2 • 10^^ e. 8. E. geladene leitende 
Kugel vom Halbmesser r = 6 • 10' km angesehen wird? — 

(7=0/»- = 3-3. 10^ Erg.) 

6. n = 8 Kügelchen (Regentropfen) von gleichem Halbmesser r sind mit 
je q e. s. E. geladen. Wie vielmal wird das Potential an derjenige 
Kugel grösser sein, welche durch Zusammenfliessen der n Kügelchen ent- 
steht? — (t; = (?/r, r =wg/Ä, w-yr»7i; = yl?ff; F= t;j/;? = 4f. 

Steigerung des Potentials der Gewitterwolken durch Condensation.} 7. Eine 
Ladung von Q = 200 e. s. E. soll von einer Stelle M des elektrischen 
Feldes der Erde, an welcher das Potential F=2'3-10^Erg beträgt, 
an die Erdoberflttche (vgl. Aufg. 5) gebracht werden. Welche Arbeit mnss 
gegen die elektrischen Kräfte geleistet werden? — 

(W= 200(3-3 • 10' — 2-3 • 10') = 200 • 10' Erg.) 

8. Die Potentialdifferenz zwischen einem metallischen Condnctor und der 
Erdoberfläche ist zu 50 elektrostatischen Potentialeinheiten bestinunt 
worden; jene zwischen einem zweiten Conductor und der Erde zu 10 e. s. 
Potentialeinheiten. Welche Arbeit erfordert der Übergang von 500 e. s. E. 
vom ersten zum zweiten Conductor? — (Tr= 500(50 — 10) = 20000 Erg.) 

9. In einer Höhe von h = 580 m, beziehungsweise /*' = 360 m über der 
Erdoberfläche ist ein Potentialunterschied von ^F= 28600 Volt be- 
obachtet worden; wie gross war damals an dem Beobachtungsorte das 
Potentialgefälle im elektrischen Felde der Erde? — 

(^F/10^7* — Ä') = 1-3 Volt pro cm.) 

10. Wenn an einem Orte der Erde ein durchschnittliches Potentialgefälle 
von JV = 14 Volt pro 1 cm ist, welcher Potentialunterschied besteht an 
zwei Stellen, deren Höhen um l = 5 m verschieden sind? — 

(1-4 • 500 = 700 Volt.) [E. Maiss.] 

§ 98. Sitz der Elektricität. Dichte. Spannung, a) In § 90 
wurde bereits auf die Versuche hingewiesen, welche zeigen, dass die 
Elektricität guter Leiter auf deren Oberfläche ihren Sitz habe. 
Dieser Umstand kann auch daraus geschlossen werden, dass das 
Potential im Inneren eines elektrischen Conductors constant ist. In 
§18 wurde nachgewiesen und im vorhergehenden Paragraphen wurde 
es geltend gemacht, dass das Potential im Inneren einer Kugelschale 
einen unveränderlichen Wert besitzt; bei der Verschiebung eines elek- 
trischen Punktes im Innern einer elektrischen Schale wird demnach 
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keine Arbeit geleistet, und. es besteht daselbst auck keioe elektrische 
Kraft wirkling; ein elektrischer Punkt im Inneren des Körpers ist in 
jeder Lage im Gleichgewichte. Dieselbe Bedingung muss auch für 
das elektrische Gleichgewieht in jedem beliebigen guten Elektricitats- 
leiter gelten. In jedem inneren Punkte muas die elektrische Kraft 
und somit auch die Elektricitäta menge gleich Null sein. Wäre das 
Innere etwa schalenförmig mit elektrischer Masse erfüllt, dann wäre 
im Körper das Potential nicht mehr conatant, es müssten elektrische 
Kräfte eine Bewegung der Elektricitätsmenge veranlassen, welcher der 
gute Leiter kein Hindernis entgegensetzt; ein solcher Zustand wäre 
aber gegen die Voraussetzung des elektrischen Gleichgewichtes. 

Ein weiterer theoretischer Gnind für den Satz, dasa die Elek- 
tricität der Conductoren auf der Oberfläche ihren Sitz hat, ist der, 
dnss der Satz selbst dazu benützt werden kann, um das Coulomb'sche 
Gesetz mathematisch abzuleiten. (Siehe die nachfolgenden Aufgaben.) 

b) Das Potential, beziehungsweise die elektrische Kraft in einem 
Punkte der Oberfläche gestattet die Bestimmung der elektrischen 
Dichte, d. i. der Elektricitutsmenge auf der Flächeneinheit (nach 
Coulomb). Speciell für eine Kugel ist die ganze elektrische Ladung 

wenn S die elektrische Dichte bezeichnet. Die Kraft auf die Massen- 
einheit in einem Oberflächenpunkte sei /'; dann ist die Arbeit bei 
der Bewegung längs eines normalen Wegelementes tlr zur Oberfläche, 
berechnet aus dem Potential V 



f-dr^ 



dV 



dr = 



■dr, 



und daraus ist 



d. h. die Dichte in einem Punkte einer elektrischen Schichte wird 
gefunden, wenn man die auf die Masseneinheit der Schichte wirkende 
normale Kraft durch 4« dividiert. 

Die Elektricitätsmenge auf der Kugel ist aus geometrischen 
Gründen gleichmUssig verthcilt; bei anders gestalteten Leitern hängt 
die Vertheüung von der Form ab. Durch Versuche wird diese Ver- 
theilung mit „Probescheibcheu" untersucht, die man behufs Auf- 
nahme der Elektricität auf einem I<lächen Stückchen des zu unter- 
suchenden Conductors tangential an das betrefl'ende Fläch enth ei ich en 
anlegt und dann etwa mittelst der Coulomb'sehen Drehwage oder in 
anderer Weise auf seine elektriscIiB Ladung prüft. 

c") Die vorstehend für die Kugelflächo erwiesene Beziehung 
Ewischen der Kraftwirkung f und der Dichte d gilt nach Laplace und 
Poiason ganz allgemein und dient zu dem Nachweise, dass die elek- 
trische Dichte im Inneren eines Conductors gleich Null ist. 
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Zur elementaren Ableitung dieser Beziehung bedienen 

des Satzes von Gauss Ober die Kraftströmung (§ 18). Damock 
ist die Kraft, welche eine wirkende Masse auf eine Fläche normal zu 
dieser ausübt, gleich dem Producte aus der Masse in den Raumwinkel, 
unter welchem die betreffende Fläche von der Lage der Masse ans 
erscheint. Mit Hilfe dieses Satzes kann nun die elektrische Ober- 
tlächendichte ermittelt werden. Wir greifen ein Element */jS einer 
elektrischen Fläche S heraus, schliessen ea in einen unendlich 
niedrigen, geraden Cyliuder ein, dessen Erzeugenden normal zu rfS 
stehen; dann beschränkt sich die Kraftwirkung auf beide Cjlinder- 
basen, deren Grosse = ilS. Ist die Kraft auf eine Basis = f^ , dS 
und onf eine andere = /j ■ <1S, dann ist die ganze Wirkung naolvj 
Gauss 

{/i + /,) ■ rfS = 4« - 2 = 4« ■ d ■ dS. 

Da die Kraft auf die innere Basis f^^O ist, so erhält man in Übi 
einstimmung mit dem obigen Werte filr die Dichte 
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Für eine im Inneren eines Conductors liegende Schichte ist /'i^^ = 
und daher ist auch 6 = 0, d. h. im Inneren ist die elektrische Dichte 
gleich Null. — Auch ausserhalb des elektrischen Körpers führt eine 
analoge Anwendung des Gauss'schen Salzes zu der Relation /j — f\ = 0, 
aus der folgt, dass auch dort d = ist. 

Dies sind die physikalischen Gründe für die Beziehung, welcl 
Poisson (1813) zwischen den elektrischen Kräften und der elektrisch« 
Dichte aufstellte. Poisson erhielt die Beziehung mittelst des Poten- 
tials als Kräftefunction, deren Differentialquotienten nach den 
Raumcoordinaten die Componenten der Kraft dai-atellen. Durch Zu- 
hilfenahme einer tlache im Räume und die Bestimmung der durch 
dieselbe hindurch gehenden Kraftströmung ist es möglich, das Er- 
gebnis der Potentialtheorie auch auf elementarem Wege zu gewinnen. 
Bei solcher Vermeidung von verwickelten mathematischen Operationea • 
treten die physikalischen Grössen deutlicher hervor, und es wird t 
sichtlich, dass die gewonnenen Residtate die Bedingung fordern, ( 
die Kräfte /j und f^ auf den Basen eines unendlich kleinen Cylindera 
wirklich vorhanden seien; denn nur dann ist der Schluss zulässig, 
dass an der äusseren Seite der Oberfläche des Körpers f[ endlich und 
/j = 0, ferner dass ausaerhaib des elektrischen Körpers f^ und f'^ von 
endlicher Grosse und einander gleich und die elektrische Dichte 
daselbst gleich Null seien. 

Bei der Ableitung des Gauss'schen Satzes musste die Fläche, auf J 
welche eine Masse eine Wirkung ausüben sollte, ebenfalls mit einer "^ 
Masse belegt gedacht werden. Die letztere wird als Hilfsgrösse an- 
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genommen; sie kaun eventuell reell gedacht werden, wie in dem 
bei der Gravitation behandelten Falle. Bei den vorstehenden Betrach- 
tungen über Elektricität muss aber die fläche ausserhalb des elek- 
trischen Körpers thatsächlich von einer Kraftströmung getroffen werden, 
und die Potentialthcorie führt somit zur Kenntnis von Kräften im 
Räume rings um elektrische Körper. Faraday ist von einem anderen 
Gesichtepunkte und auf experimentellem Wege zu derselben Einsicht 
gelangt; die betreffenden Untersuchungen sollen im folgenden Para- 
graphen angestellt werden. 

d) In dem Ausdrucke für die Dichte d befindet sich di« Kraft f 
der elektrischen Ladung auf die Elektricitätseinheit der Ober- 
fläche; aus f läset sich leicht die Kraft auf die Flächeneinheit, 
das ist die elektrische Spannung oder der elektrostatische 
Druck p berechnen. Da die Elefctricitätsmenge auf der Flächen- 
einheit = d ist, so ist die Kraft auf dieselbe 

p = /' ■ 5 ^ 4jr • d*. 
Die elektrische Spannung ist demnach dem Quadrate der Dichte 
proportional. 

Zu einem genaueren Ausdrucke fttr p gelangen wir, wefln wir 
die Oberflächenladuug aus einer sehr dünnen Schichte bestehend an- 
nehmen. Die Wirkung der Ladung auf ein Element des elektrischen 
OberSächenbeleges wachet da von innen nach aussen von Null bis /'; 
sie ist in der Mitt« der Schichte y/^; und die Spannung als mittlere 
Kraft auf die Schichte pro Flächeneinheit ist 



y-6 = 



= 2«**. 



Der Spannung p muss durch den Widerstand des umgebenden „di- 
elektrischen" Mittels das Gleichgewicht gehalten werden. Befindet 
sich der Conductor in der Luft, so besteht die Wirkung der Span- 
nung darin, dass der Luftdnick an der Oberfläche verkleinert wird. 
Eine isolierte Seifenblase nimmt durch Elektrisierung an "Volumen zu 
und erhält ihr ursprüngliches Volumen erst wieder, wenn sie in den 
natürlichen Zustand zurückkehrt. Van Marum hat thateächlicfa nach- 
gewiesen, dass ein mit Wasserstoff gefüllter Ballon scheinbar leichter, 
imd dass seine Steigkraft grösser wird, wenn man ihn elektrisiert. 
Ebenso wird auch die Oberflächenspannung einer Flüssigkeit (§ 60 
und § 85) verändert. 

Aofg. 1. Wie gross ist die Wirkung zweier Oberfläche nelemente 
einer elektrischen Kugel auf einen Punkt im Inneren, von welchem aus 
die betreffenden Plächenelemente in entgegengesetzter Richtung unter 
gleichen Raumwinkeln erscheinen? Wie gross ist die Wirkiuig der ganzen 
elektrischen Ladung auf denselben PunktV — (Nach Coulombs Gesetz 
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== 0.) 2. Zwei in leitender Verbindung stehende Kugeln, deren Radien 
rj und r^ seien, haben zusammen die elektrische Ladung Q; wie gross 
ist die elektrische Dichte jeder der beiden Kugeln? — (Es ist ö = Öi + ^2 
und das Potential Qi/f\ = Qi/^^- Daraus folgt J^ = Q/ A^nr^ir^ -f- r^) 
und S^ = Ql ^Ttr^{i\-\- r^^ 3. Welches ist die elektrische Spannung 
auf jeder der beiden Kugeln in der vorhergehenden Aufgabe^ Wie lässt 
sich mittelst des gewonnenen Resultates die Spitzen Wirkung erklären? 
4. Wenn die Erde (22 = 6367 km) eine negative Ladung von Q = 2' 10^^ 
e. s. E. besitzt, wie gross ist die elektrische Dichte der Erde? — (^==0"004 
e. s. E. pro 1 cm*.) 6. Wie gross ist der elektrostatische Druck pro 
1 cm* der elektrischen Erdladung nach der vorhergehenden Aufgabe? — 
(j) = 27t^* = 0000100 Dyn.) 6. Welchen elektrostatischen Druck übt 
die Ladung einer Kugel von 25 cm Durchmesser auf die umgebende Luft 
aus, wenn dieselbe 7850 e. s. E. beträgt? — (i? = 100*5 Djn.) 7. Nach 
Versuchen von Thomson kann die Luft einen Druck der elektrischen 
Ladung von 0*67 g auf 1 cm* ertragen, ehe eine Funkenentladung ein- 
tritt. Welche Elektricitätsmenge kann somit auf einer Kugel von 6 cm 
Halbmesser höchstens angehäuft werden, wenn ein Funke nicht erscheinen 
soll? — (C* = 87t . 6* • 0-67 . 981, 6 = 46269 e. s. E.) 8. Eine Seifen- 
blase von 5 cm Halbmesser wurde nach Abschluss des Blaserohres mit 
700 e.. s. E. elektrisiert und zeigte eine Volumsvergrösserung. Wie viel 
betrug der diese Ausdehnung bewirkende Überdruck von innen nach aussen 
für je 1 cm? — (Der Überdruck ist p = 700*/ Ott • 5* = 31-2 Dyn.) 
[E. Maiss.] 

§ 99. Arbeit der Ladung, a) Ladung eines beliebigen Gon- 
ductors. Denkt man sich die Ladung eines Conductors auf die 
Weise entstehen, dass die einzelnen elektrischen Massentheilchen aus 
unendlicher Entfernung her auf die Oberfläche zusammengebracht 
werden, so folgt leicht, dass das Laden^ beziehungsweise das Elektri- 
sieren, mit einer Arbeitsleistung verbunden ist. Die Arbeit besteht 
nach dieser Vorstellung in der Überwindung der gegenseitigen Ab- 
stossung jener gleichartigen Elektricitatstheilchen, welche auf der 
Oberfläche zusammengetragen werden. Nach dem Energieprincipe 
muss die Arbeit der Ladung der potentiellen Energie des elektrischen 
Conductors gleich sein und bei der Entladung wieder zum Vorschein 
kommen. 

Zur Bestimmung der Arbeit benutzen wir die „elektrische 
Capacität". Man versteht darunter jene Elektricitätsmenge, welcher 
in ihren Punkten die Einheit des Potentials entspricht. Aus dem 

Werte für das Potential ^^ ~ folgt leicht, dass das Potential mit 

der Ladung Q proportional wächst, und dass demnach die Capacitat 
für einen bestimmten Körper eine constante Grösse ist. Ist nun för 
einen Conductor die Ladung Q, das Potential V und die Capacitat C7, 
dann gilt nach dem Begriffe der Capacitat die Relation 

Q=VC. 
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Nach dem Begriffe des Potentials bedeutet V die Arbeit, um der 
Ladung die ElektricitÜtaeinheit zuzufflhren. Wird die Ladung um die 
sehr kleine E lektrici tat sm enge liQ vermehrt, dann ist die Arbeit hiemu: 

Und die Arbeit der Gesamjntladung ist 

d. h. der Arbeitswert oder die potentielle Energie der Ladung wird 
durch d[ts halbe Produet aus dem Potentiale in die E lektrici täts- 
menge bestimmt. Der Ausdruck heisst auch das Potential der Elek- 
trieität auf sich selbst. Er stimmt mit dem in § 96 angegebenen 
Werte fllr die elektrische Energie vollkommen Überein. 

Für die Kugel ist V=~ und somit w '= ~- die Energie der 
Ladung. Gleichzeitig folgt fSr die Capacität C = r der Zahlenwert 
des Radius, woraus wir schliessen, dass die Dimension der Capacität 
einer Länge entspricht. 

b) Sind im Räume zwei elektrische Körper, wir nehmen zwei 
Kugeln mit den Radien r, und r^ an, vorhanden, so besteht die 
potentielle Energie aus den Ladungsenei^ien der beiden Körper. 
Diese sind gegeben durch die Potentiale der Elektricitäten auf sich 
selbst, nämlich durch ^ und —-■ Die Summe dieser Energien gibt 
die gesammte Energie des Systems, solange sich die Körper gegen- 
seitig ausserhalb ihrer Wirkungssphären befinden. Besteht aber eine 
Wechselwirkung beider Körper, welche durch eine Annäherung der^ 
selben erreicht wird, dann kommt zu den Ladungsenergien noch die 
Energie der Wechselwirkung hinzu; dieselbe ist äquivalent der 
Arbeit der Annäherung der Körper und nach § 16 und § 97b durch 
das Potential der beiden Körper aufeinander bestimmt. Ist li die 
Entfernung der beiden kugelförmigen, elektrischen Körper, dann wird 
die gesammte potentielle Energie 

. ft_' I 9'^ _i_ 9' 9, . 
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Dieselbe rauas durch die Arbeit des Elektriaierens erzeugt werden, 
wenn die Körper bereite während des Elektrisierens aufeinander wirken. 
Die Energie der Wechselwirkung im letzten Gliede kann jedoch auch 
durch die Bewegung der Körper gegen einander hervorgerufen werden. 
Denken wir uns das ElektrisLeren gleichzeitig oder die Verschiebung 
beider Körper gleichmässig durchgeführt, dann kommt die Wechsel- 
wirkunga-Energie wegen der Gleichheit von Action und Reaction 
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jetkai Körper znr Hälfte za, und die elektrische Energie der 
Körper ist durch folgende Werte gegeben: 



W,= 



?._' _i_ 9l9l — 9i(Si. 




Unter gegenseitiger Einwirkung beider Körper setzt sich das Potential 
in einem Punkte auf der Oberfläche eines Körpers zusammen aus 
dem Potentiale der Elektricität auf derselben Oberflache und dem 
Potentiale der Elektricität des anderen Körpers; die bezüglichen Sum- 
men dieser Potentiale sind in den vorstehenden Klammem enthalten, 
daher bedeuten die Klammerausdrücke die Potentiale der beiden 
Körper unter ihrer gegenseitigen Einwirkung. Der Arbeitswert jeder 
Ladung ist demnach gegeben durch das halbe Product aus der Elek- 
tricitätsmenge in das Potential auf dem betreffenden Conductor 1^ 
Derselbe Satz wurde oben fllr einen Conductor abgeleitet, 
potentielle Energie des Systemes beider Körper setzt sich aas 
Summe der Enei^ien der einzelnen Ladungen zusammen. 

c) Für das Ärbeitsäquiyalent der elektrischen Ladungen eines 
beliebigen Sjstemes von Conductoren gilt derselbe Satz, welcher 
für zwei Kugeln gefunden wurde. Denken wir uns die Ladungen der 
einzelnen Conductoren von Null gleichzeitig und im gleichen 
Verhältnisse wachsen bis die Endladungen erreicht sind, dann 
wächst das Potential jedes Körpers proportional mit seiner Ladung 
genau ebenso, wie es für einen Conductor unter a) angegeben wurde. 
Für jeden Körper ergibt sich demnach der Arbeitswert -^QV^ und 
die Summe dieser Werte für die einzelnen Conductoren gibt d^^^H 
Arbeitswert oder die potentielle Energie des Systems; also ist ^^^| 



^ 
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d. h, die elektrische Energie eines Systems von Conductoren ist gleich 
der halben Summe der Producte der Ladungen in das Potential jedes 
Conductors. 

§ ]00. Elektrisches Feld. Potentielle Energie, u) Die Betrach- 
tungen über das Gravitations-Potential in § ID lassen sich auch auf 
das elektrische Potential übertragen. Der geometrische Ort eines 
Punktes mit einem bestimmten Potential ist eine Äquipotential- 
fläche, eine Fläche gleicher Arbeit oder eine Niveaufläche. 
Zu einer elektrischen Kugel sind die Niveauflächen concentrische 
Eugelflächen. Die Kraftrichtung ist in allen Punkten der Niveau- 
fläche normal au derselben. Die von einem Punkte ausgehenden. 



r 



S 100,] VI, Klektricitilt, Elektrortatik. 315 

nach einander folgenden Kraftrichtungen setzen nach Faraday eine 
Kraftlinie zusammen. Das von elektrischen Kraftlinien durchsetzte 
Feld heisst elektrisches Feld. Kraftlinien, welche ein Oberflächen- 
stück eines elektrischen Conductors umschliessen, bilden eine Kraft- 
rÖhre; dieselbe heisat Einheitaröhre, wenn ihre Basis mit der 
Elektricitätseinheit geladen ist, oder auch, wenn die Kraftströmung 
durch einen Querschnitt der Krafteinheit gleichkommt. Die Kraft- 
strömung, welche eine Fläche im elektrischen Felde trifft, wird durch 
die Anzahl der Einheitsröhren bestimmt. 

Nun lässt sich durch Versuche zeigen, dasa im elektrischen 
Felde thatsächlich Kräfte in der Richtung der Kraftlinien wirksam 
sind; es sind Kräfte der elektrischen Induction oder Influenz, 
die an den betreffenden Stellen wirklich das berechnete Potential 
heri'orrufen. Die bezügliche Untersuchung des Feldes kann in fol- 
gender Weise durchgeführt werden'); Man bringt in das elektrische 
Feld eines geladenen Conductors eine Probekugel, die durch einen 
langen dünnen Draht mit der Kugel eines entfernt stehenden nach 
Potentialmass gerichteten Elektrometers verbunden ist. In dem zu 
untersuchenden Punkte des Feldes sei das Potential V ohne Probe- 
kugel; die Probekugel wird durch Influenz elektrisch und gewinnt 
durch die Ladung (— Q) das Potential — Q/r. Das gesammte Poten- 
tial an der VersuchssteUe in Anwesenheit der Kugel ist nun V — Q/r. 
Die Elektrometerkugel erhäJt die Ladung + (^ und das Potential Q/R. 
W^en der leitenden Verbindung müssen die Potentiale auf der Probe- 
kugel und auf der Elektrometerkugel einander gleich sein; daher ist 

r _ _ e _ p. 

*^ r ~ Ji ~ '^ 

und das gesuchte Potential 

F-r(5- + i). 

Das gemessene Potential V ist daher kleiner als das zu messende V. 
— Die Messung kann vereinfacht werden, wenn die Probekugel un- 
endlich klein angenommen wird, wenn an ihrer Stelle der Draht eine 
Spitze besitzt, oder wenn daselbst am Ende der Leitung sich ein 
brennendes Licht befindet; dann strömt die Elektricitat — Q aus, das 
Potential V wird nicht durch Influenzelettricität verändert, und es 
ist unmittelbar 

Das Elektrometer bestimmt unmittelbar das gesuchte Potential der 
betreffenden Stelle des Feldes. 

Die Bewegung der Probekugel oder der Flamme am Ende des 



1) J. Walleutin, Moderne Eleklricitfttilehre. S, S&. 
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lAiitQnfpidnhtfm bringt keine Änderung im AnsBchbige des Hektro- 
metem herror^ wenn dieselbe aof einer Nireanffiche des Prides er- 
folgt Man kann daher doreh diesen Versoch die Lage der Nireaa- 
flachen ermitteln and die bereite in § 10 gewonnenen Satze experi- 
menieU bestätigen. 

Aneh die elektrisehen Kraftlinien kann man im Räume ersieht- 
lieh machen, wenn man im elektrischen Felde einer dnnUen Kammer 
mittelst eines Haarsiebes oder Baoschchens LjkopodinmpalTer ans- 
streat und dieses mit einem Sonnenstrahl beleuchtet. — Gut geeignet 
hieza ist auch Terpentinöl in einem Glasgefässe, in das zwei ent- 
gegengesetzt elektrisierte Leitungsdrahte eingef&hrt sind: eingestreute 
Krystalle tou schwefelsaurem Chinin oder nach Faradaj Seidenfaden 
ordnen sich deutlich nach den Kraftlinien an. 

Aus den Untersuchungen des elektrischen Feldes geht nach 
Faradaj herror, dass die Sjnftlinien und die l[raftrohren an der 
Oberflache eines elektrischen Korpers beginnen und an der Oberflache 
anderer Korper im elektrischen Felde endigen; solche Korper sind 
entweder Gegenstande in der Nähe des elektrischen Conductors, fernere 
Gegenstande oder die Decke des Experimentierzimmers. Wenn ein 
Körper Ton elektrischen Kraftlinien getroffen wird, so wird er durch 
Induction oder Influenz elektrisch; aus diesem Grunde nennt 
Faradaj die Kraftrohren auch Inductionsfäden. Der Theil der 
Oberfläche jenes Körpers, welcher einen InductionsÜEiden abschliesst, 
besitzt immer dieselbe Menge entgegengesetzter Elektricität, 
als der Theil des Conductors, von dem der Faden ausgeht. Dieser 
Satz folgt auch aus dem Theoreme von Gauss. Denn denkt man 
sich einen Inductionsfaden oder eine Kraftröhre, die von dem elek- 
trischen Conductor zu einem anderen Körper im elektrischen Felde 
übergeht, in das Innere der Körper yerlängert und dort abgeschlossen, 
so ist die Krafbströmung, welche durch die beiden abschliessenden 
Basen hindurchgeht, gleich Null. Da eine seitliche Krafbströmung 
nicht vorhanden ist, so muss auch die eingeschlossene Elektricitäts- 
menge gleich Null sein; die beiden Oberflächenelemente der Körper 
innerhalb des Inductionsfadens müssen daher mit gleich grossen und 
entgegengesetzt bezeichneten Elektricitätsmengen geladen sein. 

Aber nicht nur am Anfange und am Ende sind die Inductions- 
faden ungleichnamig elektrisch; auch jedes Raumelement derselben 
zwischen zwei Querschnitten zeigt Polarität. Nach Faradaj und 
Mosotti hat dieselbe in der elektrischen Polarität der Molecüle ihren 
Grund. Die Molecüle sollen gut leitend sein; sie werden aber durch 
das dielektrische Mittel, in dem sie eingebettet sind, isoliert. Mit 
Hilfe der Ilechnung kann wirklich nachgewiesen werden, dass leitende 
Kugeln, in einem isolierenden Medium eingebettet, die Wirkung eines 
dielektrischen Mittels hervorbringen können. 
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b) Wie im Gravitationsfelde (§ 19) ist es auch im elektrischeii 
Felde möglich, die potentielle Eiiei^ie der elek tri scheu Ladiiiifj; eines 
Oonductors durch die Anzahl der Zelleu auszudrücken, welclic von 
Inductionsfäden und NiveauÜächen gebildet werden. Mau hat für 
jede £lektricitätseinheit der Ladung eine Einheitsröhre und vou der 
Conductor Oberfläche aus die aufeinander folgenden Kiveaufläi^heu mit 
den PotentialdiÖerenzen Eins zu construieren, dann wird jede Ein- 
heitsröhre in V Zellen und somit Q Einhe itaröhren in QV Zellen ge- 
theilt. Die Zahl ist doppelt so gross, ala die Zahl f^r die Ladungs- 
euergie -^QV. 

Maxwell weist auf einfache Weise nach, dass auch für beliebig 
viele elektrische Körper die Zahl der Zellen dojipelt so gross ist, als 
die Zahl für die elektrische Energie des Körpersyatems. (Maxwell, 
Die Elektr. in elem. Behnndlg. S. 50.) 

Die bemerkenswerten Beziehungen zwischen Kraftlinien, FUden, 
Niveau flächen und der elektrischen Energie führten Foruday und 
Maxwell zu der Ansicht, dass die elektrische Energie in Wirklichkeit 
ihren Sitz im Medium des elektrischen Feldes habe: Faradaj kommt 
in seinen berühmten Experimental liesearchea in Elektricity zu fol- 
genden Resultaten'): 

„Elektrische Kraftwirkung scheint in einem gewissen durch den 
elektriaierten Körper in den einzelnen Partikeln des Mediums hervor- 
gerufenen und erhaltenen Polarisationszuatand zu bestehen, der 
sich dadurch charakterisiert, dasa die Partikel zwei entgegengesetzt 
begabte, positive und negative Theile erhalten. Der Zustand, in den 
das Medium dadurch gerät, ist ein erzwungener; denn er entsteht 
durch eine äussere Kraft, bleibt, solange diese Kraft wirkt, und ver- 
schwindet, sobald die Kraft entfernt wird. Dieser Zustand wird aber 
nur in Isolatoren durch ein und dieselbe Elekricitatsmenge fort- 
dauernd erhalten, denn nur bei ihnen bleiben die einzelnen Partikel 
in ihrer erzwungenen Lage, solange die Elektricitätsmenge vor- 
handen ist." 

c) Theorie der elektrischen Verschiebung. Gestützt auf 
die Experimental -Untersuchungen und die Anschauungen Faradays 
über den Zwangszustand des dielektrischen Mediums im elektrischeu 
Felde hat Maxwell in seinem berühmten „Lehrbuche der Elek- 

ricität und des Magnetismus" zur Erkläioing der elektrischeu 
Kraftwirkungen die Theorie der „elektrischen Verschiebung" 
aufgestellt. Maxwell selbst gibt in seinem Werke „Die Elektricität 
in elementarer Behandlung" (S. öl — 52) folgende Darstellung der- 
selben: 



1) Haiwell, Lehrbuch der El. etc. I, S. 1 
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Um eine präcise Vorstellung von dem Vorgange im dielektriBcheD 
Medium des Feldes zu gewinnen, wollen wir eine einzige Zelle be- 
tracliten, die zu einem Inductionafaden gehört, der von einem positir 
elektrischen Körper ausgeht. Die Zelle ist begrenzt von zwei auf 
einander folgenden Flächen gleichen Potentials, die den Körper umgeben. 

Wir wissen, dase eine elektromotoriache Kraft vorhanden ist, die 
von dem elektrischen Körper nach aussen wirkt. Aiif ein nicht- 
leitendes oder dielektrisches Medium ist die Wirkung der elektro- 
motorischen Kraft die, dass sie eine elektrische Verschiebung, 
wie wir sagen können, hervorbringt, d. .h. die Elektricität wird nach 
aussen in der Richtung der elektromotorischen Kraft gedrängt; aber, 
wenn die Elektricität diese Verschiebung erlitten hat, so ist doch ihr 
Zustand der, dass, sobald die elektromotorische Kraft zu wirken auf- 
gehört hat, sie wieder die Lage einnimmt, welche sie vor der Ver- 
schiebung hatte. 

Die Grösse der elektrischen Verschiebung wird durch die Elek- 
tricitätsmenge gemessen, welche durch eine feste Fläche hindurchgeht« 
die man sich parallel der NiveauHächen gezogen denken kann. Wir 
wissen absolut nichts über (lie Grösse des Weges, durch welchen 
hindurch irgend ein specieller Theil der Elektricität von seiner An- 
fangslage aus verschoben wird. Das einzige, was wir kennen, ist die 
Menge, welche durch eine gegebene Fläche hindurchgeht. Je grösser 
wir den Betrag von Elektricität annehmen, der z. B. in einem Cobik- 
centimeter vorhanden ist, desto kleiner brauchen wir die Strecke an- 
zunehmen, durch welche sie verschoben ist, damit eine gegebene 
Elektricitätsmenge durch eine bestiuimte Fläche im Medium ver- 
schoben erscheint. Wahrscheinlich ist es, dass die wirkliche Ver- 
schiebung ausserordentlich klein ist. — 

Neben der elektrischen Verschiebung durch einen Querschnitt 
innerhalb der Zelle haben wir noch den Zustand der beiden Enden 
der Zelle, welche von Niveauflächen gebildet werden, zu betrachten. 
Wir müssen annehmen, dass in jeder Zelle die von der Fläche höheren 
Potentials gebildete Endliüche mit einer Einheit positiver Elektricität 
belegt ist, während die gegenüberliegende Endfläche mit einer Ein- 
heit negativer Elektricität belegt ist. In dem Inneren des Mediums, 
wo das positive Ende einer Zelle mit dem negativen der nächsten in 
Berührung ist, neutralisieren sich die beiden Elektrisierungen voll- 
kommen; aber da, wo das dielektrische Medium von einem Leiter 
begrenzt ist, wird die Elektrisierung nicht mehr neutralisiert, sondern 
sie bildet dort die beobachtete Elektrisierung an der Oberfläche des 
Leiters. 

Nach dieser ÄufTaasung der Elektrisierung müssen wir die Elek- 
trisierung eher als eine Eigenschaft des dielektrischen Medium: 
betrachten, statt als eine Eigenschaft des Leiters. 
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Wenn wir weiter annehmen, dass in jedem Theile eines dielek- ^^^ 

triaclien Mediums, durch welches hindurch elektrische Kraftwirkimg ^^H 

stattündet, ein Zug, ähnlich dem eines Seiles, in der Hicbtiing der ^^H 

Kraftlinien herrscht und ein Druck iu allen Richtungen, die normal ^^H 



zu den Kraftlinien aind, so können wir alle mechanischen Wirkungen 
welche zwischen elektrischen Körpern stattfinden, erklären. 

d) Energie des Feldes. Auf die Anschauung gestützt, dass 
im Felde eines elektrischen Conductore eine elektrische Verschiebung 
stattfindet, zufolge welcher auf jeder Niveaufläche beide Arten von 
Influenzelektricität geweckt werden, läast sich die Vorschiebungs- 
arbeit als Raumenergie nach der hydrostatischen Grundgleichung, 
die sich zur Berechnung von Raumenergien für feste, flüssige und 
gasförmige Körper als richtig erwiesen hat, berechnen. Die Grösse 
jeder Art InBuenzelektricität ist gleich der elektrischen Ladung des 
Conductora. Eine unendlich dünne Ranmschichte zwischen zwei un- 
mittelbar aufeinander folgenden Niveauflächen ist polarisiert: auf der 
dem Conductor zugewandten Seite befindet sich die Iiifluenzelektricität 
erster Art, auf der abgewandten gleichviel lufiuenzelektricität zweiter 
Art. Auf diese Influenzelektricitäten wirkt die Ludung des Conductors 
mit gleich starken und entgegengesetzten Kräften und eraeugt im 
dielektrischen Mittel des Feldes eine Spannung. Mit Hilfe derselben 
berechnen wir nun die Raumenergie, indem wir diese dem Pro- 
dncte aus dem Drucke in das Volumen proportional setzen. Darnach 
erhalten wir die Energie des Feldes einer elektrischen Kugel in 
folgender einfacher Weise'}: 

Auf einer kugelförmigen Niveaufläche mit dem Halbmesser It 
befindet sich die der Ladung des Conductors gleiche Elektricitäts- 
menge Q; davon entfällt auf die Flächeneinheit Q/iR'it. Darauf 
wirkt nach Coiüombs Gesetz die Conductorladung Q mit der Kraft 
p=^Q'/4Ii^x. Für die kugelförmige Schale dv ^ iH^n ■ dli ist 
daher die Raumenergie (nach der Form x ■ p ■ dv) 

dW= ^^ - 4R*x ■ dB = -^^- . dR, 

und für das ganze Feld 

Der Wert stimmt genau mit jenem für die Lndungsarbeit (§ 97) 
flberein, wenn die konstante k = 1/2 gesetzt wird. 

Diese Beschränkung der Constanten gilt nur für elektrische 
Ladungen der Conductoren in der Luft; in einem anderen dielek- 

1 Vortrag über RaumeDer^e in J. Verhandig. der Naturf.- 
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trischen Mittel nimmt Ic- tsinen andt^ren Wert an; dies wurde 
Ton H. T, HelmhoItK aiisgeaprochen und von Silow experimentell be- 
stätigt. 

Gleichzeitig mag bemerkt werden, dass der Auadruck W aach 
für die potentielle Energie eines kugelförmigen Condensatora oder 
einer kugelförmigen Leydener Flasche gilt, wemi die kugelförmigen 
Begrenzungaflächen die Iladien R, und Ii„ haben. 

Sind Kwei elektrische Condiictoren in einem Felde vorhanden, 
90 läflst sich für jeden die vorstehende BetracJitung geltend machen, 
es wirken beide Ladungen auf jede durch Induction geweckte £lek- 
tricltätseinheit im Felde, und die Kmfte setzen sich nach dem Gresetze 
des Kräftenparallelogramm es zusammen. (Die Auaführung der Rech- 
nung kann ähidieh der im § 53 c geschehen.) Das Quadrat der Re- 
sultiereuden auf eine Elektricitätseinheit im Felde, nach Oarnots Lehr- 
satz ermittelt, dividiert durch ix gibt, entsprechend der obigen Aus- 
fiilining, die Spannung p, und in der Luft ist die Volumenergie 
in einem llaumelemente dv gleich -^p-dv. Durch Summierung Ol 
das ganze elektrische Feld erhält man für die potentielle Energii 
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einen Wert, der mit jenem för die Ladungsarbeit in g 99 
einstimmt. Die Änderung der Energie dWjdli führt wieder 
Goulomh'schen Oesetz zurück, von dem ursprünglich ausgegangen 
wurde. 

e) Theorie der Atherverschiebnng'). Es wurde bereits in 
§ 53b) und c) nachgewiesen, dass die potentielle Energie in einem 
Kraftfeldo durch die Arbeit einer Ätherverachiehung erzeugt ge- 
dacht werden kann. Im Sinne der Elektricitätslehre tritt dann der 
Äther ohneweitera an die Stelle der Elektricitätsmenge der 
Maxwell'schen Theorie. Wird ein Körper positiv elektrisch, so 
breitet sich eine neue Ätherschichte über der Oberfläche aus, und 
die Äthermasse kann als Elektricitätamenge betrachtet werden. 
Wird ein Körper negativ elektrisch, so verschwindet eine Äther- 
schichte an der Oberfläche. Sowohl die Hinzufüguug, als auch die 
Wegführung einer Ätherschichte an der Oberfläche eines Conductors 
hat eine Äther Verschiebung im umgebenden dielektrischen Mittel zur 
Folge; indem von der Oberfläche aus jede Ätherschichte die benach- 
barte zur Verschiebung veranlasst, werden Kräfte im elektrischen 
Felde geweckt, die einen Zwungszustuud bedingen und die Ferne- 
wirkung der elektrischen Ladung vermitteln. Für die Beweglich- 

1) Siehe meine Scbriilen über da« EueTgiepriucip i. il, Elektricitätslehre, 
1887, und über den Ätfaerdiruck, 1803. 
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keit des Äthers muss das Gesetz Über die elektrische Leitungafiihigkeit 
der Körper als massgebend angesehen werden. 

Es mag noch besonders darauf hingewiesen werden, dass für 
die Ableitung der Elektricitätsgesetze in § b2 und g 53 nicht das 
Elaaticitätsgeaetz ohneweiters angewendet wurde; nach diesem ist die 
geweckte elastische Kraft der relativen Verschiebung der Massen- 
theitchen proportional, indem z. B. die elastische Kraft X = 2fi.dZ/dx 
ist. Um zu Gesetzen für elektrische Kräfte zu gelangen, musste 
vorausgesetzt werden, dass die Kraft der absoluten Verschiebung 
proportional sei, dass X ^ k^ ist. Demgemäsa muss angenommen 
werden, dass die sogenannten elastischen Kräfte in der Änderung 
der Wechselwirkungsenergie der Molecüle begründet seien, die 
ausschliesslich durch eine Lagenänderung der MolecUle bedingt ist, 
während die elektrischen Kräfte in der durch Induction hervor- 
gebrachten Oberflächen Verschiebung der einzelnen Molecüle, also in 
der Änderung der Ladungsenergie oder des Selbstpotentials der Mole- 
cüle ihren Grund haben mögen. Zu dieser Interpretation der Hech- 
nung liefert die Hypothese über die Constitution der Molecüle in 
§ 72 b ein anschauliches Bild, insbesondere wird ersichtlich, wie durch 
Äther Verschiebung die molecularen kugelförmigen Wirbel ihre Gestalt 
ändern und die Molecüle hiedurch in einen elektrischen Polarisiitions- 
zustand gelangen können (S. 248). 

In dieser Fassung ist die Äthertheorie eine Verbindung der 
Theorien von Euler, Edlund, W. Weber, Secchi u. a,, nach welchen 
die Äthermenge des Körpers dessen elektrische Ladung bestimmt, 
mit der MaxwelVschen Theorie der elektrischen Verschiebung. Sie 
liefert nicht nur die der Elektrostatik zugrunde liegenden Anschau- 
nngen über Kraftlinien und Niveauflächen im elektrischen Felde und 
das Grundgesetz von Coulomb zahlenmässig richtig, sondern sie führt 
auch zu dem den übrigen Theilen der Elektricitätslehre als Grundlage 
dienenden Maxwell-Hertz'schen Gleichungssysteme des elektromagneti- 
schen Feldes. (Siehe § 52b, S. 183.) 

Hier sollen noch die Ausdrücke für die elektrische Dichte und 
die Spannung mittelst der Theorie der Ätberverschiebung abgeleitet 
werden. 

Die Dichte ist die Elektricitätsmenge auf der Flächeneinheit 
eines Conductora. Ist die Verschiebung o, so ist die geweckte Kraft 
f auf die Masseneinheit xe, wenn x den Elasticitätsfaetor angibt, imd 
man hat / , \ 

/■=»•• -(7) ■(«")• 

(dö) als die Äthermenge in der Schichte über der Flächeneinheit 
ist die elektrische Dichte. Der Wert derselben wird 
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Setxen wir in der Luft, wie in § 53, f&r x/d = Ax^ so erhält man 
für die Dichte 

ICenau den in § 98 b> und c) ermittelten Wert 

l>ie elektrische Spannung oder der elektrostatische Druck ist 
die Kraft p^ welche auf die Oberflächenschichte über der Flächen- 
einheit wirkt: sie ist eine auf die ganze Masse (06) der Schichte 
wirkende Kraft und daher der Elasticität in der Mitte der Schichte 
gleich; demnach ist 

Für Luft als dielektrisches Mittel ist wieder x i = 4x und somit 
die S)>aunung 

IWfäielbe Ausdruck wurde auch in § 98d) gewonnen. 

$ lOl. Condensatoren. ^Kleist in Cammin 174d, Euneus in Leiden 
1741^"^ a^ Die Oondensatoren dienen dazu, grossere Elektricitätsmengen 
antusammeln und durch Entladung zu rerwerten« Den ersten con- 
stniierte Ewald Georg von Kleist i^lT45 » in folgender Weise: Er gab 
in ein Me^licinglaschen Quecksilber oder Spiritus vini, steckte einen 
Ni^^^l in ilas ii laschen, elektrisierte den Nagel und berührte ihn mit 
«"in^r Wnawi, indem er das Gläschen in der anderen Hand hielt Der 
«^"t^alt^uo Kntladungsschlag zeigte eine Verstärkung der Elektricitat 
a)^ Gmlath nahm statt des Arzneiglases eine grossere Flasche und 
sklalf ^W Nagels einen Eisendraht mit einer Kugel am Ende. Beris 
Wli^l^ di«^ Aussenseite und Watson die innere Seite der Kleist*schen 
VW^>hc uut Zinnfolie. Winkler construierte einen Auslader und stellte 
M^^^MV Kla^^^hen zu einer Batterie zusammen. 

tu di'r Theorie gilt es, die angehäufte Elektricitätsmenge und 
^VM Av^'iUwert zu bestimmen. Zur Lösung dieser Au%abe wählen 
%^ hH^&s'h»! eine kugelförmige Leydener Flasche als Repräsentant 
^ \\NV^st«'^w^toren ^\ Es seien zwei concentrische Kugelschalen I 
^M«i vi A^^ Metall von sehr geringer Dicke mit den Radien r^ und r^. 
\f^ X^^V^ii'*^ S^^hale Z auch Collector genannt, werde mit dem Con- 
g^^^ik «jt^'A Klektrisiermaschine in Verbindung geisetzt und eriialte 
^ fr^r *-^ J**«' l^^bmg Vi^ Ji*^ äussere Schale als Oondensator werde 
K^^ Wi'W*^ ^^l«^Vlri:ich und die Intluenzelektricität zweiter Art durch 
\iJKi»i^r X^^AMudung xur Enle gt^ftlhrr. Für den bald eintreten- 

\W IVt^ttti«! S 115»: Js^rpiori, !>** elektr Poteatial S. 84; 
>U«^.Omoh i) >tAt Kl 1 ÄfU> l^hro d. Kl. T. ö. Wiedenuuin, 
>IMv%^V MA»cAit UD«1 .\^uWii^ Mott$4KMBk AVjdleatin etc. 
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den GleichgewichtBzustand müssen die leitend yerbunJenen Flächen 
gleiche Potential werte liaben. Es müssen also zunäctst die Pot«D- 
tiale von / und von dem elektriacLen Couductor gleich sein. Das 
Potential in einem Punkte des Conductors sei V; das Potential in 
einem Punkte von / setzt sich zusammen aus der Summe der Poten- 
tialtrerte der Elektricitäten (Q, und Q^) auf der inneren und äusseren 
Kugelschale, ist also — + — , und es gilt 

V-^i + a. 

Die äussere Kngelfläche // ist leitend mit der Erde verbanden 
und ihr Potential muss gleich Null sein. Dieses Potential setzt sich 
zusammen aus den Potentialen von (^, und (?, auf II und es besteht 
die Gleichung 

* + * = »• 

Aus den beiden Gleichungen folgen die Werte für die angesammelte 
Elektricität 



Aus dieser Form ist sofort ersichtlich, dass der Coefficient des 
Potential vcertes V die Bedeutiuig der Capacität c der Flasche hat; 
und somit ist die Capacität, wenn noch r^ — *■, = // sehr klein ist 



oder wenn man die F^che der Flaache S = 4f*a einführt, 
«»ifa und Q,—^V. 

Wäre die äussere Schale // nicht vorhanden, dann würde auf / 
die Elektricität Q^' durch die Gleichheit der Potentiale in / und auf 
dem elektrischen Conductor bestimmt, also durch 



*-^-5^-«>'- 



Der Coefficient — -^— ist die Verstärkungszahl der Flasche; 

dieselbe ist proportional dem Radius der kugelförmigen Flasche und 
umgekehrt proportional der Dicke der isolierenden Zwischenschichte. 
Die Entwickelung ist analog, wenn II als Collector und / als Con- 
densator benutzt wird. 

Die angesammelte Elektricität Qi wiril durch einen dem vor- 
stehenden analogen Ausdruck gegeben, wenn der Condensator, dessen 
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Belegungen einander sehr nahe und parallel sind^ eine beliebige 
Gestalt hat und die Belegungen (durch etwaige Verbindung mit elek- 
trischen Conductoren) zu beliebigen Potentialen Fj und T^ geladen 
sind. Die Flachen der Belegungen sind dann nämlich zwei Niveau- 
flachen, deren Potentiale V^ und Fg, und es gilt (§ 98) für die Dichte d 
die Relation p. ^ 

Damach ist die ElektricitÄt auf der Oberfläche 

Hierin ist wie oben j— ^ der Wert fllr die Capacität der Flasche. 

Der Ausdruck geht in den obigen für c^ über, wenn Fg = wird. 

Wir bestimmen für den vorliegenden Fall noch den Arbeits- 
wert W der Ladung, welcher als potentielle Energie im Con- 
densator aufgespeichert und bei der Entladung wieder gewonnen wird. 
Nach §§ 96 und 99 gelangt man zu diesem Werte, wenn man das 
Product aus der halben Elektricitätsmenge Q^ in das Potential in 
einem Oberflächenpunkte von / bestimmt. Das betreffende Product 
für II wird mit seinem Potentialwerte gleich Null. 

Es wird , ^ , 

Damach ist die potentielle Energie des Condensators dem Qua- 
drate der Ladung direct und der Capacität umgekehrt proportional. 
Durch Einführung des Wertes für F eines kugelförmigen Conden- 
sators wird 

'^'^ "" 2 \ri' "^ rj ~ 2rir, ' ^^ ~ 2r« ' 

Zu einem allgemein deutbaren Gesetze über den Arbeitswert der 
Ladung eines Condensators gelangen wir durch EinfQhmng der elek- 
trischen Dichte d und der Fläche der Flasche; es ist 

Q^ = S'd und 4r«Ä = S 
und darnach ^-- ^ « ^9 . 

d. h. der Arbeitswert der Ladung ist proportional der Oberfläche des 
Condensators, der Dicke der isolierenden Zwischenschichte und dem 
Quadrate der elektrischen Dichte. 

Leicht zu erhalten ist auch die Form 

Diese Sätze gelten auch für andere Formen der Flaschen und 
wurden von Riess mit dem Luftthermometer experimentell nach- 
gewiesen« 
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Zur MesBiing der Capacitüt mag hier folgendes bemerkt werden: 
In absoluten elektrostatischen Einheiten wird sie, ihrer Dimension 
entsprechend, durch Centimeter ausgedrückt. Die praktische Einheit 
ist ein Farad, jene Capacität, bei welcher die Ladung von 1 Coulomb 
• das Potential 1 Volt liefert-, es ist = 9 ■ 10" elektrost. Einh. und 
= 10« Mikrofarad. 

b) Durch unmittelbare Anwendung des Energieprincipes läast 
sich die Ladungsenergie und die Verstärkungazahl noch einfacher 
bestimraen als mit Hilfe des Potentials. 

Der Versuch mit der zerlegbaren Leydener Flasche zeigt, dass 
man sowohl den inneren als auch den äusseren Beleg für sich ent- 
laden kann, und dass nach der Zusammenstellung der Flasche docli 
noch ein kräftiger Entladungsschlag erhalten wird. Daraus folgt 
deutlich, dass der elektrische Zustand seinen Sitz nicht in den metalli- 
schen Belegen, sondern im isolierenden Zwischeomittel hat. Einen 
weiteren Beweis dafflr liefert die bald noch näher zu behandelnde 
Thatsache, dass die angesammelte Elektricitätsmenge von der Natur 
des Isolators abhängt. Man hat daher nur die im dielektnscheu 
Zwischenmedium aufgespeicherte potentielle Energie als Äquivalent 
der Ladungsarbeit des Oondensators zu betrachten; für dieselbe gilt 
der nach Faradays Anschauungen abgeleitete Wert in § 100 d), 
Damach besteht der Arbeitswert einer zur Erde abgeleiteten kugel- 
förmigen Flasche aus der Ladungsarbeit des inneren Beleges ver- 
mindert um die Ladungsarbeit des äusseren Beleges. Bei geringer 
Wanddicke J der Flasche ist er 



W = 



. 1 Q'_^ 



Der Ausdruck stimmt mit dem obigen für W vollkommen übereiu. 
Zur Verstarkimgszahl vermag die Bestimmung des Intensitäts- 
factors der elektrischen Energie zu fahren'). Bei einem Systeme, 
bestehend aus einem kugelförmigen Condensator und einem Conductor 
einer Elektrisiermaschine, herrscht Gleichgewicht, wenn die Potentiale 
der leitend verbundenen (Jonductoren einander gleich sind. Ans den 
Factoren der elektrischen Energie des Condensators 



w-v«!«' 



I folgt sofort das Potential oder der Elektricitätsgrad als Intensitäts- 
■ fector 



' 'iQ 



1) Siehe meine Abhandlung lur Obereinst immunR der phys. Arbeitsgesetze. 
ZeitMh. f. d. ßlw. Wien. 1892. S. 688. 
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Condeasator ange- 
L aschine verbünde 



Wfirde der innere kugelförmige Collector ohne 
nommeii und mit dem Conductor der Glektrisien 
Bo wäre die Energie des ersteren 

w- i «' -f 

und der Intensitätsfactor oder das Pot«ntial 



Aus der Gleichheit der Intensij^tsfactoren folgt die Yerstarkungszah] 
9._JL 

Ubereinstimiiieiid mit den obigen Angaben. J 

Die Ladungsenergie als Product aus dem elektrostatischen Druck 

in das Volumen des elektrischen Feldes (nach § 100 d) enthielt einen 

constanteu Factor; mit Benützung desselben wird die Enei^e 



iy = 



ind die Verstärkungszahl 



Die letztere erscheint um den Factor 1/2 k verändert, der von di 
Katur des dielektrischen Mittels abhängig ist. 

In der That hat schon Cavendiah (1771) gefunden, dass, wenn 
in einem Condensator die isolierende Zwischen schichte geändert wird, 
während die metallischen Belege unverändert bleiben, sich die Capa- 
cität des Condensators ändert. Wurde in einem Condensator die Luft- 
schichte durch eine ebenso dicke Schwefelschichte ersetzt, so nahm 
die Capacität um das SYj-fache zu. Die diesbezüglichen Arbeiten von 
Cavendiah, welche 1879 von Maxwell veröffentlicht wurden, waren 
Faraday unbekannt, als er im Jahre 1837 seine grundlegenden Ver- 
suche anstellte, die von Gaugain, Boltzmann, WüUner, Gordon u. a. 
vervoUkommt nnd weiter entwickelt wurden. 

Faraday nannte die isolierenden Substanzen Dielektrica nnd die 
Verhältniazahl l/2}c das specifiache Inductionsvermögen. Die letztere 
Zahl führt heute in der Regel den Namen Dielektricitfitseonstante. 
Einige solche Constanten sind: für 

Crownglae 3-243 (Gordon), 6-96 (Hopkinaon), 

Flintglaa 3-013 bis 3164 (Gordon), 711 bis 744 (Winkelmann), 

Ebonit 315 bis 3-48 (Boltzmann), 2-72 (Winkelmann), 

Schwefel 3-84 bis 390 (Boltzmann), 258 (Gordon), 304 (WüUner 

Schellack 2-74 (Gordon), 3-10 (Winkelmann), 

Paraffin 232 (Boltzmann), 1-994 (Gordon), 218 (Winkelmann), 

Quarz 4-6 (Bomich und Nowack), 
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Steinsalz 18 (Hopkinaon), 

Olivenöl 316 (Hopkinson), 

Äther 475 bis 4-95 (Hopkinson), 

Alkohol 2429 (Donle), 

Schwefelkohlenstoff 2(i7. 

c) Mittelst der Theorie der Ätherverschiebung ergeben sich die 
Werte für die Enet^e und die Ladung eines kugelförmigen Conden- 
sators direct auf sehr einfache Weise. 

Durch positive Elektrisiening der inneren Kugelfläche / wird 
der Äther des dielektrischen Zwischenmittels radial nach auswärts in 
der Richtung gegen den Beleg // verschoben, es werden elastische 
Kräfte geweckt und damit ein elektrisches Feld erzeugt. Die Ather- 
Bchichte an der concaven Innenseite von // sollte in das metallische 
Innere von II bi nein trete n ; da aber im Metall wegen der gnten 
Leitungsfäbigkeit keine Verschiebung bestehen kann, so muas die 
betreffende Ätherscbichte, etwa durch eine Öffnung der Fläche //, 
sich an die äussere, convexe Oberfläche begeben und dort als Influenz- 
elektricität zweiter Art ausbreiten. Die innere Fläche von II er- 
scheint wegen des Verlnates der Atherschichte negativ elektrisch; die 
äussere Fläche ist positiv geladen. Dass die Mengen der beiden In- 
fluenzelektrici täten der Ladung auf I gleichkommen, folgt unmittelbar, 
wenn die Ätberdichte constant ist. 

Die lufluenzelektricität zweiter Art auf // veranlasst eine Ver- 
schiebimg des Äthers und daher eine Ausbreitung des elektrischen 
Kraftfeldes im Räume ausserhalb des Condensators; wird aber diese 
Eiektricität zur Erde geleitet, so verschwindet auch das elektrische 
Feld. Die Ladungsarbeit beschränkt sich dann lediglicb auf die Ver- 
schiobnngsarbeit im Dielektrieum des Condensators. Zur Berechnung 
derselben benützen wir die Arbeit der Verschiebimg einer kugel- 
förmigen Ätherscbichte nach g 53 b ; danach ist 



dTr=lpir = |xp«« = ^.(?* 



dn 



und die Ladungsarbeit 

Hierin bedeuten r, und r^ die Radien der Kugelfläcben / und //, 
Ist der Unterschied r^^r^^J gegenüber den Radien nur klein, so 
kann man auch schreiben 
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Dieser Wert für die Energie stimmt mit dem der Potentialtheorii 
vollständig Uberein. Derselbe kann nls Verschieb iingsarbeit. soff 
angeschrieben werden, wenn die Dicke der za versc hiebenden Äl 

schichte nur gering ist. 

Die Constante x/4itd ist der reciproke Wert der Dielektricii 
constanten. 

Aufg. 1. Zwei concentrische KogelSächen haben beziehuigsweise 
Halbmesser 10 cm und 11 cm; wie gross ist die Capactt&t, die Ladni 
die VerstilrknDgSEahl und die elektrische Energie derselben als Oondensator, 
wenn die innere Kugel mit einer Elektrisiermaschine von 1 2 000 Volt 
Elektricitiltsgraden verbunden wirdV 1 Volt = 1/3 ■ 10^ e. s. Potential- 
einUeiten. 1 Coulomb = 3 ■ 10* e. s. E. — (c = r,r^J{r, — r^) = 110 " 
Verstarkungszahl = r,/i,i\ — r,) = 11. 

Ladnng Q = Vr,- »'(/(r, — r,) = 4100 e. s. E. = 14% • 10-' Couloi 
»-'-= -i-(:K' = 88000 Erg = 89*7 gem.) 2. Wie gross ist die elek- 
trische Dichte auf dur inneren Kugel der vorigen AnfgaU' und der elek- 
troatatJBche Druck, welcher das dielektrische Mittel zu durchbrechen sucht? 
_ (i = ^/4rä« = 3-5e.s. E., i» = 2nd' = 7703 Dyn =0078 gr, cm'.) 
8. Eine Glaskugel von 13 cm innerem Durchmesser und 0004 cm Wand- 
dieke wird durch Belegung mit Silberscliichten auf beiden Seiten zu einem 
Oondensator gestaltet und mit einer Elektrisiermaschine von 18 000 Tblt 
verbunden. Die Dielektricitätsconstante des Glases sei 2'4. Wie gross 
sind Gapacität, Ladung, Spannung und elektrische Energie dieses Conden- 
sators? — {Die praktische Capacitatseinheit ist 1 Farad = 9 ■ 10^' e. s. E. 
nnd =10* Mikrofarad. Darnach ist c = 216144 cm = 0024 Mikrofarad, 
y=:12968G4e.9.E.= 432310-'' Coulomb, T»'=38-9-10'Erg=0396 kgm, 
p = 2ita* = 2« ■ 1433-4* = 5164 ■ 10* Dyn = 32-6 kg/cm*.) 4. In 
einem Condensator beträgt die Fläche einer Belegung 1 m' und die Dicke 
des isolierenden Mittels ^=^01 cm; eine Belegung ist mit einer Elek- 
tricitatsquelle vom Potential 600 Volt in Verbindung, imd die andere ist 
xur Erde abgeleitet; wie gross ist die elektrische Energie des Conden- 
sators? — (W=S-V^/8nJ = lbd24'Erg= lG-2 grcm = 000028 gr-cal.) 
S. Ein Condensator hat die Capacität 25 Mikrofarad ä 9 ' 10* elektro- 
statische Einheiten nnd eine Ladung mit dem Potential von 600 Volt; 
wie gross ist die Ladung und die Energie? — 

(^> = cF = 2-5 ■ 9 • 10* (^^) = 4500000 e. s. E. = 15 ■ IQ-* Coulomb, 
W= yCV= 45 ■ 10* Erg=^0-046 kgm.) 6. Wie gross muss die 
Dicke der isolierenden Luftsohichte eines Kugelcondensators vom Radius 
ij = 10cm sein, damit die Verstarkungszahl =100 sei? — (I00=r,/r,— Tj, 
daraus r, = 10101 cm und j-j — r, = 0101 cm.) 7. Eine Batterie von 
Leydener Flaschen enthHIt geladen 0'6 kgm Energie, und die beiden Be- 
legungen haben eine PotentialdifTerenz von 3000 Volt. Wte gross ist die 
Ladung und wie gross ist die Capauit&t der Batterie? — 
(fl= 2 TI7r=4.1O-»Coul,,C = B72F'=30OOO0e.s.E.=l/3 Mikrofarad.) 

[R. Weber.] 
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'102. Ebene CondenBatoren. Statt der Kugelflächen wähle» wir 
nun zwei planparallele, gutleitende Platten, welche durch eine ver- 
hÄltnismässig dünne, isolierende Zwischen schichte von einander ge- 
trennt sind. Die Zuaaaninenstelluog bildet einen ebenen Condensator '). 
Die Ladung dieses Condensators kann ebenso wie bei der Leydener 
Flasche geschehen, also entweder dadurch, daaa man nur eine Platte 
ladet und die zweite leitend mit der Erde verbindet, oder dadurch, 
dass man beide Platten mit den entgegengesetzt elektrischen Conduc- 
toren einer Elektrisiermaschine verbindet. Um einer beliebigen Elek- 
trisierung Itechnung zu tragen, nehmen wir an, daas die Platten zu 
den verschiedenen Potentialen V^ und V^ geladen seien. In einer 
Entfernung von den Rändern, welche sehr gross im Verhältnisse zur 
Dicke der Zwischenschichte ist, ist die Elektricität über den Platten 
gleichförmig vertheitt und sind die Kraftlinien in dem betreffenden 
Theil der Zwischenschichte unter einander parallele, zu den Platten 
normale Geraden. Das elektrische Feld ist daselbst gleichförmig. Die 
Grösse der Hache mit gleichförmiger Elektricitatsvertheilung sei S; 
wir wollen dieselbe etwa durch eine geschlossene krumme Linie be- 
grenzt denken, lat der Abstand der Platten J, dann ist die Arbeit, 
um die Elektrici tätsei nheit von einer Platte zur andern zu bewegen, 

daher die Kraft des Feldes 

Dies ist auch die Kraft in den Oberflächenschichten der Platten; 
demnach wird die elektrische Dichte einer Platte 



und die Elektricität auf S ist 

Die Elektrici tätsmengen auf beiden Platten sind gleich gross, 
aber von entgegengesetzter Vorzeichnung. Ist V^ = 0, so folgt un- 
mittelbar für die Capacität des Condensators 



die etwa noch mit der Dielektricitäteconstauten zu multipli eieren ist. 
Die potentielle Energie setzt sich zusammen ans den Energien beider 

Plattenladungen tmd ist 

w- ^ («F. + (-« .r,]~^Q(r,-v,)-'^-Q-.j. 






Uascaii-Walleatia. I. 38*. Haxwell, Die Elektr. in elem. Behdlg. i 
irift über dae Euergieprmcip in d. Elektrl. 18S7. 
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Äua dem Ausdrucke fttr die Energie lässt sich die Kraft F be- 
rechnen, mit welcher die Platten sich gegenseitig festhalten, die abo 
(Iberwunden werden muss, um eine Platte, beziehnngsweise ein Ober- 
flächenstück S Ton seiner Stelle zu ziehen. Um dieselbe zu änden, 
denken wir uns die Diatanz ^ etwas vergrossert; dadurch wird di« 
Energie 

and der Unterschied 

W- W= F- {J'~ J) = ^ ■ ^{^'— ^), 
daraus wird die Kraft 

Dieses Resultat wird dazu benutzt, um sowohl die Elektricitäts- 
menge Q als auch die Potentialdifferenz {Kj — F,) zu bestimmen; 



v-}/^ und r.^n-^yt^ 



Hierin sind S das begrenzte FlachenstOek mit gleichförmiger 
tricitätsvertheilung auf den Platten und IP die Kraft, mit welcher 
solches Flächenstfick festgehalten wird. 

Eine Messung der Grösse F und somit eine Beatimmnng der 
Elektricitätsmenge Q und der Potentialdifferenz nach absolutem 
Maasse gestattet das Schutzring-Elektrometer von W. Thomson. 
Dasselbe besteht au.s zwei in geringer Entfernung befindlichen, kreis- 
förmigen Platten, die zu verschiedenen Potentialen geladen werden 
können. Von einer Platte ist ein begrenztes Stilok S durch einen 
Einschnitt längs seiner Grenzlinie vollkommen beweglich gemacht; 
der feste S ergänzende Theil der Platte heisst „Sphutzring". Das 
bewegliche Stück Ä' ist mit einem Wagebalken in Verbindung und 
kann durch Gegengewichte äquilibriert werden. Mittelst der Wage- 
balkenvorrichtung wird auch die Kraft F gemessen, mit welcher die 
Platte S angezogen wird. 

Nach der Theorie der Verschiebung ei^eben sich die Ausdrücke 
für die Ladung, die Energie und dos Potential direct in ähnlicher 
Weise wie ftir den Kugele ondensator (g lOlc). 

Aufg. 1, Wie gross ist die CapacitBt einer Franklin 'gehen Tafel, dei'oa 
Zinnbelegxing 25 cm lang und 16 cm breit, und für deren Glas /t^Q'l om 
und die Diel ektrioit&tscon Staate k = 32 istV — *j 

{C=-k- S/\nd = 1018 e. 8. E. = 0-00113 Mikrofarad.) ' 

S. Die Metallscheibe eines Elektrophors hat 20 cm Durchmesser und ist 
im Mittel um 0*02 cm von der Hartjj^nmischeibo entfernt. Wie gross ist 
seine elektrische Capacitat? — {C =1250 e. s. E. = O'OOU Mikrofarad.) 
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, Ein PlattencondeDBator von 35 Mikrofarad Capäcität (a 9-10'^ e. s. E^ 
wird mit einer Batterie von 300 Volt elektromotorischer Kraft (ä I/'S-IO") 
geladen. Welche Ladung nimmt er auf? — 

{Q = C-y = 22-5 ■ 10'^ e. s. E. =■ 0-00075 Coolomb.) 
4. Eine Franklin'sche Tafel von 2 elektrostatisuben Capacit&tseinlieiten 
wurde mit einer Holtz'schen Influenzmaschine geladen, deren elektromoto- 
rische Kraft auf 3000 Volt stieg. Welche Elektricitätsmenge enthielt sie? 
— (iQ = 200 e. 3. E.) [R, Weber] 

§ 103. Elektrische Batterien, a) Flaschenverbindung neben 
einander oder auch Batterie schlechtweg genannt. Eine Flaschen- 
Terbindung nebeneinander kommt zustande, wenn man von mehreren 
Leydeiier Flaschen alle inneren Kugelflächen mit einander und alle 
äusseren Kugelflächen miteinander verbindet. Wir nehmen an, daas 
alle Flaschen dieselbe Form haben; dann lässt sich der Fall der 
Flaschenverbindung auf die Betrachtung einer einzelnen Flasche zu- 
riickftÜiren. Eine und somit alle äuaseem Kugelachalen stehen mit 
der Erde in leitender Verbindung. Die Elektricitat, welche von einer 
Elektricitätaquelle her auf die innere Kugel der ersten Flasche ge- 
leitet wird, verbreitet sich gleichförmig über alle inneren Kugelachalen 
der Flaschen \md wirkt auf die äusseren Kugelachalen so, wie wenn 
jede Flasche allein vorhanden wäre. Ist die Elektricitätsmenge auf 
einer Kugel q, so ist, abgesehen von der Elektricitat in den Ver- 
bindungsdrähten, die gcsammte zugefllhrte, über n Flaschen vertheilte 
Elektricitätsmenge 

Q = H-q = ns-6, 

wobei d die elektrische Dichte der inneren Kugelflachen bedeutet. 
Ebenso ist der Wert der Energie H-mal grösser, als der einer Flasche*, 
daher ist 

Hieraus folgt der Satz wie filr eine Flasche: Die Energie der Ladung 
ist proportional den Oberflächen des Condensators, der Dicke der 
isolierenden Zwischenschichte und dem Quadrate der elektrischen 
Dichte. 

Drücken wir die Enei^ie durch die zugeführte Elektricitäts- 
menge Q und das Potential V der inneren Kugelschalen aus, so wird 

W_„ » „r— * „ 9'— *' 

W=n-^qV=^n cVK 

Aus den beiden Werten folgt, das» die Energie W durch eine 
Vermehrung der Flaschenzahl n der Batterie nur dann steigt, wenn 
das Potential V auf den inneren Kugeln constant erhalten werden 
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kann, ^ dass aber W bei einer Vermehrung der Flnschenzahl ver- 
mindert wird, wenn man nur über eine gleichbleibende Elek- 
tricitätsmenge Q verfügt. Die Barteric wird daher zweckmässig 
nur dimn zu verwenden sein, wenn znr Ladung derselben eine Elek- 
tricitätsquelle von constantem Potential benutzt werden kann. 

b) FlaBcheuverbindnng Li ntere inander, Franklin'sche 
oder Cascadenbatterie. Eine Fluschen Verbindung hintereinander 
wird erhalten, wenn man immer die innere Kiigelschale einer Flasche 
mit der äusBeren Kugelschale der nächstfolgenden Flasche in Ver 
bindung setzt. Die innere Kugelschale der ersten Flasche werde mit 
der Elektricitätsmenge -|- q geladen und nehme das Potential F, an. 
-|- q wirkt influencierend auf die äussere Schale und ladet mit nega- 
tiver Inflnenzelektricität erster Art; die Infi uenzelektrici tat zweiter 
Art geht zur inneren Kugelschale der nächsten Flasche und wirkt dort 
so wie die Ladung der ersten Flasche etc. Die äussere Kugelschale 
der letzten Flasche sei zur Krde abgeleitet. Sind alle n Flaschen 
von gleicher Art und Grösse, dann sind auch ihre Capacitäten und 
sehr nahe sämmtliche Induenzelektricitäten der einzelnen Flaschen 
gleich q. Im Gleichgewichtszustände haben die mit einander ver- 
bundenen äusseren und inneren Eugelschalen je zweier aufeinander fol- 
genden Flaschen gleiche Potentiale. Mit Benützung der obigen Be- 
zeichnungen und wenu V,, V^, V^, ■ ■ ■ F,+ i die Potentiale der nach 
einander erzeugten Ladungen sind, so gelten filr die aufeinander fd 
genden Flaschen die Gleichungen: 

}-c(K,-F,) 

q-c{r,-r,) 
5_t(F,-rj 



t-c(v.~r.+,), 

wobei F,+i = 0. 

Durch Addition der Gleichungen erhalten wir die Summ 
Elektrici täten auf den inneren Kugelschalen, nämlich 

n ■ q ^ c■V^ und daraus j = — ■ F, . 

Die Flaschen Verbindung hat demnach den Erfolg, die Capacität c 
Flasche um das »i-fache zw vermindern. 

Zur Berechnung der potentiellen Energie führt folgende Bern 
kung: Die äussere Kugelschale einer Flasche und die innere 
nächstfolgenden haben gleiche Potential werte und numerisch gleid 
aber entgegengesetzte Ladungen, daher die Summe ihrer Enei^fl 
{als die halben Producte der Ladungen in die Potentiale) gleich Nm 
ist; die äussere Kugelschale der leinten Flasche hat das Pot«ali 
Null und daher auch den Energiewert t4^ull. Die totale Energfie 4 



'S,] VI. Elektridtat. Blektrortalik. 333 

Cascsdenbatterie reduciert sich demnach anf die EavT^o der inneren 
Kugelfläehe in der ersten Floache und diese ist 

>r=lä.Fund daKo = c K 



W= — = —- ■ V- 

Dieser Wert der Energie wächst mit der Anzahl der Flaschen 
nur dann, wenn zur Ladiing eine bestimmte Elektricitätamenge '/ 
verfflgbar ist. Bei einem bestimmten Potential werte V aber nimmt 
der Wert der Energie mit der Anzahl der Flaschen ab ^). 

Durch Vergleich der Ausdrücke für die Arbeitswerte oder Ener- 
ffion der gewöhnlichen Batterie und der Llascadenbatterie ergibt sich 
die Lehre: 

Ist eine bestimmte Elektricitätsmenge verfügbar, so wird die 
grösste Energie dann erhalten, wenn alle Flnachen nach einander in 
Cascade angeordnet sind; und 

wenn man über ein gegebenes Potential zu verfügen hat, so 
wird die grösste Energie dadurch erreicht, dass man alle Flaschen au 
einer gewöhnlichen Batterie verbindet, 

Herpieri (Das elektr. Potential, S. 141) citiert nach Blavier und 
Rpajmaud den Arbeitswert einer Batterie von 10 eyllndrischeu Flaschen 
(Durchmesser 15 cm, Höhe 50 cm, ^ == 0,2 cm und r= 300) xu 
Tr=7,75kgm. 

c) Ein Fall, welcher vom Standpunkte des Frineipes der Erhal- 
timg der Energie von Interesse ist, tritt ein, wenn man die innere 
Eugelschale einer bereits geladenen Flasche mit der inneren Kugel 
einer Haache verbindet, welche aussen in leitender Verbindung mit 
der Erde steht*). Vor der Verbindung beider Flaschen ist die Energie 
der ersten Flasche 



Tf-^icF-. 
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Durch Verbindung beider Flaschen wird die Hälfte der Elektricität q 
auf die innere Kugelschale der zweiten Flasche übergeführt und die 
Energie der aus zwei Flaschen beatehenden Batterie ist 

Die in beiden Flaschen aufgespeicherte Enei^e ist nur die Hälfte 

1) Serpieri, Das elefctr. Potential. S. 139. 

2) TumlirE, Das Potential. S. 1G6, 
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derjenigen, welche die erste Flaache vor der Verbindung allein besasa. 
Es scheint die Hälfte der Energie verloren gefifangen zu aeiii. That- 
säcblich ei^bt sich aber ein Äquivalent für diesen Energieverluat; 
denn bei der Leitung der Elektricität von der ersten zur zweiten 
Flusche wird der Draht erwärmt und unmittelbar vor Berührung des 
Leitungsdrahtes mit der inneren Kugelscbale der zweiten Hasche ent- 
steht ein Lichtflinke und ein kleiner Knall. Nach dem Ener;gieprin- 
cipe müssen wir folgern, dass Wärme, Licht und Schall die Hälfte 
der ursprünglich in der ersten Flasche aufgespeicherten Energie ver- 
brauchen. 

§ 104. ElektrlBohe Tertheilnng aaf einer Engel. ElektrisienuigB- 
arbeit ^j. Wir betrachten eine Kugel K im elektrischen Felde eines 
Punktes oder einer anderen, sehr kleinen Kugel mit der Ladung -|- Q 
(Fig. 66). Der Abstand des Kugelmittel piinkte.s von Q sei R, t 
Kugelhalbmesser p, der Mittel- 
punkt der negativen Influenz- 
elektricität (— Q^), in dem 
man sich ( — ^,) vereint den- 
ken kann, sei P, uud dessen 
Entfernung von sei OP=s, 
der Mittelpunkt der positiven 
Influenzelektricität (+ ^i)sei 
^' und OQ' = x. 

Nun sollen Q,, x und e bestimmt werden. Die dazu nötbigen 
drei Bedingungsgleichungen erhält man aus drei bekannten Gleich- 
gew ich tabe dingungen : Auf K herrscht elektrisches Gleichgewicht unter 
dem Einflüsse von Q, -f- Q^ und — Q^\ es kanu auch -j- Q^ abge- 
leitet werden und es herrscht wieder Gleichgewicht; in letzterem Fall 
besteht auch Gleichgewicht zwischen K imd der Erde. 

Behufs Aufstellung der bezüglichen Gleichungen berechnen wir 
vorerst die Arbeit, welche geleistet wird, wenn überhaupt eine Elek- 
tricitätseinheit im elektrischen Felde verschoben wird. Wir benutz 
hiezn die Elektricität Q imd eine Elektricitätseinheit in A. 
elektrische Kraft ist Q/r^. 

Die Verschiebungsarbeit bei der Änderung der Entfernung i 




/l* = <-^)- 



Den Ausdruck wenden wir auf jede von den Elektricitätea i 
-j- Qi und — 1^, ausgehende Kraft an und bestinunen damit di« | 
beiten der Kräfte während der Bewegung der Elektricitätseinhei^ 



s Sthrü't fiber den Ätlierdruck, 1893. S. 33. 
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längs des Halbkreises BC. Im GleichgewichtHsustande muss die Summe 
der drei Arbeiten gleich Null sein; daher besteht die Gleichung 



-<1.- 



■^Vü-e B + vf -«^'V — « „+i/ I "^'Kg + x 

Mit Rücksicht darauf, daaa auch Gleichgewicht herrscht, wenn 
-\- Qi abgeleitet wird, läast sich die Gleichung in zwei Gleichungen 
zerlegen, von welchen eine die beiden ersten Glieder, die andere das 
letzte Glied der vorstehenden Gleichung zu enthalten hat. Aus der 
Gleichung fQr das letzte Glied folgt dann unmittelbar 

x = 0, 
d. h. der Mittelpunkt der positiven Infiuenzelektricität befindet sich 
im Kugelmittelpunkt ; die Elektricitat -|- y, verbreitet sich daher 
gleichmässig über die ganze Kugeloberfiäche. 

Setzen wir die Summe der beiden ersten Glieder vorstehender 
Gleichung gleich Null, so folgt die weitere Bedingung 
Q9 _ <?,* 

Die Gleichung gilt, wenn die Kugel K mit der Erde in leitender 
Verbindung steht; dann muss auch bei Überfühning einer Elektrieitfits- 
einheit von der Kugel, z. B. vom Punkte B längs des Leitungsdrahtes 
zur Erde die Arbeitsleistung gleich Null sein. Die Elektricitätseinhfit 
wird diesfalls unter Einwirkung von ^ und ( — ^,) von JB ins Un- 
endliche fortgeführt und nach dem Arbeit agesetze besteht die Gleichung 
_Q ft_ 



S- 



= 0. 



den zwei letzten Gleichungen folgen die gesuchten Werte 



und ft = 



R 



Das Vorzeichen der unableitbaren Infiuenzelektricität erster Art 
ergibt sich auch durch Rechnung aus den Gleichgewichtsbedingungen, 
welche gelten, wenn die Kugel mit der Erde in leitender Verbindung 
steht. 

Bei Bewegung der Kugel K im elektrischen Felde wird in der 
Zeiteinheit folgende Elektricitätsmeuge entwickelt 



d. h. die influenzierte Elektricitätsmeuge ist dem Kugelhalbmesser p, 
der Intensität des Feldes Q/If und der Geschwindigkeit tili/dl pro- 
portional. 

Durch Einfahrung des Potentials 

K— ^ — -i 
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nach welcher i der Capncität p und der Änderung des Potentials in 
der Zeiteinheit proportional ist. Dieses letzte Gesetz zeigt Überein- 
stimmung mit dt)m Ohm 'sehen Gesetze für elektrische Ströme. 

Durch entsprechende Bewegung von K im elektrischen Felde 
kann such ein constanter elektrischer Strom erzeugt werden: JT musste 
an eine Stelle des Feldes, an welcher die InflueiiKelektricität zweiter 
Art das Potential V besässe, gebracht, dann leitend, etwa mit der 
Erde, verbunden und augenblicklich mit solcher Geschwindigkeit Q 
genähert werden, dass die abgeleitete Elektricität durch neue Influenz- 
elektricität fortwährend vollständig ersetzt würde. Ähnlich konnte 
ein Strom durch Entfernen entwickelt werden. 

Der gedachte Fall gibt ein deutliches Bild davon, wie durch die 
Bewegungsarbeit der Kugel K im elektrischen Felde fortgesetzt £lek 
tricität entwickelt, beziehungsweise ein elektrischer Strom 
werden kann. 

Die geleistete Arbeit in der Zeiteinheit wäre 
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Ist das Rsummedium ein anderes als Luft, so kommt die Coo- 
staute x/4jid hinzu. 

Die Gleichung entspricht dem Joule'schen Gesetze. 

Der Elektricitätserregung durch Influenz dienen die Inflt» 
maschinen. Bei der Thätigkeit derselben wird mechanische Arbeit im: 
elektrischen Felde in elektrische Energie umgesetzt. 

Auch die übrigen Arten der Elektricitätserregung dürften im 
wesentlichen durch eine Arbeit im elektiischen Felde erklärlich sein; 
der Unterschied scheint in den arbeitenden Kräften zu liegen; that- 
sächlich sind auch bei der Yolta-Elektricität chemische Kraft« und 
bei der Thermo-Elektrieität die Wärme thätig. 

§ 105. ElektriBche Bilder. SeUnn'). Zwischen der elektrischen 
Influenz und der Reflexion des Lichtes besteht eine auffallende Be- 
ziehung. Bei beiden Erscheinungen wird nämlich von einem Punkte 
aus eine Kraftwirkung auf eine Fläche übertragen und die Fläche 
selbst durch Elektricität oder Licht wirksam; die Wirkung der Fläche 
kann in beiden Fällen durch die Wirkung eines Punktes ersetzt 
werden, welcher in der betreffenden optischen Erscheinung das Bild 
des ursprünglichen Lichtpunktes heisst. Mit Bezug auf diese Analogie 
nennt W. Thomson den Punkt, dessen Elektricität die Influenzelek- 
tricität zu ersetzen vermag, ein elektrisches Bild. Aus dem 



1) Zeitacbrift fSr das Realechulw. XI. S. 269. 
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stehenden Paragraphen ist auch zu entnehmen^ dass bei der Influenz- 
erscheinung Bild und Gegenstand sich ebenso wechselseitig entsprechen 
wie in der Optik. 

Die Übereinstimmung der bezüglichen Gesetze wird vollständig, 
wenn wir statt der Kugel eine ebene Fläche betrachten. Wir 
können für diesen Fall die mathematischen Ausdrücke aus § 104 be- 
nutzen, indem wir erst für die Entfernung B = a -{- q und schliess- 
lich ^ = oo setzen. Man erhält darnach ftir die Bildweite 

a=^_^ = p__= ^^^ = — ^ = a, 

d. h. die Bildweite ist der Gegenstandsweite gleich. 
Für die Influenzelektricität ergibt sich 

Qi = T- Q = — = — Q' 

+ 7 

Der Analogie gemäss können wir das letzte Resultat dahin aus- 
sprechen, dass die gesammte Elektricitat von der Fläche reflectiert 
werde; die ebene Fläche selbst functioniert als ein Schirm. Hinter 
dem Schirme besteht keine elektrische Wirkung. Dies folgt auch 
unmittelbar, wenn wir die Ebene als eine Kugel von unendlichem 
Radius auffassen; der Raum hinter dem Schirme entspricht dem 
inneren Räume der Kugel und in diesem sind die elektrischen Kraft- 
wirkungen gleich Null. (Faradays Würfel und Cylinder.) 

Das Princip der Bilder an einer Kugel kann auch auf ein be- 
liebiges System von elektrischen Punkten, also auch auf eine elektrische 
Fläche angewendet werden. Denn jedes Element ruft durch Influenz 
auf der Kugelfläche Elektricitat hervor, deren Wirkung nach aussen 
hin durch die Wirkung des Bildes ersetzt werden kann. Da jede 
Schichte der Influenzelektricitäten sich im Gleichgewichte befindet, 
liefert ihre Übereinanderlagerung wieder einen Gleichgewichtszustand. 
Die Gesammtheit der Bilder gibt ein System, welches das Bild des 
gegebenen Systemes in der Kugel ist. 

Zwischen Gegenstand imd Bild bestehen innige geometrische Be- 
ziehungen; so z. B. dass die entsprechenden Winkel einander gleich 
sind, daher Kugeln und Kreise sich wieder als Kugeln und Kreise 
abbilden. Die Beziehungen dienen dazu, um auf verhältnismässig 
einfache Weise die Vertheilung der Elektricitat auf Körperflächen in 
complicierteren Verhältnissen zu finden^). 

1) Siehe Mascart-Wallentin, Handbuch d. stat. El. I. S. 484—520 und 
Maxwell, Lehrb. d. El. I. S. 248—292. Maxwell, Die Elektr. in elem. Behandl. 

S. 8Ö. 

Janaichke, Erhaltung der Energie. 22 
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§ 106. Gmndenelieiiiugei. Die alten Calturrolker, welche die 
Küsten des Mittelmeeres bewohnten, kannten schon frühzeitig die 
Eigenschaft des Magneteisensteins (Fe^O^\ kleinere Eisenthefle ans 
einer gewissen Entfernung anzuziehen nnd dann festzuhalten. Der 
Name Magnet soll daron herrähren, dass dieses Mineral zuerst in der 
Nähe Ton Magnesia in Kleinasien gefunden worden sein solL Nach 
einer anderen Ansicht soll ein Hirte namens Magnes, der auf dem 
Berge Ida Schafe hdtete, plötzlich an den eisernen Besehlägen seiner 
Sandalen und seines Schaferstabes am Boden festgehalten worden sein^). 

Die ersten schriftlichen Nachrichten über den Magnetstein finden 
wir bei den Griechen, und zwar in Piatons ^on" und bei Aristo- 
teles, Piaton kennt nicht allein die Anziehung, sondern weiss auch, 
dass ein an den Magnet gehaltener Ring selbst wieder magnetisch 
wird und einen zweiten, dritten u. s. w. zu tragen imstande ist^ und 
dass sich so eine Kette von magnetischen Ringen zusammenstellen 
lasse, Lucret ins erwähnt nicht nur die magnetische Kette, sondern 
spricht auch über abwechselndes Anziehen und Abstossen, über den 
I>urchgang der magnetischen Kraft durch eherne Schalen und hebt 
hervor, dass andere Metalle und Holz nicht angezogen würden. 

Die Kenntnis der natürlichen Magnete hatte wissenschaftlich und 
praktisch keine Erfolge; sie fOhrte nicht einmal zur Auffindung der 
grossen Lager von Magneteisensteinen, die in Schweden, Norw^en, 
Steiermark, Tirol, Piemont, Elba, am Ural, in Sibirien u. a. 0. vor- 
kommen. 

Einen mächtigen Impuls zum Studium des Magnetismus gab die 
Einführung der Magnetnadel, die von China aus nach Indien und 
Arabien vorbreitet, dann im 12. Jahrhunderte wahrscheinlich durch 
die Mauren nach Europa gebracht und durch die Kreuzfidirer allge- 
mein bekannt wurde. Der chinesische Kaiser Hoang-ti (2600 v. Chr.) 
8oU bereits magnetische Wagen besessen haben. In dem Vorder- 
theilo eines solchen bewegte eine freischwimmende Nadel Arm und 
Hand einer kleinen Figur, die nach Süden hinwies. Ein solcher 

1; K. AuHserer, Die Geschichte der Magnetnadel. Gymn.-Erogr. Troppau. 
1870. i\ \Ui\H, Lehrb. d. Phys. 8. Aufl. S. 602. 
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Apparat hiess sce nan (Andeuter des Südens), Es ist bemerkenswert, 
daaa die Magnetnadel in China zunächst nicht zum Zwecke der See- 
reisen, sondern für Landreisen verwendet wurde; erst aus dem 4. Jahr- 
hunderte n. Chr. haben wir sichere Kunde, daas der Compass zur See 
gebraucht wurde. Die Magnetnadel wurde als „Leitatein", auf 
Stroh oder Kork schwimmend, gebraucht, bis Flavio Gioja (1203) sie 
auf eine feine Stahlnadel setzte, um die sie sich horizontal drehen 
konnte. Hierdurch war der Grund gelegt zur Conatruction des Com- 
passes. 

Ausser der Eigenschaft der Magnetnadel, dass sie bei freier Be- 
wegung in einer horizontalen Ebene eteta die Richtung von Norden 
nach Süden annimmt, war auch bekannt, dasa die Enden eines 
Magnetstabea am meisten Eiaenfeilapäne anziehen. Man nennt diese 
Enden beziehungsweise Nord- und Südpol nach der Weltgegend, 
nach der sie hinweisen. 

Porta (1589) berichtet auch über die Wechselwirkung der Pole 
und über die Verfertigung künstlicher Magnete durch Streichen 
von Eisen mit einem natürlichen oder einem anderen künstliclien 
Magnete. 

Im Jahre 160() veröffentlichte Dr. Gilbert eine grosse Zahl von 
Entdeckungen im Gebiete des Magnetismus in seinem berühmten 
Werke: De Magnete. Er wies die Pole als Punkte der .stärksten 
anziehenden Kraft nach, zeigte, daas die gleichnamigen Pole einander 
abstossen und die ungleichnamigen einander anziehen und beobachtete 
die magnetischen Figuren der Eiaenfeilspäne zwischen zwei ungleich- 
namigen Magnetpolen; er nannte die Verbindungslinie der Pole Achse 
und die Stelle in der Mitte derselben, die keine Anziehung äussert, 
bezeichnete er als Äquator des Magnetes. Er bestimmte die An- 
ziehungskraft eines Magnetes gegen Eisen mittelst einer Wage und 
fand übereinstimmend mit Newton die Gleichheit der Wirkung und 
Gegenwirkung. Er fand, dass der Magnet durch feste, flijsaige und 
gasformige Körper hindurch wirkt, nur nicht durch Eisen und andere 
m^petiache Körper. Ein hohles eisernes Gefäss wirkt als magneti- 
scher „Käfig" und schützt seinen Innenraum vor magnetischen Ein- 
wirkungen. 

Später fand man, dass ausser Eisen und Stahl auch noch andere 
Körper die Eigenschaft haben, vom Magnete angezogen imd selbst 
magnetisch zu werden und in diesem Zustande Polarität im Sinne 
eines Eiaenm^netes zn zeigen; aolche Körper, paramagnetisch ge- 
nannt, sind: Nickel, Kobalt, Chrom, Mangan u. a. Einige andere 
Körper, namentlich Wismut, Antimon, Phosphor, Kupfer, werden 
von den Polen eines Mi^etes abgeatosaen und stellen sich bei freier 
Aufhängung zwischen den Polen eines Magnetes nicht achsial, sondern 
äquatorial (Faraday lti4f)); sie heissen diamagnetiach. 
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Gilbertl wif'rA^ur^.^, flT.xn^z.r.^ »*r i:,^ ir* Er LSLtxT^^T^siLTLi 
Er erkannte 'iie Ero* &!.* eir^::* /rf/--?^:- MAgü*^ iz..i T-»r^ii;i ihr T«». 
halten mit ein^rr n'iÄ;?r.«rti*^hf:r; K".;^rri. ri^hsi irjprr ■£>► siiiciiRiKeäiäE 
Pole mit den a^ftror.omlvrheci z.-ÄnimeL£siiir"L.«i ir_ Bs-iäi^fiinmiya 
bei grosseren Iiei*^n nÄ/rh Aj.'.eriicÄ fuLn^L, mr Eriö*»iiin4c 05: 
magnetischen Declinitior. -'Cohix/o-j- 141>2 ^izri äer Ixtliii- 
tion (Norman Xhl^r. Der mä^^netlv^he Xordw>l ohrr Erör vtrör 
von Ro&s (1^31 1 auf der \\h\\nXihh\ iVxithia Felix i:iZ2rrf:inäsL: -et !•!- 
sitzt 70® 5' nordl BreiU; 'jnd l*»" Vi we^tL lÄn^r: t. Gr. 1^ L«» 
des magnetischen SudjKjle.-- K nicht ^kinx-i r^ekainiit- 

Ausser der Stellunjf der Ma;fTjetna^Jel fuhrt Gilberr aiMi aoti 
das Magnetisieren von Eisen.staV^n unt/rr dem Einflus» der jEror äÜ? 
Beweis für den majrnetiJichen Za«tand derselben an. Wenn 'mMr\ «säet 
Eisenstab ungefähr in der Kichtung der Inclinationsnadel im mvne 
tischen Meridian na/;h abwärts geneigt j gegen die Erde hSh. mi: 
einem holxenien Ifammer M:hlagt oder mit demselben mehrmals äti: 
den Fussbr^len klopft, s^i wird der Stab magnetisch. 

Die Magnetisierung durch den Doppelstrich haben znerst Micbeil 
und Aepinus vorgenommen. 

§ 107. Hypothjesen. Ebenso wie gleichnamige Elektricitaten ein- 
ander abstossen, so stossen auch gleichnamige magnetische Pole ein- 
ander ab, und ungleichnamige Elektricitaten wirken ebenso wie uh 
gleichnamige Magnetpole anziehend aufeinander. Diese (jbereinstim- 
mung zwischen Elektricitat und Magnetismus hat Coulomb (1779) 
zu der Annahme geführt, dass ebenso wie die Elektricitat andi der 
Magnetismus besondere Flui da als Trager habe, dass es ein nord- 
und ein südmagnetisches Fluidum gebe. Damach kann weiter ange- 
nommen werden, daas die beiden Fluida im unmagnetischen Körper 
vereint seien und sich gegenseitig neutralisieren, dass sie aber beim 
Magnetisieren von einander getrennt und entsprechend gerichtet werden. 

Andere Versuche führten Weber zur Theorie der Molecular- 
magnete. Man kann zeigen, dass nach dem Zerbrechen einer magne- 
tischen Stricknadel jeder Theil wieder ein Magnet mit zwei Polen 
ist, femer dass Eisenfeilspäne in einer Glasröhre einen Magnet zu- 
sammensetzen, wenn die R()hre wie ein Eisenstab magnetisiert wurde, 
und endlich, dass durch Schütteln der Röhre ihr magnetischer Zu- 
stand wieder verloren geht. Diesen Versuchen gemäss ist die An- 
nahme, dass die kleinsten Theile eines Magnetes, die Molecüle selbst, 
fertige Magnete seien; im unmagnetischen Eisen würden die Achsen 
der Molecularmagnete unregelmässig nach allen Richtungen hinweisen, 
un magnetischen Eisen aber würden die magnetischen Achsen der 
Moirfüle zumeist parallel laufen, so dass aUe Nordpole nach einer 
iHMi iill«' Südpole nach der entgegengesetzten Seite gewendet waren. 

Mi< di<*s4M- Theorie steht vor allem im Einklänge, dass Magnetismus 
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nicht fortgeleitet werden kann, und dass Nord- und Südinaguetismus 
nicht von einander getrennt werden können. Durch diese Thatsaclie 
unterscheidet sich auch der Magnetismus wesentlich von der Elek- 
tricität. Weiter lassen sich erklären: die Lage der Pole in der Nähe 
der Enden eines Magnetes, die Lage der IndiÖ'erenzzone in der Mitte, 
die Magnetisierung durch die verschiedenen Arten des Streichens, der 
Sättigungsgrad und die Coercitivkratt, d. i. der Widerstand, den das 
Eisen der Magnetisierung (der Drehung der Molecularmagnete) ent- 
gegensetzt; kehren die MolecUle von selbst wieder in ihre früheren 
Lagen zurück, so ist der Körper temporär magnetisch; verharren 
sie in ihrer parallelen Lage, so ist er permanent magnetisch. 

§ 108. Coulombs Gesetz (17H5). Das Gesetz für die Wechsel- 
wirkung zweier Magnetpole stimmt mit dem Gesetze für die Wechsel- 
wirkung zweier Elektricitätsmengen üherein. Zum Nachweise dessen 
benutzte Coulomb seine Drehwage ^): Der Apparat wurde so aufgestellt, 
dass eine an einem dünnen Silberdrahte aufgehängte Magnetnadel sich 
im magnetischen Meridian befand, ohne da.ss der Draht tordiert war; 
weiter wurde ermittelt, dass einer Drehung des Drahtes um 35" die 
Ablenkung der Nadel um 1** aus dem magnetischen Meridian ent- 
sprach. Damach brachte Coulomb einen zweiten Magnet in den 
Apparat und zwar so, dass nur die Wirkung eines Poles desselben in 
der Ablenkung der ersten, beweglichen Nadel zur Geltung kam. Die 
Nadel wurde um 24*' abgestossen. Der Abstossungskraft hielt die 
Torsi onselastici tat des Fadens, die durch 24 Krafteinheiten gemessen 
werden kann, imd die magnetische Erdkratt =24-35 Kräfte iaheiten 
das Gleichgewicht; die Abstossungskraft betrug demnach 864 Kraft- 
einheiten. Nun wurde die Torsio nasch eibe so gedreht, daas der aut- 
gehängte Magnet dem wirkenden Pole de« festen Magnetes näher ge- 
bracht wurde, und zwar solange, bis der Abstand zwischen den ein- 
ander abstossenden Polen nur halb so gross wie anfänglich war. Es 
ergab sich, dass die Torsionsscheibe acht volle Umdrehimgen machen 
musste, damit die Pole einen Abstand von lä** hatten. Diese acht 
Umdrehungen betragen 8 - 360" = 2880". Die Torsion des Fadens 
ist 2880 -[- 12 = 2892*. Die Wirkung des Erdmagnetismus entspricht 
12 35 = 420». Daher kommt die ÄbstOB.sung einer durch 3312" 
gemessenen Kraft gleich; diese ist ungefähr das Vierfache von 8^4", 
der Kraft bei der doppelten Entfernung der Pole. Daraus wurde 
geschlossen, dass die Wechselwirkung zweier Magnetpole sich im 
umgekehrt quadratischen Verhältnis mit der Entfernung der Pole 
ändere. — 

Hei gegebener Entfernung hängt auch die Kraft noch von der 



1) Silv. TlionipsoD, Vorles. über Elekir. u. Magn. Deulacli von Himatedt. 



Polstärke ab. Man nimmt an, dass jener Pol die Stärke Eins habe 
oder die magnetische Masse £ina besitze, welcher auf einen gleicben 
Pol in der Entfernung von 1 cm die Kraft von I Dyn suäülit. Hier- 
nach üben zwei Magnutpole von der Stärke m und tn' in der ED^ 

fernimg r die Kraft 






aufeinander ans. .Je nachdem m und m' gleichnamig oder img^ 
namig sind, ist /' positiv oder negativ, es findet beziehungsweise XV- 
Btossung oder Anziehung statt. Mit Rücksicht auf diese Wirkung 
wird auch die magnetische Masse als positiv oder negativ bezeiciiuct. 

Aafg. Coulomb Uess Pine DecIinatioiiBnadel unter dem Kinäuss der 
Erde allein schwingen und beobachtete 15 Schwingungen in der Minnle; 
wenn der Nordpol eines langen Slognetes im magnetischen Meridiaji dein 
Südpol der Nadel in einer Entfernung von 21'66 cm gegenüber Etaad, 
dagegen 24 Schwingimgen und bei einer Entfernung der Pole von lO'SSrm 
41 Schwingmigen. In welchem VerhBltnis stehen die Kräfte, mit denen 
die ungleichnamigen Pole von Stab und Nadel aufebander wirken? — 
(Aus der Schwingungsdaner eines physikalischen Pendels / = ^Y T/Mal 
folgt 6U/15 = ny/T/MlH, wenn H die erdma gnetische Horiz onial- 
intensitttt ist. Femer gilt analog 60/21 = nyT/MH,Il -\- /■,) and 
60/41 == ^yf/MliinfJ^) , und es folgt 

fi/f, = (24*— 15*1/(41' — 15*1= 1/4.) 

§ 109. Hagnetlsches Homent. Intensität des Erdmagnetismus. 
Der Versuch mit einer schwimmenden Magnetnadel beweist, dass die 
magnetischen Kmfte der Erde nur eine Drehung hervorau bringen 
vermögen. Zu demselben Ergehnisse gelangt man, wenn man die 
Erde als eiueu grossen Magnet betrachtet und die Wirkung der Pole 
derselben auf eine Magnetnadel ermittelt. 

In Fig. 67 seien N und S bezieh uugsweise Nord- und Südpol 

eines Magnetstabes mit den magnetischen Massen -f- m und t^ 

NS=l sei die mag- 
netische Achse. 

Der Nordpol der 
Erde wirke mit den 
Kräften F„ und F,' 
und der erdmagne- 
tische Stidpol mit den 
Kräften F, und F." 
ein. Es ist ersicht- 
lich, dass derselbe 

Erdpol auf N nnd S gleiche und entgegengesetzte Wirkungen ausQbt; 
dalier müssen auch die Resultierenden F und F" einander gleich, aber 
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entgegengesetzt gerichtet sein. Im ganzen wirkt dalier ein Kräfte- 
paar, das nnr eine Drehung, aber keine fortschreitende Bewegnng 
hervorbringen kann, Das grösste Drehungsmoment dos Kräftepaares ixt 

D = F l. 
Hat die Achse l die Kichtung der Kräfte F, so befindet sich die 
Nadel im Gleichgewichte. 

Nach der Weber'schen Theorie des MagnetiBiniis wirkt auf jeden 
Elementarmagnet ein Kräftepaar; alle diese Kräftepaare lassen sich 
(nach § 27) zu einem resultierenden Kräftepaare zusammensetzen, 
dessen Drehungsmoment gleich ist der Summe der Drehungsmomente 
der auf die Elementarmagnete wirkenden Kräftepanre; es musa also 
die Beziehung besteben 

D = £fX = Fl. 
Das resultierende Kräftepaar hat keine bestimmte Lage, und es lassen 
sich die Factoren F und l nicht einzeln bestimmen; denn wie ans der 
Bedeutung des Drehungsmomentes als Arbeitswert der Drehung für 
die Winkeleinheit folgt, kann ein Kräftepaar durch ein anderes ersetzt 
werden, wenn die Drehungsmomente beider einander gleich sind. 
Damit auch die Gleichgewichtslage eine bestimmte sei, ist nur noch 
erforderlich, dass die Kraftricbtung beziehungsweise die Arme parallel 
Bugenoinmen werden. Bei der Unbestimmtheit von F und l ist auch 
die Lage der Aiigritfspunkte von F^ d. i. die Loge der Pole un- 
bestimmt. 

Wird F nach dem Newton'schen Kraftmasse ausgedrückt durch 
die hypothetische magnetische Masse m und die Intensität des 
^Erdmagnetismus J, ist also F = mJ, so wird 

Das Product 3)1 aus der magnetischen Masse m in die magnetische 
Achse ( heisst das magnetische Moment, Seine Dimension ist 
L'''-M'^T~^ oder cm''' ■ gr'" - aec~'. Dasselbe kommt bei den 
meisten magnetischen Versuchen zur Geltung und kann durch Ab- 
lenkungs- und Schwingungaverauche ermittelt werden. 

Die Intensität des Erdmagnetismus J kommt nur bei der 
Inclinationsnadel zu voller Wirksamkeit; bei der Declinationsnadel 
macht sich nur die Horizontalcomponente ;^=.7-cos( geltend, wenn 
i den Inclinationswinkel bedeutet. 

Aufg. 1. Eine Magnetnadel isl in einer Ebene beweglioh, welche 
normal zur Richtung der Inclinationsnadel steht; wie gross sind die Krftfte 
des wirkenden KrUftepaares? — {F = 0.) 2. Eine Magnetnadel ist in 
einer Verticalebene beweglich, die mit dem magnetischen Meridian einen 
rechten Winkel bildet; mit welcher Kraft wirkt der Erdmagnetismus 
drehend auf die Nadel? — (, K =- 1/ sin i.) 8. Nach Gauss kann man 
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das magnetische Moment 3Jl und die horizontale Componente ^ der In- 
tensität des Erdmagnetismus auf folgende Weise berechnen: Man lässt 
den aufgehängten Magnet schwingen und ermittelt die Schwingtuij^sdaner 

/ = 7r)/jr/3K$, wobei 3R = m - L Hierauf bringt man den Magnet in 
eine normale Lage zum magnetischen Meridian, hält in einer Entfernung 
r (Fig. 68) von demselben eine Magnetnadel und lässt diese ablenken. 
Die Länge des Magnetsta.bes sei /, 
die magnetische Masse seiner Pole ^*^- ^®* 

+ tu; die Länge der Nadel sei A, 7 

ihre Polmassen + ft • — l und X -/wi *~vj~^'--"" 

seien gegen die Entfernung r nur -"-^--j-- 

klein. Wie gross ist die ablenkende 
Kraft F, wie gross ist der Quo- 
tient 3K/$, wie gross sind 3K und $? — 

(F = m (i/{r — 1/2)^ — m(i/(r + l/2f ^ 2ml - fi/r^ = 2Wl - (i/r^. 

Ist q) der Ablenkungswinkel der Nadel, so ist das Drehungsmoment der 
Horizontalcomponente ^ gleich ^ • jü • A • sin 9; dasselbe mnss im 
Gleichgewichtsfalle dem Momente Fl • cos q> gleich sein. Daraus folgt 

8Dl/$= — r^ • tg 9, femer mit Rücksicht auf den Schwingungsversuch 




aW = (nr/t) ' Yy rTtgif und ^ = {n/rt)Y2T/rig 9 .) 4. Ein Magnet- 
stab hat die Länge l = 10 cm, das Gewicht 10 gr, eine Schwingungs- 
dauer von 6'4 sec; bei einer Entfernung von r = 30 cm lenkt er eine 
Magnetnadel um 9 = 2® 7' ab. Wie gross sind die Horizontalcomponente 
Sq und das magnetische Moment 3JJ des Magnetstabes? — 

(T= 10- 10712 grcm^ aK = 100gr'»cm*'«sec-*, $ =0'2grV.cm- V,sec-».) 

5. Im Jahre 1845 ergaben die Versuche in Berlin, dass ein Magnetstab, 
dessen Trägheitsmoment T= 1243*35 grcm" war, 6*67 sec zu einer 
Schwingung brauchte und die Nadel eines Magnetometers in 45 cm Ab- 
stand vom Nadelmittelpunkte um 10^ 53' ablenkte. Wie gross war damals 
die Horizontalcomponente des Erdmagnetismus in Berlin? — 

($ = 0179 gr' > cm- * > sec- ^) 

6. Wie gross war die totale Intensität des Erdmagnetismus nach der 
vorhergehenden Aufgabe, wenn die Inclination 67® 35' betrug? — 
(/ = 0*469.) 7. In Wien wurde 1890 eine Bestimmung der Horizontal- 
componente des Erdmagnetismus vorgenommen. Es ergab sich, dass ein 
Magnetstab, dessen Trägheitsmoment T=1437 grcm- und dessen Schwin- 
gungsdauer 5*17 sec war, in 44*6 cm Abstand von der Magnetnadel diese 
um 15® 20' ablenkte. Wie gross war die Horizontalcomponente? — 
(^ == 0*209.) 8. Wie gross war der vorhergehenden Aufgabe gemäss 
die totale Intensität des Erdmagnetismus, wenn die Inclination 63® 6' 
war? — (7 = 0*462.) 

§ 110. Potential eines kleinen Magnetes. Ein sehr kleiner Magnet 
(Fig. 69) habe die magnetische Achse l und in den Polen die Massen 
+ »I. In einem Punkt Ä ist das Potential 



§ 110—111.] Vn. Magnetismus. 345 



mm r 

m 



r r rr 

Setzt man für r' — r = Z cos a und rr' = r*, so ist 

p- mlcoBa qp cos« 

wenn 9J2 das magnetische Moment des sehr kleinen Magnetstabes angibt. 

Mit Hilfe des Potentials lässt sich leicht 
die Kraft berechnen, welche auf die magne- ^*8- «^• 

tische Masseneinheit in Ä wirkt; sie ist 

^"^ dr~ r« ' 

man kann die Kraft gegen die Mitte des 
Magnetes gerichtet annehmen. In der Ver- 
längerung von J ist <^ a = 0, und es wird 

22» 



Fr = 
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dieser Wert stimmt mit der Berechnung von F in Aufg. 3 des vor- 
hergehenden Paragraphen überein ^). 

Für die in A normal zu r wirkende Kraft erhält man 

^''~ rda~ f8 

Aufg. 1. Welchen Wert hat das Potential eines 7 cm langen Magnet- 
stabes von 110 absoluten magnetischen Einheiten Polstärke in einem 
Punkte, welcher in der Stabachse liegt und vom Nordpol" 77 cm absteht? 

— (F=0119.) 2. Wie gross ist die Potentialdiflferenz zwischen dem 
angegebenen und einem um 21 cm weiter vom Nordpol abgelegenen Punkte? 

— {V —Y'= 0119 — 0075 = 0044.) 8. In einem Kreise von r cm 
Radius sind in gleichen Abständen n Magnetstäbe von l cm Länge und 
m magnetischen Einheiten Polstärke radial angeordnet, so dass die Nord- 
pole in der Peripherie des obigen, die Südpole aber in einem entsprechend 
grösseren Kreise liegen. Wie gross ist das Potential im Mittelpunkte 
des Kreises? — (F = n(m/r — m/ir -\- J) = n - m - l/r{r + l)).) 4. Wie 
gross wäre das Potential im Kreismittelpunkte, wenn die Magnete der 
vorhergehenden Aufgabe abwechselnd Nord- und Südpol demselben zu- 
wendeten? — (F==0.) [E. Maiss.] . 

§ 111. Blattmagnete. Eine ebene oder krumme Platte von sehr 
kleiner Dicke, die auf einer Seite gleichmässig mit nordmagnetischer 
und auf der anderen Seite ebenso stark mit südmagnetischer Masse 
belegt gedacht werden kann, heisst magnetische Schale oder magne- 
tisches Blatt. — Es soll das Potential, die Kraft und die poten- 
tielle Energie eines solchen Blattes bestimmt werden. Die Dichte, 

1) Die Wirkung zweier Magnetnadeln, nach dem Arbeitsgesetze berechnet, 
siehe in meiner Schrift über das Energieprincip in d. Elektrh 1887. S. 76. 
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£• —l^miirrhf Harne auf der Ffideiteuili«!) , ! 

(-i- J) and ntf der anderen ( — i). D» AbsUad beider FUdien t 

Um PMdflH lti = * betnt die magnetiscke Stirke des Blattes*). 

a) Um dM Poteatial des BkCtes in einan ansaerixalb liegendon 
~ ' t A (F^ 70) zn emittelii, b«tiiBn«i vir nent das Pol 
Ekmoite Ober ia Flieke <. Das 

wnt lUnt ehien Ucsaan lli«iwt tot, 

B &ideai lait den BsgnetiadieD Maw nn 
(+ St) vad (— is) bdc«t mni', das Potential 
I im Pkmkie A ist 



=-'(■7') 
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wobei der Winkel m tod der Konnalm des 

y B ehenetacbee s and der Entfennmg r ge-bildet wird, i 

in 9 18 können wir den Ausdruck fSr dV dunli KinfüJirnng , 

lünpetlieben Gesiefatawinkels, unter welefaem s Tom Pnnkte . 

erseheint, weaenUioh T^reinCw^en. Es ist nämlicb der Factor s e 

die Projection tod s aof eine Engel, welche Ton A als 1 

mit dem Halbmesser r beschrieben wird vmd - — ;— die Centn 

jeetion dieser Fläche auf eine Engel um A vom Halbmesser ' 

wir bexeichnen diesen räomlicheo Gesichtswinkel mit 

□nd erbalten 

and fDr das ganze Blatt 

V = 9 a. 

Hiersoe folgt der wichtige Satz tod Ciauss: Das Potential 4 

einGuheo magnetischen Blattes in einem änaseren Punkte ist | ' 
dem Prodncte der magn^schen Stärke des Blattee in den 
liehen Winkel, ont^r welchem das Blatt von dem Punkte aas ^ 
wird. Das Potential i?t also von der Form di^s Blattes unabhä 
and nur abhängig von der äusseren Begrenzungslinie dee 
Die Grosse et ist je nach dem Vorzeichen von cos a positir 
negativ; man Qberzeugt sich leicht, dass sie demnach positiv 
negativ wird, je nachdem man von A nus den positiven oder negativ 
Tbeil des Blattes besieht. 

Bildet das Blatt eine geschlossene Fliehe, so ist das Pote 
in einem äosseren Punkte gleich Null, da von dem Punkte 1 



1} Siehe b 
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Gesichtawinkei der zugewandten Öeite gleich und entgegengesetzt dem 
Gesichtswinkel der abgewandten Seite, also die algebraieche Summe 
beider gleich Null ist; auf einem inneren Punkte besitzt das Potential 
die constante Grösse 4^-^. Es sind demnach die Potentialwerte fHr 
äussere Punkte und fiir innere Punkte constant, daher die Kraftwir- 
kung eines geschlossenen Blattes sowohl nach aussen wie nach innen 
gleich Null ist. 

Bildet das Blatt eine ebene Figur, dann wird in einem Punkte 
dicht an der positiven Flache des Blattes der Gesichtswinkel des 
Blattes gemessen durch die halbe Kugel Oberfläche vom Radius Eins, 
also durch 2t, und das Potential ist (-f- 2n ■ <P); an der negativen 
Seite ist das Potential ( — 2x ■ O). Um die magnetische Massenein- 
heit von einer Fläche auf ii^end einem Wege zur anderen zu führen, 
ist eine Arbeit erforderlich, welche durch die Potentialdifferenz 4«- $ 
gegeben ist. 

b) Die Grösse a für den körperlichen Gesichtswinkel hat auch 
eine physikalische Bedeutung. Ist die Flächendichte von « Eins, 
dann gibt s auch die magnetische Masse der betreffenden Fläche au; 
und ist überdies die Masse im Punkte A gleich Eins, dann ist -^ 
nach dem Coulomb 'sehen Gesetze die Wechselwirkung zwischen s und 
A und es bedeutet 



die KU s normale Componente der Krattwirkung der Masseneinheit in 
Ä auf den Beleg in s, wenn dessen Dichte gleich Eins ist. Da die 
Wirkung eine wechselseitige ist, so gibt der Ausdruck zugleich die 
Kraft, mit welcher die Fläche auf den Punkt wirkt. 

Fiir die magnetische Induction ist die Einwirkung eines ebenen 
Blattes auf einen Punkt zwischen den beiden magnetischen Flächen 
von Wichtigkeit. Diese Wirkung setzt sich zusammen aus der Ein- 
wirkung beider Flächen auf den Punkt. Der Gesichtswinkel, unter 
welchem jede Mäche von einem inneren Punkte erscheint, wird mit 
grosser Annäherung gemessen durch die Fläche einer Halbkugel vom 
Radius Eins und ist somit bestimmt durch 2x; die Kraftwirkung 
einer Flache ist demnach ^nS, wenn die Flächendichte 8 ist. Die 
Summe der Wirkungen beider Flachen des Blattes auf einen inneren 
Punkt wird demnach 

p = Ax ■ 8 . 

c) Die potentielle Energie eines magnetischen Blattes in einem 
magnetischen Felde wird bestimmt durch die Arbeit, welche nötig 
ist, um das Blatt aus wirkungsloser Ferne in seine gegenwärtige Lage 
zu bringen. Im einfachsten Falle hat man es mit einem Felde um 
einen magnetischen Punkt zu thun. Die Energie ist dann gleich der 
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Arbeit W zur Heranbewegung des Punktes an das Blatt und diese 
ist gegeben durch das Product aus dem Potential V in die Masse m 
des Punktes, also ist 

W = m • V = m • O ' CO = O ' p. 

Hierin wurde mit Rücksicht auf die Bedeutung von cd als Kraft das 
Product m(o=p gesetzt; es ist die Kraftwirkung zwischen dem 
magnetischen Punkte imd der positiven Seite des Blattes. Die Energie 
W ist demnach gleich dem Producte aus der Stärke des Blattes in 
die magnetische Einwirkung des Feldes auf die positive Seite des 
Blattes. 

Ist das Feld durch ein magnetisches System erzeugt, so wird 
jeder Punkt desselben eine Kraftwirkung ausüben und die Energie 
wird gleich sein dem Producte aus der Stärke des Blattes in die 
gesammte Kraftwirkung des Feldes auf die positive Seite des Blattes. 

Wirken demnach zwei Blätter aufeinander, dann ist die Energie 
von I im Felde von // gleich 

Analog ist die Energie von II im Felde des Blattes I 

Die beiden Energiewerte müssen einander gleich sein; denn auch 
die Arbeit ist dieselbe, ob I an II oder II an I herangeschoben 
wird. Demnach kann man für die Energie schreiben 

Mit Bezug auf den obigen Ausdruck für die Energie bedeutet Q 
die Kraft, mit welcher ein Blatt auf die positive Seite des anderen 
wirkt, wenn beide Blätter die Stärke Eins haben. Die Energie beider 
Blätter ist somit bestimmt durch das Product aus der Kraftwirkung 
Q in das Product aus den magnetischen Stärken beider Blätter. 
Q heisst auch der Coefficient der wechselseitigen Induction. 

Die vorstehenden Resultate für magnetische Blätter gelten auch 
für elektrische Stromkreise, welche den magnetischen Blättern gleiche 
Flächen umschliessen. 

§ 112. Magnetische Induction. (Poisson 1821.) a) Magneti- 
sches Feld. Da das Newton'sche Gravitationsgesetz und das Cou- 
lomb'sche Gesetz für elektrische Kräfte der Form nach mit dem 
Coulomb'schen Gesetze für magnetische Kräfte übereinstimmen, so 
lassen sich nach Maxwell die in § 19 und § 100 angegebenen Faraday- 
schen Betrachtungen über das Kraftfeld auch auf das magnetische 
Kraftfeld anwenden. 

Wirkt ein Magnetpol auf eine magnetische Masseneinheit und 
bewegt sich diese beständig in der Richtung der auf sie wirkenden 




Fipiren ersicLtlict gemacht. Fig. 71 zeigt die KraftliDien eines 
magnetischen Poles, Fig. 72 die zweier angleichnamigen Pole, 
Fig. 73 die zweier gleichnamigen Pole und Fig. 74 die Kraft 
lini^ eines roUständigen Magnetes'}. 



1) Wallner's Lebrlr .i. Physik, Elektrifit.ät, S. 108. 
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Von einem Pole mit der mngnetischen iMatJse m denkt man sivh 
m KraftrÖhreii oder Kraffcfäden, nach allen Richtungen gleichmassig 
vertheilt, ausgehen. Ein Flächenatück einer cjjocen tri sehen Kugel- 
ftüche mit dem [Talbmesser r wird alsdann von (S/r*) ■ (»1/4^) Kraft- 
Cäden getroffen. Da der Ausdruck Sm/r^ die KraftstrtJmnng durch 
S angibt, so nimmt man auch diesen Wert als Zahl der Kraflroliren 
an. Nach dieser Zahlungsmethode entspricht der magnetischen Masse 
iy4n eine Kraftröhre und daher der Masse m die Zahl von ixm 
Kraftrohren. Wie die Darstellung der magnetischen Kraftlinien (§ 106) 
zeigt, bringen die magnetischen Kriittu im Felde thatsächlich eine 
Wirkung hervor, ebenso wie die elektrischen Kräfte, indem sie magne- 
tisierbare Stoffe magnotisieren; man nennt den Vorgang magnetische 
Influenz oder magnetische Induction. Wird die Fläche eines 
Stückes Eisen im magnetischen Felde von einer Anzahl Kraftfäden 
getroÖ'en, so wird dieselbe entgegengesetzt magnetisch wie die Stelle 
des Magnetes, von der die betreff'enden Kraftlinien ausgehen, und 
zwar gleich stark. Ebenso wie bei den elektrischen KrafWaden, 
ist auch bei den magnetischen die algebraische Summe der Massen 
an den Endflächen gleich Null. Diese Thatsache steht im innigen 
Zusammenhange damit, dasa der Krnftfluss in allen Querschnitten 
Krat'trÖhre eine constante Grosse ist. Die Menge des durch Indnctioi^ 
erzeugten Magnetismus kann demnach durch die An/^1 der nufij 
treffenden Kraftfädeu bestimmt werden, und diese werden auch In 
diictionsfäden genannt. 

Bringt man einen Ktab aus weichem Eisen in ein gleichfiJrmiji 
magnetisches Feld, in welchem die Kraftlinien mit einander i 
laufen, z. B. zwischen die Polplatten eines kräftigen Magnetes (^ig, ' 





so sammelt das Eisen die Kraftlinien oder verdichtet sie, und tiÜirt 
sie in grosserer Zahl durch sieh hindurch, als es im freien Räume 
der Fall wäre; man spricht deshalb von einer grösseren Durch- 
lässigkeit des Eisens für Kraftlinien. Infolge dieses Verhaltens iat~ 
das Eisen auch geeignet, als Schirm gegen magnetische Wirkungen im 
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magnetiacheu Kraftfelde zu dienen: Ein Eisenrohr im inaguetiacheii 
Felde (Fig. 76) verdichtet die Krnftliniea seiner Umgebung, fahrt sie 
in seiner Wand fort und läast keine in den inneren Hohlraum dringen. 
Von solcher Schirmwirkung des Eisens wird Anwendung gemacht, um 
Üalvanometer vor stören- 
den magnetischen Ein- 
flüssen zu schlitzen. Ein 
diamagnetischer Körper, 
z. B. Wismut übt im mag- 
netischen Felde eine zer- 
streuende Wirkung auf die 
Kraftlinien aus (Fig. 77). 
— Aus Fig. 75 ist ersicht- 
lich, daas die in einen Eisen- 
stab eintretenden Kraft- 
linien denselben durch- 
setzen, daaa der Eisenstab somit auch das Verhalten der Kraftlinien 
zu untersuchen gestattet. Zunächst ist zu erkennen, dass die End- 
flächen gleich stark und entgegengesetzt magnetisch werden. Weiter 
zeigt sich, dass zwei neben einander aufgehängte Stäbchen im magne- 
tischen Felde einander abstossen. Faraday folgerte daraus, dass ein 
Querdruck zu den Kraftlinien bestehe, während infolge des Be- 
strebens der Kraftlinien, sich zu verkürzen, längs der Kraftlinie eine 
Zugspannung vorhanden sei. Diese Zug- und Druckspannungen im 
magnetischen Felde ermöglichen es, die in demselben vorkommenden 
Erscheinungen mechanisch zu erklären. Ein anschauliches Bild für 
solche Spannungs zustände wurde in der Elasticitätslehre (§ 53 b und c, 
S. 185) angegeben. 

b) Coefficient der Magnetisierung (Susceptibilität oder Auf- 
nah msfähigk ei t der Kraftlinien) und Inductionsconstante (Permea- 
bilität, Leitfähigkeit oder Durchlässigkeit für Kraftlinien). Diamag- 
netismus. Um die Stärke der Magnetisieraug zu bestimmen, kann 
man die in § 98 c entwickelte Beziehung zwischen Masse und Kraft- 
strömung benützen. Wir betrachten einen EiaenkÖrper, welcher im 
magnetischen Felde homogen magnetisiert worden sei. Die nord- 
magnetische Seite habe magnetische Masse von der Flächendichte 6. 
Im Inneren ist die Dichte des freien Magnetismus gleich Null. 
Schliessen wir ein Flächenelement der Polfläcbe in einen entsprechend 
langen Cylinder ein, dessen Erzeugenden normal zu dem Oberflächen- 
elemente, also parallel den Kraftlinien im Eisen sind, so gilt für die 
magnetische Masse auf der Flächeneinheit innerhalb des Cjlinders 

wenn ^ die Kraftstrümung durch die Cjlinderbasis im Eisen und ^ 
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die eintretende Kraftströmung des durch das Eisen noch nicht be- 
einSussten Feldes bedeuten. 

Für * setzt man auch die Stärke der Magnetisierung 3. 
Nach F. Neumaun (1848) setzt man diese proportional der Intensitit 
des magnetischen Feldes ^ und nennt den Proportionali ^tsfu 
die Mtignetlsierungsziihl (Susceptibilität). Damach ist 

und es wird 99 = §(1 + 4äx). 

Es ist leicht zu bemerken, dass die innere magnetische Kraft S in 
der Form SB = § + iad zuBammengesetzt erscheint aus der Feld- 
stärke § und der Kraft inS, welche zwei benachbarte Querschnitt« 
oder die Basisflächen eines sehr kui-zen Hohlcylinders auf den be- 
trachteten Punkt zwischen diesen Flächen ausüben. Mit dieser Fest- 
Htellnng ISsst sich auch die Gleichung direct begründen (§ 111b), 

Der Factor bei ^, nämlich 

,.-1+4.«, 
heisst die magnetische Indnctionsconstante oder nach Thomson 
Permeabilität. Durch (i wird die ganze durch Induction erzengte 
Kraft 58 bestimmt. 

Der Coefficient der Magnetisierung x ist um so grösser, je kleiner 
die Coercitivkraft ist. Bei der Intensität des erdmagnetischeu Feidos 
ist für weiches Eisen x = 40. Für Stahl schwanken die Werte je 
nach der Harte zwischen 10 und 35. Für die diamagnetischen Stoffe 
ist X negativ, speciell für Wismut = — 1/4(X)000. Für Krj-stalle 
ist der Magnetisieningscoefficient nach den verschiedenen Aclisenrich- 
tungen verschieden. 

Aus genauen Versuchen geht hervor, dass hei der Magnetisierung 
X zuerst constant ist, bei weiterem Anwachsen der magnetischen Kraft 
aber abnimmt uud dann gleich Null wird. Die Magnetisienings- 
inteuaität erreicht nämlich einen Maximalwert. 

Der Wert von ft beträgt für weiches Eisen höchstens 3Ü00; för 
diaraagnetische Stoffe wird er wegen des geringen negativen Wertes 
von X niemals negativ. Für Luit ist (i = 1 '_), 

Befindet sich ein zu maguetisierender Körper mit der Inductiona- 
con.itanten ft, in einem homogenen magnetischen Felde eines Mittels, 
dessen Indnctionsconstante (t^ ist, dann ist der Magnetisiernngscoeffi- 
cient X von den Magnetisiemngscoefficienten X[ und Xj beider mit 
einander in Berührung stehender Stoffe abhängig. Die betreffende 
Beziehung ergibt sich aus der Relation zwischen den Coefficienten der 
Magnetisierung und der Induction, nämlich aus 
ft = l + 4;rx. 

1) J. WHllentin, Hodeme Elcktrl. S. S51. 
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Die KraftatromUDg in jedem Körper flir sich wäre 

tvenn ^ die Felüintensität in der Luft angibt. Darnach ist 

t(L ist die Iniluctionaconstante des einen Mediums, bezogen auf das 
E andere. Werden in der Relation It^fijftj die Inductionsconstanten 
f darch die entsprechenden Magnetisieningscoefficienten ausgedrückt, ao 
I erhält man 



Der Magnetisierungscoefficient x hängt sonach wesentlich von 
' Differenz der Magnetisierungscoefficienten des Körpers und des um- 
gebenden Mittels ab und wird mit dieser positiv, Null oder negativ. 



rscheint der Körper in seiner Umgebung pari 



Jenachdem 

magnetisch, neutral oder diamagnetisch; im letzteren Falle wird dei 
Körper entgegen gesetzt der Kraftwirkimg magnetisiert und erfährt 
von dem Erreger des Kraftfeldes eine Abstossung. 

Beobachtungen von Brugmans von Leyden (1778) haben gelehrt, 
dass ein Stück Wismut vom Magnete abgestossen wird, jene von 
Le Baillif aaH Becquerel {1S27) ergaben dasselbe Resultat für Antimon. 
Durch Versuche von Faraday (1845) mit kräftigen Elektromagneten 
wurde von einer sehr grossen Anzahl von Körpern nachgewiesen, 
dass dieselben magnetisches Verhalten an den Tag legen, dass vielu 
(Eisen, Nickel, Cobalt, Mangan, Platin u. a.) vom Magnete angezogen, 
andere dagegen (Wismut, Phosphor, Antimon, Zink, Quecksilber. 
Silber, Kupfer, Gold, Luft u. s. w.) abgestosaen werden. Faraday 
nannte die ersteren Köri)er paramagnetisch, die letzteren diamagnetisch. 

Hchwach magnetische Körper verhalten sich in einem stärkei 
magnetischen Mittel diamagnetisch: Eine schwache Lösung von Eisen- 
chlorilr in einer Glasröhre verhält sich in der Luft paramagnetisch : 
in einer stärkeren Lösung desselben Körpers, die zwischen den Polen 
eines kmftigen Elektro magnetes stärker magnetisch wird, zeigt die 
schwächere Lösung in der Glasröhre diamagnetisches Verhalten. 

c) Gesetz des magnetischen Kreises. (Hopkinson und Kapp 
1886.) Der Kraftlinien ström, der von einem Magnet ausgeht, durch- 
setzt auch andere Körper im Felde und kehrt stets wieder zum ur- 
Bprünglichen Magnet zurück, er bildet einen magnetischen Kreis. Die 
Inductionsr Öhren sind geschlossen, und alle Querschnitte einer Röhre 
werden von gleich viel Inductionslinien durchsetzt. Ist iö die Zahl 
der Inductionsfäden auf der FUcheneiuheit, so ist dos Product aus S9 
in den Querschnitt s der Röhre eine constatite Grösse. Für den In- 
ductionsfluBS erhält man 
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a> = iß ■ K = ft ■ $ ■ s. 

Setzt man fBr die Permeabilität oder Leitfähigkeit ;* = !/>', so kHnit 
man v als deu ^peeifisch magnetischeu Widei-stflnd bezeichoen; 
rücksicttigt man zudem auch die Länge / des magnetischen 
so wird 



1 '•' so ksml ' 
□en ; be- 



f heisst magnetomotorische Kraft (analog der elektromotorischen 
Kraft) und 9J der gesammte Widerstand des Kreises; demnach gilt 
das Gesetz: Der gesammte InductionsSusa oder Kraftlinienstrom inner* 
halh einer Indiictionsröhre ist gleich der magneto motorischen Kraft 
dividiert durch den gesammten magnetischen Widerstand lan^ der 
Röhre. Das Gesetz ist dem Ohm'schen Gesetze des elektrischen 
Stromes analog. 
Dim. * = /,"' -af'r-', Dim. /■=i''-M". r-', Dim.gj^/,-'. 

§ IK-S. MagnetisieniBgaarbelt. Wenn man ein Stück Stahl in 
ein magnetisches Feld bringt, so bilden sieh sowohl in den Klementar- 
magneten, als auch im ganzen Felde magnetische Pole aus. Daza i»t 
eine Arbeit erforderlich, die in einer Deformation der Kraftlinien in 
Felde erkannt wird. Um diese Arbeit zu berechnen, bestimmen wir das 
Potential eines Elementarmagnetes von der Länge X im magnetischen 
Felde. Die magnetischen Massen an den Endflächen seien beziehungs- 
weise + m und die Potential werte daselbst V und V". Dann ist 
der Energie wert 

W = mr — mV" = m • JV 
und die Änderung desselben 

dW= ^Vdm. 
Ist nun in dem betreffenden Raumelemente die Feldstärke ^, 
jdV ^ — §A und auf jeder Polfläche <j die Menge 



Damit wird 

ffW = - -^{(li.)^ ■ d^ 

und für die Raumeinheit 

Die Energie ist daher dem Quadrate der Feldstärke proportional oder 
dem Producte aus der Feldstärke in die Anzahl der gesammelten 
magnetischen Eraftfäden dividiert durch 8ä gleich, — 

In welcher Weise diese Arbeit z. B. beim Maguetisiereu durch 
Streichen zu leisten ist, wird durch Betiachtung des hetreffent 
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'4^rgaiiges ersichtlich. Würde man einen Eisenstab mit demselben 
iigPf^etpole immer erst nach einer und dann nach der entgegen- 
sten Richtung bestreichen, so würden gleiche und entgegen- 




JH^pa otzt e magnetische Arbeiten geleistet, deren Wirkungen sich auf- 
üeben müssten. Man muss wiederholt nach einer und derselben Rich- 
tung streichen; dann bildet sich im Eisen an der Ansatzstelle ein 
mifc dem streichenden gleichnamiger Pol und an der Abhebungs- 
stelle ein ungleichnamiger Pol. Nach jedem Strich muss man den 
^^Ixeichenden Pol von dem ungleichnamigen Pole des Eisenstabes weg- 
ig^ehen und nach Überheben der Mitte dem gleichnamigen Pole auf 
^3er anderen Seite nähern; dazu ist jedesmal eine Arbeitsleistung er- 
"forderlich. (Vgl. das Elektrisieren durch Influenz.) 

Jonbert hat gefunden, dass die Magnetisierungsarbeit für Stahl 
■"120000 bis 200000 Erg und für weiches Eisen 10000 bis 15000 
Erg für 1 cm' beträgt. Wird das Eisen wieder entmagnetisiert, so 
wird die Magnetisierungsarbeit in Wärme verwandelt. Mit Hilfe des 
specifischen Gewichtes des Eisens = 7*8 gr, der specifischen Wärme 
a» 0*11 CaL und der Grammcalorie = 419 • 10' Erg findet man, dass 
1 Erg 1 cm* Eisen um 27 • 10—^ ° C erwärmt; darnach kann leicht 
die Erwärmung durch Magnetisierung berechnet werden. Auf der 
Hagnetisierongsarbeit beruhen die pyromagnetischen Maschinen^). 

1) Das Prineip der pyromagnetischen Motoren siehe in Wallentins modemer 
Elektrl. S. 2G1. 
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§ 114. Qnmdversacbe. Die Erscheimmgeu, weicht- zur Keanta 
und Erzeugung eines andauemilen elektrischen Stromes tiiKrten, wurden 
zufällig beim Kxperimentieren entdeckt; Uu-ü Auswertung, durch welche 
die grossartigsten Errungenschaften für das wissenschaftliche und prak- 
tische Leben erzielt wurden, ist scbarfsinnigeu Beobuchtem und genialen 
Denkern zu dünken. Die Grundlage für die ganze Entwickehing legt* 
Votta. Die Anregung wurde aber von anderer Seite gegeben. 

Schon im Jahre 1678 zeigte Swammerdam dem Grosaherzog von 
Toskana die Zusammenziehung eines Fro»chscbenkels, die er dadurcb 
hervorrief, dass er den Schenkclnerv mit Silberdraht umwickelte und 
alsdann den Muskel und den Draht durch eine kupferne Stütze in 
Verbindung brachte. Galvani, Professor der Anatomie in Bologna, 
machte die Beobachtung, dass die Schenkel von frisch getödteten 
Fröschen sich krampfhaft zusammenzogen, wenn in der Nähe eine 
Elektrisierma.schine entladen wurde. In der Absicht, Versuche über 
Luftelektricität auzuatellen, wurde er (1789) auf Swammerdams Be- 
obachtung geführt, von der er aber keine Kunde hatte. Er hieng 
enthäutete Froschschenkel mittelst kupferner Drähte an einem EiseQ- 
gitter auf und bemerkte, dass dieselben jedesmal in Zuckungen ge- 
riethen, wenn sie das Eisen berührten. Galvani schrieb diese Er- 
scheinung einer vom Thiere selbst erzeugten Elektricität zu, weiche 
vom Nerven durch die Drähte zu den Muskeln übergehen sollte. 

Volta, Pi-ofessor der Physik an der Universität zu Pavia, erklärte 
jedoch (1793), dass die Elektricität nicht von den Muskeln oder den 
Nerven, sondern von der Berühnmg der ungleichen Metalle herrülire, 
und wies dies auf folgende Weise mittelst seines Condensator-Elektro 
akopea nach: Er nahm einen Metallstreifen, aus einem Kupfer- 
und einem Zinkstreifen zusammengelöthet, in eine Hand, berührte 
mit einem Ende des Streifens die untere Collectorplatte des Elektro- 
skopes, und mit der anderen Hand leitete er die obere C'onden- 
satorplatte zur Erde ab; nach beendigter Berührung hob er die 
obere Platte ab und fand, daas die Goldblättchen auseinander äohen 
und einen elektrischen Zustand anzeigten. Einen weiteren Nachweis 
erbrachte Volta mittelst der nach ihm benannten Säule die aus 
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einer Reibe von Plattenpaaren aus Zink und Kupfer besteht, zwischen 
welchen mit Siilzlöstmg getränkte F'ilzlappen oder Löschpapiere liegen. 
Befindet sich an einem Ende eine Zinkplatte und um anderen eine 
Kupferplatte, so erscheint diese positiv und jene negativ elektrisch; 
bei einer entsprechenden Anzahl von Plattenpnaren erhält man bei 
gleichzeitiger Berührung beider Polplatten mit nassen Fingern einen 
kräftigen Schlag. — 

Eine andere Zusammenstellung ist der Becherapparat, und zwar 
als einfaches Element und als Batterie. Das Element besteht aus 
einem Glasgefässe, gefüllt mit verdünnter Schwefelsäure, in die eine 
Zink' und eine Kupferplatte getaucht ist. Die letztere erscheint positiv, 
die erstere negativ elektrisch. Wenn man von je zwei nebeneinander 
stehenden Elementen die ungleichartigen Platten durch Leitungsdrahte 
verbindet, so erhält man eine Batterie. Dieselbe ist nur eine andere 
Form der Volta'schen Säule. 

Mit diesen Zusammenstellungen waren auch die Mittel zur Er- 
zeugung eines andauernden Stromes gegeben. Die Metallplatten der 
Elemente und die End- ckIbp Polplatten der Batterie sind ungleich- 
namig elektrisch und besitzen verschiedene Elektricitätsgrade oder 
Potentiale; nach ihrer Verbindung durch einen Draht sucht die 
Elektricität die PotentialdilFerenz auszugleichen, es entsteht eine elek- 
trische Strömung in ähnlicher Weise, wie ein Flflsaigkeitastrom, der 
durch ungleiche Höhen einer Flilasigkeit an verschiedenen Stellen 
derselben bedingt ist. Die elektrische Strömimg dauert aber nicht 
eine sehr kurze Zeit, wie es bei der Entladung einer Leydener Flasche 
oder einer Elektrisiermaschine der Fall ist, sondern sie währt längere 
Zeit ununterbrochen, unter geeigneten Umständen beliebig lange. 

Im elektrischen Strome werden fortgesetzt gleiche Mengen posi- 
tiver und negativer Elektricität, die an den Polen entwickelt wurden, 
neutralisiert, und es verechwindet damit die elektrische Energie. Es 
entsteht nun die Frage: welches ist die Quelle dieser Energie, welches 
sind ihre Factoren und wozu wird die Energie verbraucht? Diese 
Fragen sollen in den folgenden Paragraphen beantwortet werden. 

§115. Elektrische Energie. ElektromotorischB Kraft, a) Voltas 
Fundamentalversuch. Volta zeigte in der oben angegebenen Weise, 
dass bei der Berührung zweier verschiedener Metalle das eine positiv 
ind das andere negativ elektrisch wird. Nach der Theorie der Fluida 
tritt dabei eine Trennung der sich neutralisierenden ungleichartigen 
Elektricitäten auf, die eine Elektricität begibt sich auf das eine, die 
andere auf das andere Metall. Die trennende Kraft heisst die elek- 
notorische Kraft; dieselbe wird durch die erzeugte Potential* 
dilTerenz oder durch die ftlr jede Elektricitätseinheit geleistete Arbeit 
bestimmt. 

Volta fand ausserdem, daes die elektromotorische Kraft von der 



Natur der Metalle abhäugt, dasa dieselbe z, B. zwischen Zinl mi\ 
Blei viel geringer ist, als zwischen Zink und Gold. Kr TennochU. 
die Metalle in einer lleihe so zu ordnen, dass bei der Berühranj 
Bweier derselben das vorhergehende stets positiv und das nachfolgeixit 1 
negativ elektrisch wurde. Die Reihe lautet mit den von Ayrtoü ouJ 
Perry bestimmten Potentialditferenzen iu Volt: 

Zu, Pb, So, Fe, Cu, Pt, C 
0210, 0069, TvsTiy TK4(ä^7v238^ 0-113. 
Das für diese Reihe von Volta aufgestellte Gesetz kann so 8usg^ 
aprochen werden: Die Potent ialdifferenz zweier beliebiger Metalle ist 
gleich der Summe der Potentialdifferenzen der in der Reihe Kwiacbes 
ihnen stehenden Metalle'). 

Aus dem Gesetze geht hervor, dass in einem Iieiterkr^ise lier 
nur aus Metallen gebildet wird, kein Strom entstehen kann; deu 
denken wir uns drei Metalle in Drahtform der Länge nach aneiiunder 
gereiht, so erkennen wir, dass den drei Metallen infolge der elektro- 
motorischen Kräfte an den ContactsteUen versehiedene Potenttalwerte 
zukommen, z. B. F,, V^, Vg-, bringt man nun die beiden Knden der 
verbundenen Drähte mit einander in Berührung, so macht sich an der 
Be ruh ruDgs stelle zwischen dem ersten und dritten Metalle die Potential- 
differenz (F, — F„) geltend; dieser wird aber nach Voltns Gesetz 
durch die elektromotorische Kraft an der Contactatelle das Gleich- 
gewicht gehalten. Die Summe der elektromotorischen Kräfte oller 
drei Berührungsstellen ist 

c. - n) + c. - n) + c. ->'■)- 0. 

Wird eine Elektricitätseinheit im ganzen Leiterkreis herumgeführt, 
80 ist die zu verrichtende Arbeit gleich Null; diesem Mangel jeglicher 
Leistung entspricht mich der Mangel einer Energiequelle. Umgekehrt 
kann nach dem Energieprincip aus dem Mangel einer Energiequelle 
auf die Leistungsunfähigkeit und daraus auf das Volte'ache Gesetz 
der Reibe „der Leiter erster Ordnung" geschlossen werden. 

Ein Leiterkreis, der nur aus Metallen zusammengesetzt ist, kann 
daher keinen elektrischen Strom und keine andauernden elektrischen 
Wirkungen hervorbringen. 

Über das Wesen der elektromotorischen Kraft wurden vei-^ 
Bchiedene Hypothesen aufgestellt. Volta selbst hielt sie für eine 
beim Contacte zweier heterogener Metalle zur Geltung gelangende 
Kraft; er schrieb dieser die Wirkung zu, die er durch seine berühmten 
Versuche hervorrief. Aber schon Fabroni, ein Zeitgenosse Voltas, 
trat der Contacttheorie entgegen und sprach die Ansicht aus, dass 
ein chemischer Process die Quelle der elektrischen Energie sei, 



1) Silv, Thonii)8on, Klektr, u. Magn. S, 74, 



e sei, U]^^^ 
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I diese Ansiclit wurde nachher von Delarive, Faraday, Becqiit'rel u. a. 
Forschem vertreten und bej^rilndet. Es wurde Dämlich uachge wiesen, 
daas die Volta'sehe Reihe der Metalle zugleich die Reihenfolge der 
Metalle nach ihrer Oxydierbarkeit angibt, und dass die elektronioto- 
I riache Kraft der Verbrenn angs wärme, d. i. der bei der Oxydation ent- 
wickelten Wärmemengö entspricht. Ausserdtim spricht der von Pellat 
angestellte Versuch, durch welchen gezeigt wird, dass zwei Metall- 
platten auch ohne Beriihnmg elektrisch werden, wenn sie nur einige 
Zeit einander nahe gegenüber gestellt werden, gegen die Contact- 
theorie. 

Vom Standpunkte der ehemischen Theorie wird nach F. Exner 
der Volta'sehe Fundamental versuch folgen de rmassen erklärt: Jedes 
unedle Metall wird an der Luft oxydiert; dabei wird das Metall negativ 
nnd die Oxydachichte positiv elektrisch. Die Elektricität des Metalls 
wird abgeleitet, während die Oxydschichte als schlechter Leiter ihre 
Ladung behält und auf andere ihr genäherte Metalle induenzierend 
wirkt. Damach sind die positive Elektricität der Oxydschichte in 
einem Metalle und die InÜnenzelektricität erster Aj-t eines berührenden 
zweiten Metalles die beiden durch Contact erzeugten Elektricitäten. 

b) Voltas Element. Bei demselben taucht eine Zink- und eine 
Kupfer platte in verdünnte Schwefelsäure, Ist die Zinkplatt« ganz 
rein oder gut amalgamiert, so wird sie negativ und die Kupferplatte 
positiv elektrisch. Wird durch einen Draht eine leitende Verbindung 
swischen beiden Platten beigestellt, so beginnt alsbald ein chemischer 
Procesa im Elemente, und im Drahte ausserhalb kreist ein beständiger 
elektrischer Strom vom Kupfer zum Zink. 

Um die Elektrisierung der Metalle zu erklären, nimmt man an, 
daas die Beat^ndtheile der Verbindung Schwefelsäure = yOj H, elek- 
ti'iach geladen seien, und zwar SO^ negativ und H^ ebenso stark po- 
sitiv. Die vollständige Verbindung erscheint in ihrer Wirkung nach 
aussen unelektrisch. Durch Zerlegung der Verbindung entstehen ihre 
elektrischen Bestandtheile im „activen Zustande". Durch Ent- 
ziehung der elektrischen Ladung oder Absättigung, wobei sich enti- 
gegengesetzt elektrische Theilchen verbinden, werden dieselben 
„neutral". 

Nach Schönbein besteht zwischen den Metallen und der Flüssig- 
keit eine „Tendenz zur chemischen Verbindung"; durch dieselbe wird 
eine Stönmg des chemischen und elektrischen Gleichgewichtes ein- 
geleitet; es entsteht ein elektrisches Kraftfeld zwischen den Metall- 
platten, in welchem sich die elektrischen MolecÜle (Ionen) nach den 
Kraftlinien bewegen, und zwar die negativen Moleeüle SO^ gegen das 
Zink und die positiven H^-Molecüle gegen das Kupfer. An den Metall- 
platten selbst treten dann Influenzwirkuugen auf Die gegen die 
Zinkplatte herantretenden negativen SO^-Molecüle elektrisieren jene 
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an der sugewandten Seite positiv und au der abgewandten 
Die negative Influenzelektricität zweiter Art miiss eine T 
TOD weiteren SO^-Molecülen durch ÄbstiOBsuiig verhindern, solaogv 
keine Ableitung durch einen Schliesaiingsdrabt statttindet. ChemiscJi 
reines Zink kann sich also in Schwef'elsSuru nicht auflösen. Findet 
die Ableitung der negativen InHuenzelektricJtJit de« Zinkes durch den 
elektjnaehen Strom statt, dann verbinden sich Zn und SO^ zu Zink- 
eulfat. Die positive Elektricität der Kupferplatte für den elektrischen 
Strom wird durch InÖuenz Wirkung des positiven U^ hervorgebracht. 

Die wirkende Kraft im Elemente ist die Intensität des elektri- 
schen Feldes, welche den Flflssigkeitsdruck vermindert und die elek- 
trischen MolecQle in ühnlicher Weise in Bewegung aet/.t, wie der 
Auftrieb die in eine Flüssigkeit getauchten Körper nach dem Archi- 
mediachen Principe. Besteht das Element nus zwei gleichen Metall- 
platten, und herrseht in einem Theile der Flüssigkeit ein osmoti- 
echer Druck als Überdruck, so kann dieser eine Molecularbowegang 
hervorbringen und nach Nemst und Helmholtz dazu benutzt werden, 
die Grösse der elektromotorischen Kraft zu berechnen'!. Zum Schlüsse 
dieses Absatzes soll hierüber ein Beispiel angeführt, werden. 

Um zu zeigen, dass der chemische Procesa aucb die elektrische 
Eneigie liefert, betrachten wir einen unreinen Zinkstab in Schwefel 
saure; die Verunreinigungen rühren von anhaftenden Gisenth ei leben 
nnd anderen Stofftheilclien her. Diese Theilchen ersetzen hier die 
im Voltaelemente befindliche Kupt'erplatte; es erfolgt eine Auflösung 
des Zinkes in Schwefelsaure, und gleichzeitig finden auch die bereits 
angegebenen elektrischen Wirkungen statt. Die negative Influenz- 
elektricität zweiter Art des Zinkes und die positive des Wasserstoffes 
gelangen in den Eisen theilchen zum Ausgleich und entwickeln Wärme. 
Dieselbe Wärmemenge wird im äusseren Leitungsdrahte entwickelt, 
wenn die beiden Elektricitäten des Volta'schen Elementes durch den 
elektrischen Strom zum Auegleich gelangen. 

J. P. Favre stellte (1S54) folgende Versuche an: Eine Volta'sche 
Batterie wurde in ein Oalorimeter gebracht; dieselbe entwickelte, wenn 
keine Energie nach aussen trat, auf 1 Äquivalent Zink 188-0 Cal. 
Als in den Strom ein Voltameter mit verdünnter Schwefelsäure ein- 
geschaltet wurde, betrug die Wärmeentwicklung nur 117-7 CaJ., diu 
fehlenden 70*3 Cal. waren zur Trennung des Wasserstoffes und Sauer- 
stoffes verbraucht worden; die Verb rennnngs warme des entwickelten 
Knallgases betrug 6^3 Cal. Als Kupfersulfat zwischen Kupferstäben 
sich im Voltameter befand, war die geleistete chemische Arbeit MnH, 
und es wurden 1«7 Cal., also nahezu alle erforderlichen 188 C«l. 
Wärme erhalten. 



1) W. Oatwsld, Lolirb. d. allg. Chera. Bil. II, 1, Chem Energetik, ö. 8a6ff. 
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Favre stellte auch eine Volta'schc Batterie aus Zink imd PUtin 
in verdünnter SehwefelBäure zuaammen und brachte sie in ein Calori- 
meter. Die Motallplatten wurden durch verschieden lange Drähte 
ausserhalb des Calorimeters miteinander verbunden. Durch den che- 
mischen Process in den Elementen wurde Wärme entwickelt; auf 1 g 
entwickelten Wasserstoff zeigte das Calorimeter 181 Cal., wenn kein 
Strom kreiste. Bei der Stromführung durch die verschiedenen Drähte 
wurden 131, 117, 104, 90, 84 Cal. entwickelt. Als aber die Versuche 
so wiederholt wurden, daas der eingeschaltete Platindraht gleichfalls 
sich im Calorimeter befand, so erwies sich die gesammte Wärmu- 
entwickelung nahezu constant; sie betrug 181, 182, 182, IsO, 181 Cal. 

H. Jahn hat in neuerer Zeit mit verfeinerten Messungsmethoden 
ähnliche Versuche durchgeführt und dieselben Resultate erhalten'). 

Der Zusammenhang des osmotischen Druckes mit der elektro- 
motorischen Kraft ist am leichtesten ersichtlich bei einem elektrischen 
Strome, der durch Concentrationsnnterscliiede verursacht wird. Um nur 
das Princip dieser Beziehung anzugeben, betrachten wir ein Element 
mit zwei Kupforplatten in Kupfervitri Öllösung; neben einer Platte sei 
die Lösung mehr concentriert, als neben der anderen. Der Ver- 
such zeigt, dass bei leitender Verbindung der Platten niisserhalb 
der Flüssigkeit ein elektrischer Strom fliesst vom Kupfer im con- 
centrierteu Theile zum Kupfer im verdünnten Theile der Lösung, 
In dei- verdünnten Lösung bildet sieh Kupfersulfat, in der concen- 
trierten wird Kupfer abgeschieden; es besteht also das Bestreben eines 
Ausgleichs des Concentrationsunterschiedes. Die betreffenden beiden 
chemischen Processe sind einander entgegengesetzt und bringen daher 
keine Energieänderung im Elemente hervor. Die bleibende Verände- 
ning besteht darin, dass der verdünnte Theil der Lösung durch Auf- 
nahme von Kupfersulfat mehr concentriert, und der andere Theil 
durch Fällung von Kupfer verdünnt wird; die Arbeit entspricht der 
Überführung von Kupfersalz aus der concentrierten Lösung mit 
höherem osmotischen Dnicke in die verdünnte Losung mit niederem 
Drucke. Sie ist nach dem Gesetze für den osmotischen Druck ge- 
geben durch die Form W^ jv-dp '^ liTlog2)j/p^. Die entspre- 
chende elektrische Arbeit, welche durch Überführung von Elektricität 
an den MolecÜlen geleistet wird, ist gleich dem Producte aus dem 
Potentialunterschiede oder der elektromotorischen Kraft in die trans- 
portierte Elektricitätsmenge e\ daher besteht die Gleichung 

Ve^R-T \ogi>Jp,, 
durch welche die elektromotorische Kraft bestimmt erscheint. 

Ähnlich gestaltet sich die Theorie des Daniell'schen Elementes. 

1) B. John, Wied. A. a&, S. 49 n. 31, S. 9S6. 
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Der Lösiuigsdruck des Zinkes ist grosser als der des Knpfers. 
jedes in die Lösung eintretende Zinkmolecül wird ein Kupfennolec 
uusgeschieden. Die Potentialditferenz der dabei transportierten Elek- 
tricität entspricht dem Logarithmus aus dem Verhältniese der Drücke 
der gelösten Salze. 

Der Vorgang der Verwandlung chemischer Energie in eleki 
ist nicht in allen Elementen so einfach; er wird meist dadurch c 
pliciert, dass ausser einer chemischen Verbindung und Zersetz 
derselben Stoife noch andere Processe stattfinden, dass die Zeraetzungs- 
producte auf die Metalle verschiedenartige elektrische und chemischi.- 
Wirkungen ausüben, dass sich die Concentration der Flüssigkeit ändert, 
und dass in dieser Stoffe absorbiert sind, welche auf die Entwicke- 
Inng und Bewegung der Elektricität Einfluas nehmen^). Alle diese 
Yorf^ge sind auch von einer entsprechenden Änderung der Kneife 
begleitet. 

Aufg. 1. Zu erklären, wamm die elektromotorische Kraft einer Batterie 
von n biutereiaander geschalteter Elemente nmal so gross ist, als die 
eines Elementes. — (Anl.: In jedem Elemente erzeugt eine elektromo- 
torische Kraft eine PoteutialdüTerenz, von der sieh das eine Potential nach 
der einen und das andere Potential nach der anderen Seite des ganzen 
Leitungssystems ausbreitet.) 2, Wie viel Daniell-Elemente waren erfor- 
derlich, um durch die Luft einen elektrischen Fnnken von I km Länge 
zu erzeugen? 1 Daniell habe die elektromotorische Kraft von TOT Voll, 
und lOOOü Volt ergeben eine Punkenlänge von 1369 c»i. — (683 Mill. 
Elemente.) 8. 24 gleiche Elemente sind iu vier Reihen KU sechs Ele- 
menten parallel geschaltet. Wie verhilt sich die elektromotorische Kr^ 
dieser Batterie zu der eines Elementes? — (Die elektromotorische Kraft 
der Batterie ist 6mal gi*ilsser.) [Thomi)Son.| 

§ 116, Elektrolyse. Stromstärke, a) Im Jahre iJ^IJO machten 
Carlisle und Nicholson die Entdeckung, dass sich der elektrische Strom 
durch Wasser leiten lässt, und dass derselbe bei seinem Durchgang 
einen Theil des Wassers in seine gasförmigen Bestandtheile zerl^t. 
Der Sauerstoff ei-achien in Form von Blasen an der Stelle, wo der 
Strom in die Flüssigkeit eintrat, und Wasserstoff blasen dort, wo der 
Strom die Flüssigkeit verliess. Es zeigte sich bald, dass eine grosse 
Zahl anderer Flüssigkeiten, besonders verdünnte Säuren und Lösungen 
metallischer Salze, auf ähnliche Weise zersetzt werden konnten, wenn 
man einen Strom durch dieselben sandte. Faraday nannte (1835) 
einen solchen Zersetzungsprocess durch den elektrischen Strom Elek- 
trolyse und die zu zersetzenden Körper Elektrolyfce. Die Enden 
des Zuleitungsdrahtes im Elektrolyt lieissen Elektroden, und zwar 
die Eiutrittstelle des Stromes Anode und die Austrittsstelle Katfa 
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Die Erfalirung lehrt, dass dem Wasser einigt! Tro]if'en Schwefel- 
säure oder Salzsäure zugeführt werden müssen, um dusselbe zu zer- 
setzen. Dabei verhält sich die Schwefelsäure wie ein Salz: An der 
Anode scheidet sieh SO^, an der Kathode Hj aus. SO^ nerfällt in 0, 
der iu Blaseuform aufsteigt und in SOg, welches sich mit HjO zu 
SOjHj verbindet. Die Wasserzersetzung erscheint hiemach als eine 
chemische Wirkung der vom Strom erzeugten Bestandtheile der 
Schwefelsäure, also als eine aecundäre Wirkung des Stromes. 

Aus einer Lösung von Kupfervitriol (SÜj Cu) wird SO^ an der 
Anode und Cu an der Kathode entwickelt. Das erstere bildet mit 
einer Kupfer-Anode neues Kupfersiilfat. 

Die Molecttle oder Atome des Elektrolyten, welche theils zur 
Anode, theils zur Kathode wandern, nennt Faraday Ionen, und zwar 
beziehungsweise Anionen und Kathionen. 

b) Zur Erklärung der Elektrolyse stellte Grotthusa (1805) fol- 
gende Hypothese auf: Die Molecüle des Elektrolyten sind aus ent- 
gegengesetzt elektrischen Atomen ansam mengesetzt; zwischen den 
Elektroden ordnen sich dieselben parallel sowie die Elementarmagnete 
eines magnetischen Eisens, indem die elektro negativen Atome von der 
Anode und die eiektropositiven von der Kathode angezogen werden. 
Die Atome in jedem Molecüle werden nun getrennt, die imgleich- 
artigen neben einander befindlichen Atome treten wieder zu neuen 
Molecfllen zusammen, die unmittelbar neben den Elektroden befind 
liehen Ionen aber werden frei oder verbinden sich mit den Elek- 
trodenplatten und besorgen zugleich die dauernde Entladung der den 
Elektroden zugeführten Elektricitäten. 

Clausius brachte (1857) die Theorie in Einklang mit seiuer kine- 
tischen Theorie der Flüssigkeiten, indem er annahm, dass die Molecüle 
nicht bloss um gewisse Gleichgewichtslagen oscillieren, sondern dass sie 
in veränderte und immer neue Lagen zu einander kommen, und das« 
sie auch in beständiger Zersetzung und Neubildung begriffen sind. Die 
Bewegungen gehen nach allen möglichen Richtungen vor sieh. Unter 
dem Einfluss einer elektromotorischen Kraft werden jedoch die Be- 
wegimgen der elektrischen Atome gerichtet, nach der Anode, be- 
ziehungsweise der Kathode hingekehrt. Ist die elektromotorische 
Kraft stark genug, um die Wiedervereinigimg der Atome zu hindern, 
so Bammeln sich dieselben um die Elektroden an. 

Die Theorie von Clausius ist gegenüber jener von Grotthusa mit 
der Erfahrungsthataache im Einklänge, dass auch der schwächste 
Strom eine Wandenmg der Ionen im Elektrolyte zu erzielen imstande 
ist. Sie gewährt aber keine Vorstellung dafür, dass an der Anode in 
der Regel weniger Salzmolecüle als solche verschwinden, dass hier 
die Lösung concentrierter bleibt, als an der Kathode. Hittorf erklärte 
(1853 — 59) diese Concentrationsunterschiede durch die Verschiedenheit 
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der Wandern ngsgtsch wind igkei teil beider Ionen; das Gescliwindijfkeits- 
verhältnis wird durch das Verhältnis der Abnahme des Salzgehaltes 
an beiden Elektroden bestimmt. Aus der rascheren Verdünnimg der 
meisten Lösungen an der Kathode wird geschlossen, dass das Auion 
sich in der Regel schneller bewegt als das Kathion. 

Durch die selbständige Bewegung beider Ionen wird auch er- 
klärt, dass der elektrische Strom im ganzen Räume des Elektrolyten 
zwischen den Elektroden fliesst, eine Thatsache, die durch alle Arten 
der Strommessung nachgewiesen werden kann. 

In Verfolgung der Untersuchungen Hittorfs gelangte Kohlrausch 
(1879) zu dem Satze der unabhängigen Wanderung der Ionen, und 
Ärrheniua erklärte (1887) die Bildung der elektrischen Ionen aus der 
Dissociation des im Wasser gelösten Salzes; der Nachweis dafür wurde 
durch Messung des osmotischen Dnickes iind Berechnung der Molecül- 
zabi des Salzes in der Lösung mittelst des van't Hoff'schen Gesetzes 
geliefert; ea ergab sich nämlich, dass die elektrolytischen wässerigen 
Lösungen immer mehr Molecüle enthalten, als dem M olecu largo wich te 
und dem Volumen entspricht, d. h, dass die Molecüle dissociiert sein 
raÜBBen'). 

c) Die Gesetze der Elektrolyse hat Faraday (1803) aufgestellt. 
Werden in einen Stromkreis mehrere Wasserzersetzungsapparate Ton 
beliebiger Form eingeschaltet, so entstehen in aUen Apparaten die 
gleichen Mengen Wasserstoff und Sauerstoff; daraus folgt: durch den- 
selben elektrischen Strom oder durch gleiche Elektricitätsmengen 
■werden in derselben Zeit auch gleiche Mengen desselben^Elektrolyten 
zerlegt. 

Wird derselbe Stromkreis zu gleichzeitiger Zersetzung von Wasser, 
Salzsäure und Ammoniak verwendet, so sind die Volumen des ent- 
wickelten Wasserstoffes in allen drei Apparaten dieselben und die 
damit verbundenen anderen Stoffmengen aind nach ihrer chemischen 
Äquivalenz ausgeschieden. Der Versuch ergibt den Satz: Die Elektro- 
lyse verschiedener Stoffe durch denselben elektrischen Strom geschieht 
im Verhältnis der chemischen Äquivalente. 

Beide Gesetze lassen sich ans der Wanderung der Ionen leicht 
erklären. Die Bewegung der elektrisch geladenen Ionen bildet selbst 
den elektrischen Strom. Je mehr Ionen in strömender Bewegung 
begriffen sind, desto stärker ist der Strom und desto bedeutender 
ist auch die Ausscheidung der Ionen an den Elektroden. 

An die Vorstellung der bewegten elektrischen Atome lässt sich 
leicht der Begriff des Extensitätsfactors der Stromenergie an- 
knüpfen. In der Elektrostatik erkannten wir die elektrische Ladung 
eines Conducton als den betreffenden Factor der Energie. Beim elektri- 
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»eben Strome ist er die wäkrend der Zeitetuheit durch eiuen be- 
stimmten Querschnitt hindui-chgeheode Elektrieitätsmenge; dißselbe 
führt den Name» Stromstärke oder Stromintensität. — Aus der 
Theorie der Wanderung der Ionen geht nun unmittelbar hervor, dass 
die Ei ektricitäts menge der Anzahl der bewegten Ionen und somit die 
Stromstärke der chemischen Zerlegung proportional ist. Darauf 
beruht die Strommessung mittelst des Voltametera. In der Praxis 
wird die Elektrolyse verwendet zur Galvanoplastik, zur galvanischen 
Vergoldung, Verailberung, Metallochromie, Galvanogruphie u. s, w. 

Aufg. 1. Wie gross ist die Arbeit, um 1 Coulomb = 3 ■ 10^ e. s. E. 
von einer Elektrode eines Wasseraersetzungsapparates zur anderen eu 
führen, wenn die Potentialdifferenz beider Elektroden 1*47 Volt betragt'i' 
1 Volt = 1/300 elektrostatische Potentialeinheiten. — 

(3 ■ 10" ■ 1-47/300 = 147 ■ 10'^ Erg = 0-14!> kgm = 000035 Cal.) 
2. Beim Verbrennea von 1 g Wasserstoff werden 34 Cal. Wilrme ent- 
wickelt; welche Wasserstoffmenge wird durch die Arbeit des elektrischen 
Stromes nach der vorhergehenden Aufgabe ausgeschieden? — (l Coulomb 
scheidet 00000103 g H aus. Diese GrOsse heisst das elektrochemische 
Äquivalent.) 8. 1 Coulomb (l Ampöre) scheidet in der Secund« 
0'000010352 g Wasserstoff aus; wie gross ist die ausgeschiedene Sauer- 
stolfmenge, wenn das Atomgewicht des Sauerstoffes Iti nnd dessen Wertig- 
keit 2 ist? — (0-000010352 - 16/2 = 0*00008282 g.) 4. Wie gi-oss ist 
das Gewicht und das Volumen des in einer Minute nach der vorhergehenden 
Aufgabe von 1 Ampere entwickelten Knallgases bei 0" C und 760 mm 
Druck? Die Dichten sind für H 0*0692, 1*1.056, spec. Gewicht der Luft 
0001293. — (000559 g und 10*44 cm*) 6. Welche Intensität hat ein 
Strom, der bei lä** C und 750*65 mm Barometerstand in einer Minute 55*8 cm* 
Knallgas liefert? 1 Ampere entwickelt in 1 Min. 10'44 cm*"" Knallgas. — 
(,■„ = 750-65 ■ 55*8 • 273/760 - (273 + 15) = 52*29 cm'. — /= 5 Ampere.) 
6. Welchen Raum nimmt das Knallgas, das von 18 Ampere in einer 
halben Minute entwickelt wird, bei 20'ü und 775 mm Druck ein*? 1 Ampere 
liefert in 1 Min. 10*44 cm' Knallgas. — {v^ = 10-44 -18/2 = 93-96 cm' 
und r„ = 293 - 7G0 ■ 93*96/273 ■ 775 ^98'y cm'.) 7. Wie stark ist 
der Strom, der 0*5 g Wasser in 1 Min. zerlegt? Wie viel Coulomb müssen 
zu diesem Zwecke durch das Wasser geströmt seinV 1 Ampere zerlegt in 
1 Min. 5*6 mg Wasser. — (89 Ampere und 89 - 60 = 5340 Coulomb.) 
8. Ein Strom von 5 Daniell- Elementen geht 10 Minuten lang durcfa eine 
SilberlJSsung. Die Stromstarke sei 5 Ampere. Wie gross ist das Gewicht 
des ausgeschiedenen Silbers? 1 Ampere entwickelt in 1 See, 0-000010352 g 
Wasserstoff und das Atomgewicht des Silbers ist 108. — 
(0-000010352 - 108 ■ 5 ■ 60 ■ 10 = 3*354 g.) 
6. Welche Stromstärke vermag 10 g Kupfer in einer halben Stunde nieder- 
zuschlagen? 1 Ampere liefert in 1 Min. 0019687 g Cu. — (16*93 Ampere.) 
10. Ein Strom von 0*6 Ampere geht durch ein Silberbad, in welchem ein 
■egenstand von 350 cm' OberflScbe versilbert werden soll, a) Wie dick 
wird die Silberschichte nach 3 Secnndeti sein? b) Nach welcher Zeit wird 
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sie 1 mm dk'k seiu? Ein Ampere Bcheide in 1 See, 0OO112 g Äg ana. 
(rf = 55 ■ 10-" cm, / = e^S'-B'/j"'".) IL Um eine Gipsfigar m va- 
Impfern, musäten 1 28 g Kupfer niedergeschlagen werden. Wie viel Ktipfer- 
ealfat, Zink and Schwefelsäure wird dazu in einer DanieU'schea Batterie 
vc^rbraucht? Wie Loch kommt der Niederschlag zu stehen, wenn 1 kg Zn 
2'40 K, Kupfersulfat 1*20 K uöd SehwefelsUure 4S h koatetV Das 
Atomgewicht CuSO, = 63 2 + 32 + 16 ■ 4 = lä92, Zn = 64 9 und 
HjSO« = 2 + 32 + 64 = 98. — (Verbrauch von Kupfereulfat im Bade 
(15fl-2/63-2}' 128 = 32243 g; eben soviel in der Batterie; somit 64486 g. 
— Zn 64Ö ■ 128/63-2 = 131-44 g — SO^H» 9^ ■ 128/632 ^ 198-4»» g. 
Die Materialien kosten 76 + 32 + 16 = 126 h.) IS. Zur Speisong eioec 
Bogenlampe hat man 25 6 unsenel erneute hintereinander geschaltet; der 
durch die Lampe gehende Strom hatte eine StiLrke von 9 A. Wie hoch 
kommt der stündliche Betrieb dieser Lampe, wenn 1 kg Zink 2'40 K. 
1 kg Schwefelsaure 48 h, 1 kg Salpeterallure 1*44 K kostet? Pro Ampen- 
und Stunde werden in einem Elemente cousoiiiiert 1*456 g Zn, 1"832 g 
SO^H, und 2-356 NOaH- — (327*6 g Zn, 4122 g SO.H,, 530-2 g KO,H. 
Die Materialien kosten 78*6 + 19 8 + 76*4 = 1 74*8 kj 13. Faradav 
atelUe einen Zink- und einen Platinsti-eifen in verdünnte Schwefelsüure- 
Nacli etwa 10 Min. constatierte er einen Verlust an dem Gewichte des 
Zinks von 0*552 g; zugleich ergab sich ein Wasserstoffvolumen am Platiu 
von 1Ü9'2 cm'"". Wie gross ergibt sich hieraus das Atomgewicht des 
Zinks? Die Dampfdichte des Wasserstoffes ist 0.06!)2, das spec. Gewicht 
der Luft = U001293. — (1992 cm" H wügen 001782 g, und 1 g H 
entsprechen 32 g Zn. Genauere Methoden liefern 32*5 als AtomgewicliI 
des Zinks.) 14. Wenn 1 Coulomb 0*000010352 g H zu erzeugen vermag, 
wie viel Coulomb erfordert 1 g H, und welche Arheit ist bei einer Po- 
tt mtialdifferenz von 1 Volt zu dieser Bildung nothwendigV 1 Coulomb 
= 3 ■ 10*, 1 Volt = 1/300 elektroätat. Einheiten. — (96620 Coulomb, 
966 ■ 10' Erg.) — 15. Wenn ein H-Ion bei seiner Wanderung eine con- 
stante Geschwindigkeit von 0003 cm besitzt, wie gross ist die auf das- 
selbe wirkende Kraft mit Bezug auf das Ergebnis der vorhei^henden 
Aufgabe? — {F = W/J = 966 ■ 1070003 = 322 ■ 10" Dyu = 33 - 10"^ kg. 
Die Kraft dient zur Überwindung der Bewegungsbindemisse; dieselbe ist 
ituch bei der Diffusion der Salze wirksam.) [Aufgaben 5 — 7 und 10— 
sind aus der Aufgabensammlung von &. Maiss.j 

§ 117. Polarisation der Elektroden. Secundärelemente. Äocni 
latoren. a) Schaltet man in den elektrischen Strom einen Wa: 
Kersetzungsapparat ein, so bemerkt mau, dass mit der Anhäufung der 
Gasblasen an den Fiat in elektr öden die Stromstarke abnimmt. Weiiin 
man die Batterie raach ausschaltet, so zeigt der stromanzeigende 
Apparat, ein Galvanometer, einen Strom an, welcher die entgegen- 
gesetzte Riehtimg des früheren Stromes hat. Die ausgeschiedenen 
Gase entwickeln also eine elektromotorische Kraft, Man neunt 
den Strom Polarisationsstrom und die Ursache desselben die 
Polarisation der Elektroden, Es ist durch Versuche dargethan 
worden, dass die elektromotorische Kraft des Polarisationsstromes mit 
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der des erregeudeii Stromes wächst, jedoch nur bis zu eiueiii Miksiinum, 
das nicht überschritten wird. Wenn z. B. der erregende Strom die 
elektromotorische Kraft von 02, 103, 211, 254, 403 u. s. w. DanieUs 
hatte, so war die des Polarisationsutronies (102, 103, 200, 203, 2-03 
nnd blieb von da an conataiit, Ea folgt daraus, dass eine Wasser- 
Zersetzung durch 1 oder 2 Daniell -Elemente nicht möglich ist; denn 
<lieae vermögen noch nicht die Polarisation zu Überwinden. (Bo- 
käüipfung der Polarisation bei den constanten Elementen durch che- 
mische Processe.) 

b) Da der elektrolytische Apparat nach der Polarisation seiner 
Flüssigkeit einen Strom zu liefern imstande ist, so kann derselbe als 
Stromquelle benutzt werden. In dieser Verwendung heisst er Secun- 
diirelement, auch Polarisationselemeut oder Äccumulator'). 

Die ersten Versuche über die Verwendung eines elektroly tischen 
Apparates als Secundärelement rühren von J. W. Ritter her (1803); 
er wendete Platinplatten in verdünnter Schwefelsiinre an und polari- 
sierte und zersetzte diese durch einen eingeleiteten elektrischen Strom. 
Infolge des grossen Absorptionavermögeus des Platins für Wasseratotf 
wurde dieser nach seiner Ausscheidung ans der Flüssigkeit an der 
Kathode in grossen Mengen zurückgehalten und machte nach Aus- 
schaltung der elektrischen Zelle einen lange anhaltenden, in entgegen- 
gesetzter Richtung kreisenden Polarisationsstrom möglieb. 

Gaeton Plante stellte (1860) durch gründliehe und umfassende 
Untersuchungen-) fest, daas das Blei der geeignetste Stoff für Secun- 
därelemente sei. Er sandte durch eine Reihe von Bleiplatten in ver- 
dünnter Schwefelsäure längere Zeit einen elektrischen Strom und 
oxydierte so alle jene Platten, die als Anoden verwendet wurden. Die 
Kathodenplatten blieben unverändertes Blei. Beiderlei Platten ent- 
sprechend verbunden und in Schwefelsäure gesetzt gaben sein Secun- 
därelement. 

Faure hat (1881) die langsame Bildung der Elemente umgangen 
und ihre Leistungsf^igkeit dadurch vermehrt, dass er die Bleiplatten 
mit Mennige (Pb|,Oj) überzog und auf die so präpai-ierten Platten 
in Schwefelsäure den Strom wirken liess. Dadurch wird das Wasser 
zersetzt, die Anode oxydiert zu Bleisuperoxyd (PbO^) und die Ka- 
thode i-educiert zu Bleioxyd (PbO). Wird dann der Apparat als 
Element benutzt, so geht der umgekehrte Process vor sich und die 
vorhin geleistete Arbeit wird durch die Energie der chemischen Rück- 
bildung wieder gewonnen. Es bildet sich nJimlich an beiden Platten 
Bleioxyd, das durch die Schwefelsäure in Bleisulfat umgewandelt wird. 



1) HiiucV, Galv. Batterien, ürbanitxkj, Die elek, Beleneht. S. 97 etc. 

2) Ö. Plant«, Untt-rsnehungen üljer Elektr. Deutsche übersetnung ■ 
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WegiiQ loeiilur Störungen, die bei den Secundärelementen nocL 
bSufig vorkommen, ist ihre Verwendung nicht ao allgemein, wie es 
M vermuthen wäre. So haben z. B. Gladstone und Tribe bei ge- 
ladenen Elementen schädliche „locale Stromwirkungen" nachgewiesen. 
Wenn die Schichte PbOj stärker als '/i ^^ wird, so entstehen in 
derselben Risse und das metallische Blei tritt direct mit der Scbwei'el- 
sänre in Berührung; die Platte selbst bildet nun ein Element, wodarcli 
PbOj rediiciert und Pb oxydiert wird. 

In seiner Anordnung und Verwendung als Secundärel^aent gleicht 
der elektrolytische Apparat sehr einem Oondensator '). 

Heute werden gewöhnlich gitterförmige Bleielektroden benutzt, 
in die ein Gemisch von Bleiglatte und Mennige fest eingepresst ist 

Nach Messungen Ton Allard, Joubert, Potier nnd Tresca lieferten 
35 Äccumulatoren des Systemea Faure, von denen jeder 43"7 kg wog 
und die elektromotorische Kraft von 21 Volt hatte, 619600 Coulomb', 
auf 1 kg des Elementes kommen daher 14 179 Coulomb. Die ver- 
wendbare Energie ist 

619600.31 „^„. , 

Es würden daher 89 kg erforderlich sein, um den StundeueEFect einer 
Pferdekraft, zu erzielen. 

§ 118. Ohm'sches ßesetz (1827), Dasselbe bringt eine Beziehung; 
der Stromintensitat zur elektromotorischen Kraft, also eine Beziehung 
beider Eoei^efactoren zum Ausdruck. Ohm stützte seine Ableitung 
anf eine Ähnlichkeit zwischen der Elektricitäts- und Wärmeleitung. 
Erfahrungsgemäss ist Wärmeleitung bedingt durch Temperatiirdiffe- 
renzen in einem Wärmeleiter, und nach Fourier {1822) ist die in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt flieasende Wärme proportional der 
TemperaturdiflFerenz zweier benachbarter Querschnitte und der Grösse 
derselben, ferner umgekehrt proportional dem Abstände der Quer- 
schnitte. Die mathematische Form dieses Gesetzes stimmt mit jener 
far Flüssigkeitsströmungen in engen RÖhrchen (§ 4Ü) ilberein. 

Behufs Ableitung des Ohm'schen Gesetzes denken wir uns zwei 
Querschnitte eines cylindrischen Leiters auf constanten Potentialen 
gehalten; die Potentialdifterenz sei JV; die Grösse der Querschnitte 
sei s, ihr Abstand l. Dann ist die Stromstärke, d. i, die in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt tliessende Elektrieitätemenge 

Ic ist ein Proportionalitätsfactor, dessen physikalische Bedeutung t 
bald ei^ben wird. Schreibt man die Gleichung in der Form 
i-X = ksJV, 



1) Maxwell, Lebrb. d. El. I. 
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welche für ein Leit«relement von der Länge k gilt, und 'summiert 
über die ganze Länge l, so erhält man das gesuchte Gesetz 

V -^V V V E 
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Da der Nenner R den Wert der Stromstärke vermindert, so heisst 
It der Widerstand des Leiters. 

Das Ohm'sche Gesetz sagt aus, dass die Stromstärke i der elek- 
tromotorischen Kraft ( Fj — Fg) direct und dem Leitungswiderstande 
H umgekehrt proportional sei. 

Für 1=1 und 5=1 wird JR= 1/ä, d. i. der specifische Lei- 
tungswiderstand; k selbst heisst auch specifische Leitungs- 
fähigkeit. 

b) Mittelst des Ausdruckes für die Raumenergie, beziehungs- 
weise mittelst der hydrostatischen Grundgleichung lässt sich, ent- 
sprechend den Ausführungen in § 100 d, das Gesetz wie folgt ge- 
winnen: Wir nehmen in dem Drahte einen Spannungszustand au, der 
in einer elektrischen Verschiebung seinen Grund habe. In einem 
Baumelemente dv = S' dx ist die Raumenergie infolge des Spannungs- 
zastandes 

dW = —7c * p ' dv ==^ H -2ni^ ' s * dx. 

Für die elektrostatische Spannung p wurde nach § 98 c der Wert 
4tnd^ gesetzt, wobei ö die elektrische Dichte in einem Querschnitte 
angibt. Durch Einführung der elektrischen Ladung eines Querschnittes, 
nämlich q = s • ö^ wird 

dW=^^'q^'d:V, 

und die Arbeit für die Elektricitätseinheit in dem betreflfenden Leiter- 
elemente oder das Potential 

dV = -j- == . q • dx. 

dq 8 ^ 

Findet die Ladung durch die Stromstärke i in der Zeit r statt, so 
ist g = i . r, und man erhält für 

dV= i ' dx 

8 

I 

und für den ganzen Leitungsdraht im stationären Zustande 

Diese Form stimmt mit der obigen für das Ohm'sche Gesetz voll- 
kommen überein. Wie dieselbe auch aus dem Elasticitätsgesetze ge- 
wonnen werden kann, soll bei der Ableitung des Joule'schen Gesetzes 
gezeigt werden. 

Jtnntohke, ErhftUang der Energie. 24 
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c) Daas die Potentitiländerung im Leitungsdralite den betreffenden 
i Drahtes propartionol ist, kann experimeatell auf ver- 

sduedene Weisen iiactgewieBen werden. — Nacli Mascart verbindet 
man die Belegungen einer elektrisierten Flaschen batterie durch eine 
mittehnässig leitende Schnur von '2 — 3 mm Dicke und 4 — 5 m Länge 
mit der Erde und hängt in gleichen Entfernungen Doii)>eIpendel auf; 
man findet die Divergenz der Pendel um so grösser, je näher dis- 
selben der Belegung der Batterie sind. Verbindet man die bestimmten 
Theilpuukte nach einander leitend mit einem Elektrometer, so lasst 
sich die behauptete Potentialänderung genau nachweisen. 

Um den gleichmässigen Potentialabfall in einem lan^n, dilnneii 
Leitungsdrahte, der vom positiven Pole einer galvanischen Batterie 
zur Erde fährt, zu zeigen, kann mau nach Latimer Clark die Punkte 
des Leitungsdrahtes bestimmen, deren Potentialwert* gleich dem von 
1, 2, 3 Daniell-Elementen sind. Man verbindet den positiven Pol 
eines Daniell- Elemente», während der negative auch znr Erde abge- 
leitet ist, mit einem Punkte des zu untersuchenden Leitungsdrahtes 
und schaltet ein Galvanometer ein. Herrscht in dem betreffenden 
Punkte dasselbe Potential wie auf dem Pole des Daniell-Elementea, 
so fliesst von letzterem kein Strom. Der gesuchte Punkt läset sich 
durch Verschiebung des Verbindungadrahtes leicht linden. BenQtzt 
man dann anstatt eines Elementes deren »wei, die hintereinander ge- 
schaltet sind, so kann man auf dieselbe Weise auf dem zu unter- 
suchenden Draht jenen Punkt bestimmen, dessen Potential gleich dem 
des positiven Poles einer Batterie von zwei Daniell-Elementen ist. 
Man findet diesen doppelt so weit von dem ersten Punkte der Erd- 
leitung mit dem Nullpotentiale entfernt, als den Punkt mit dem Po- 
tential Eins^), u. s. w. 

d) Sind in einem Stromkreise mehrere elektromotorische Kräfte, 
mehrere Elemente, und verschiedene Lei tu ngs widerstände eingeschaltet, 
so gilt auch dann noch das Ohm'sche Gesetz. Die Stromstärke ist 
nämlich Im ganzen Stromkreise dieselbe, und man kann für jeden 
Theil des Stromkreises, für welchen der Potentialfall geradlinig ge- 
dacht werden kann, das Ohm'sche Gesetz anwenden und schreiben 

Da 1 eonstant ist, so erhält mau durch Summierung über den ganzen 
Stromkreis 

eine Form, welche wieder dem Ohm'schen Gesetz entspricht. Die 
Dimension der Stromstärke ist dim t = dim QIT=^ M'"L'" T~'. Feinj^ 
ist dimK= Jf''"L''>2'~', und nach Ohms Gesetz dim.R^L~ 



1) J. Wallentm, Hoderne El. 5. 140. 
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e) Die praktischen Einheiten bei der Anwendung des Obm- 
schen Gesetzes sind: Für die Stroraatärke 1 Ampere, bei welcher 
1 Conlomb = 3 - 10" elektrostatische El ektrici tätsei nh ei ten in einer Se- 
cunde durch den Querschnitt öiesst, für die elektromotorische 
Kraft 1 Volt = 1/300 elektrostatische Potentialeinheiten und für den 
Widerstand 1 Ohm = 10* absolute Wideratandseirheiten als Wider- 
ßtand, bei welchem die elektromotorische Kraft von 1 Volt die Strom- 
stärke 1 Ampere liefert. 

1 Volt kommt ungefähr der elektromotorischen Kraft eines 
Daniell-Elementes gleich; genauer ist 1 Daniell = 1"! Volt. 1 Ohm 
Widerstand leistet eine Quecksilbersäule von 1 mm* Querschnitt und 
lOf! cm Länge bei (fi C. 

Der Widerstand von 1 cm' eines Körpers hoiast specifischer 
Widerstand. In absoluten Einheiten, d. h. in Tau send milliontel eines 
Ohm sind solche Widerstände für Silber IfiOfl, Kupfer lö42, vreiehes 
Eisen 9827, Quecksilber 96146, Selen 6 ■ 10'^ Glas bei 200" C 
227 ■ 10"«, reines Wasser bei 22» C 718 ■ 10" und verdünnte Schwefel 
Bäure (Vig Säure) 0-332 ■ lU". 

Über die Bestimmung einiger elektromotorischen Kräfte und 
Widerstände soUeu in den folgenden Aufgaben noch einige Angaben 
gemacht werden. Hier sei nur noch bemerkt, dass je besser ein 
KÖrjier die Wurme leitet, desto besser er auch die Elektricität 
leitet. Am besten leiten die Metalle, minder gut Flüssigkeiten; und 
Gase sind Nichtleiter. In Gasen findet leicht eine Entladung durch 
Convection statt; die Gastheilchen werden durch Berührung mit 
dem elektrischen Conductor elektrisiert und dann fortgeschleudert. 

Das Ohm'scbe Gesetz dient zur Bestimmung der Constanten der 
Elemente, zur Ermittelung der zweckmässigsten Verbindung der Ele 
meute, zur Bestimmung der Leitungs widerstände, zur Ableitung der 
Kirchhofl'schen Gesetze der Strom Verzweigung u. s. w.'), 

Aufg. L Ein Bunäenelement gibt bei kurzem Stromschlnss die In- 
tensität i, (3'4 Ampere), bei Kinschaltung eines Widerstandes r (O*,") Ohm) 
die Stromstärke i^ (r7 Ampere). Wie gross ist der Widerstand It und 
die elektromotorische Kraft !■! des ElemeutesV — (Aus den (fl. E = i^JC 
und E = i^{E-\-r) folgt Ii = ri^/^ii —i^^ = 0^ Ohm und E=17Volt.) 
3. In einen Stromkreis schaltet man zwei Elemente ein, deren clektro- 
motorisclien KrUfte zu vergleichen sind. Die Elemente werden das eine 
Mal im nämlichen Sinne, das andere Mal im umgekehrten Sinne einge- 
schaltet. Die Stromstärken seien r, nnd t,; welches ist das Verhältnis 
der elektromotorischen Kräfte E, und E^f — (Aus Bi^ ^ E, -\- E^ und 






1) Die Anwendung des Ohm'tcheu Üesetzes zur Ermittelung dea OesetseH 
für die Brechung der elektrischen Strom- und EraflUuien, sowi« die Ableitung 
desselben Gesetzes nacb der Theorie der Ätherverscbiebung siehe iii meiner 
Schrift über Jos Enci^eprincip in der Elektricttät«iebre S 113. 

24* 
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Jiif *= A', — A^ fol^jfl A'j//J^ ^ ij 4- ij «j — «* .) 3. In trinem Strom- 
kr«i«; war k^n Strom, freon 14 hintereinander geschalteten Daniell- 
KUt»ent«n 11 hintereinander geschaltete Lecianche- Elemente entgegen- 
geiKtzt waren. Wie müAäen sich die elektromotorisehen Krifte beider Ele- 
mente TerhaltenV — f Aiw Ä i= UA; — ll£j = folgt i:^ ^ = 11 14.» 
4« Ein Daniell'EIement Ton 15 cm Hdhe hat einen inneren Widerstand 
ron 0'6] Ohm; wie gross ist dann der Widerstand eines 3 cm hohen and 
in seinen Qnerdimensionen entsfirechend kleineren Elementes? Welche 
Btromstärken geben diese Elemente in einem Stromkreis, dessen äusserer 
Widerstand zu remachlä-ssigen ist? Die elektromotorischen Kräfte seien 
gleich 1 Volt. — (Ji^ = 0*61 5* = 15-2 Ohm: i\ = 1 64; i, = 06 
Ampere.) 5. Ein Bansenelement von 20 cm Höhe hat einen ioneren 
Widerstand Äj = 005 Ohm. Wie gross wird der ongefähre Widerstand 
eines 13 cm hohen tind eines 35 cm hohen Bansenelementes sein, wenn 
aach die Breitendimensionen im Veiiiältnisse der Höhen stehen? — 
(li^ : n^ : li^ = 005 : 005^20/13/ : 005(20/35;* = 005 : 012 : 0016 
Ohm,) 6. In einem Stromkreise ist ein Normal -Daniell (l Volt), ein 
Galvanometer and eine Qaecksilbersäole von 1 mm* Qaerschnitt and 3 m 
Länge eingeschaltet; das Galvanometer zeigt einen Strom von 0*27 Ampere 
an. Wie gross ist der innere Widerstand des Elementes? Der Widerstand 
von 106 cm Qaecksilbersäale = 1 Ohm. — (Aas 1 =027 (Ä + 300/ 106) 
folgt li = 0*873 Ohm.) 7. Welchen Widerstand rauss eine Edisonlampe 
haben, wenn sie ihre normale Leachtkraft mit 0*74 Ampere and 52 Volt 
hat? — {n = 70 Ohm.) 8. Wie vieler Elemente von 0*95 Volt bedarf 
OS, wenn ein Telegraphierstrom 17 Milliampere stark sein muss, and wenn 
sowohl Spulen als Leitung 608 Ohm Widerstand haben? — (Aas 
001 7 • 2 • 608 = X • 0*95 wird x=22 Elemente.) 9. Zwei Bogenlampen 
sind hintereinander geschaltet. Die Dynamomaschine hat 2*5 Ohm Wider- 
stand und gibt 15 Ampere bei 330 Volt. Wie gross ist der scheinbare 
Widerstand einer Bogenlampe, wenn die Leitung 4 Ohm Widerstand hat? 
-. (830= 15(2 Ji + 2-5 + 4) gibt jR= 7*75 Ohm.) 10. Wenn der Wider- 
stand von 32 km eines 4 mm dicken Telegraphendrahtes 250 Ohm be- 
trägt, welchen Widerstand würde dann ein 2 mm dicker Draht derselben 
Länge haben? - (250 : ii = 2* : 4*; i2= 1000 Ohm.) U. Zwei Messiü^- 
drähto sollen gleichen Widei-stand haben. Der eine ist 0*5 m lang and 
0*75 mm dick; der andere ist 18 m lang. Wie dick muss dieser sein? 
— (Aus 0'5/075* = 18/a;* wird x = 45 mm.) 12. Das atlantische 
Kabel vom Jahre 1866 hat eine Länge von 3000 km und eine Eapfer- 
seelo von 5 mm Dicke. Wie gross ist dessen Widerstand? Ein Meter 
Kupferdraht von 1 mm Dicke hat 0021 Ohm Widerstand. — (2520 Ohm,) 
18. Der auf (uno Inductionsspule aufgewickelte dünnere Draht ist 0*2 mm 
dick und hat 100000 Ohm Widerstand. Wie lang ist dieser Kupfer- 
draht? 1 m langer 1 mm dicker Draht habe 0021 Ohm Widerstand. — 
(/■= 190476 m.) 14. Man gebe die allgemeine Formel an, durch welche 
die Stromstärke i als Function der n hintereinander geschalteten Elemente 
mit innerom Widerstände r, elektromotorischer Kraft e und dem äusseren 
Widerstände R dargestellt wird. — (t = nc/inr -|- R)] wann wird t mit 
fi gWissor, und wann nicht?) 16. Welche allgemeine Formel gibt die 
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Stromstitrke /, wenn n gleiche Elemente von c elektromotorischer Kraft, 
r inaerem und B äusserem Widerstände nebeneinander (parallel) geschaltet 
werden? — = e/(J( + r/H) = ne/{nJC + rl.) 16. Wie lautet die aU- 
gemeine Bedingung, nach welcher die Strorastürke unverändert bleibt, ob 
die Elemente parallel oder hintereinander geschaltet seien? — (Nach 
Anfg. 14 und 15, wenn 11 ^ r.") 17. Wie viele Reihen s von hinter- 
einander geschalteten Kiementen miiss man aus n gleichen Elementen mit 
den foBstanten c und r macheD, um bei eiaem äusseren Widerstände K 
die grösste Stromstärke zu erzielen? — (Es ist 

i = (f ■ n/s)/[S + (r/s)(«/Ä)] = « ■ s ■ r/{s*R -j- tir) . 

Damach wird ian ^ {e/2)yn/Itr, wenn s = ynr/Ii, oder wenn 
R = Kr/s', d. h. wenn der Äussere dem inneren Widerstände gleich ist.) 

18. Man verfügt über 40 Daniell'sche Elemente mit je 0"3/3" - 10" innerem 
Widerstände; wie mnss man dieselben .schalten, um hei 3/3*- 10" elek- 
trostat. Einheiten äusserem Widerstände die grOsste Stromstilrke 20 er- 
zielen? — (Aus 3/3* ■ 10" = (0-3/3' ■ 10") - 40/s* folgt s = 2; d. h. es 
sind 2 Reihen von 30 hintereinander geschalteten Elementen zu bilden.) 

19. Es sind 30 Plante'sche Elemente mit je 0'05/3' ■ 10" elektrostat. 
Einheiten innerem Widerstände und je 2'02/30O elektrostat. Einheiten 
elektromotorischer Kraft hintereinander geschaltet; wie stark ist der Ent- 
ladungsstrom, wenn der äussere Widerstand 6/3*- 10" elektrostat. Einh. 
beträgt? — {)■ = 6'37 -3-10^ elektrostat. Einh.) — 20. Zwischen zwei 
Punkten eines Stromkreises finden sich zwei Zweige mit den Widerständen 
/■j und r^; die geaammte durehfliessende Strommenge ist i. Welcher Strom 
fllesst in jedem der Zweige? — (Es ist » ^ ^i + i» und nach Ohms 
Gesetz für die heiden Zweige ^T = (,r, ^ ^»-j oder ijCj — tjfj ^ 0. 
Mit diesen von Kirchhoff angegebenen Gesetzen wird i^ = i>j/(r, + r^) 
und ''i ^ i ■ fi/iXi -\- i'n) ■) ai. Eine Leitung verzweigt sich in zwei 
Zweige, deren Widerstfindo bezüglich r, und r^ sind. Wie gross muss 
der Widerstand R sein, der, in die Hauptleitung eingeschaltet, die Wider- 
stände r, und ij ersetzt? — (Aus ' ^ '1 + '^ "nd i,r, = i^r^ = iR 
folgt R = r^rjir, + r^) oder l/R = I/r, + 1/r^; allgemein gut 
]/ii = .El/r d. h.?) sä. In einem Stromkreise sind zwei Glühlampen 

120 Ohm und 140 Ohm parallel eingeschaltet. Welchen Widerstand 
liefern sie im Stromkreise? — (64-6 Ohm.) 23. Vier Drähte von 5-5, 
18'0, 37 und 2"9 Ohm Widerstand sind parallel geschaltet; welchen 
Widerstand stellen sie dar? — (Nach Aufg. 21 ist 

1/K = 1/5-5 -f 1/18 + 1/3-7 + l/2y und 11 = 117 Ohm.) 

Zwischen Kwei Punlcten einer Leitung sind acht Edinson-Lampen 
parallel eingeschaltet, von denen jede 120 Ohm Widerstand hat Welcher 
Widerstand ist hierdurch in die Hauptleitung eingeschaltet? — 

(S_H5_,., Oh».) 

SB. Eine Dynamomaschine liefert den Strom zu 60 Edison -Lampen (zu 
~~ i Ohm and 0'5 Ampere); die Lampen sind in 20 Reihen £u 3 ange- 
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ordnet; die Leitung hat 4*6 Ohm und die Dynamo 2*4 Ohm Widerstand. 
Wie gross ist die elektromotorische Kraft dieser Dynamo? — 

(E = i ' B = 20 • Ob ' (2-4 + 46 + 3 • 208/20) = 382 Volt.) 

[E. Weber.] 

§ 119. Wännewirkungen. Joule's Gesetz (1841). a) Im elektri- 
schen Strome verschwinden beständig die in der Batterie erzeugten 
Elektricitäten und damit auch die betreffenden elektrischen Enei^en. 
Wenn sonst im Kraftfelde des Stromes und im Stromkreise keine 
andere Arbeit geleistet wird, so wird die gesammte elektrische 
Energie in Wärme verwandelt, die sich im Leitungsdrahte nach- 
weisen lässt. Um die Gesetze dieser Wärmeentwickelung zu finden, 
schalteten Joule und Lenz dünne, lange Drähte in die Leitung ein 
und führten dieselben in vielen Windungen durch ein mit Alkohol ge- 
fülltes Gefäss. Die in jedem Drahte entwickelte Wärme konnte durch 
die Temperaturerhöhung des Alkohols leicht bestimmt werden. Joule 
fand, dass die Zahl der Wärmeeinheiten proportional ist: 1) dem 
Widerstände des Leiters; 2) dem Quadrate der Stromstärke; 3) der 
Zeit, während welcher der Strom fliesst. In Form einer Gleichung 
lautet das Joule'sche Gesetz (in g-cal) 

Theoretisch folgt das Gesetz leicht als Ausdruck für die elektrische 
Energie. Die Arbeit für jede im Strome von einem Pole zum anderen 
fliessende Elektricitätseinheit ist gegeben durch die Potential- 
differenz oder die elektromotorische Kraft JE; die Arbeit für die in 
einer Secunde fliessende Elektricitätsmenge i ist Ei und mit Rück- 
sicht auf das Ohm'sche Gesetz 

W = E'i't = i^'R't, 
Hierin sind alle Grössen in absoluten Einheiten ausgedrückt; um sie 
auf Ampfere imd Ohm zu reducieren, muss man sie mit 10~"^ • 10^ = 10' 
und um den ganzen Energiewert in Wärmeeinheiten auszudrücken 
mit 1/419 = 0*24 multiplicieren. 

Die zur Berechnung von W benützte Einheit von 1 kgcm im 
absoluten Masse wurde von Siemens 1 Joule und wird sonst ziemlich 
allgemein 1 Watt genannt. Gewöhnlich wird 1 g-cal äquivalent 
0*425 kgm gesetzt; sie ist alsdann äquivalent mit 41 7 Joule oder 
Watt. Der Effect einer Batterie wird praktisch in Secunden-Watts 
gemessen, von welchen 736 eine Pferdekraft ausmachen. 

Auf den Wärmewirkungen des elektrischen Stromes beruhen die 
Glühlichtlampen, die Sprengtechnik, die Galvanokaustik. 

b) Auf sehr einfache Weise lässt sich das Joule'sche Gesetz 
nach der Theorie der elastischen Verschiebung ableiten^). Zu 

1) Siehe meine Abhdlg. ü. d. Energ.-Prcp. i. d. El. S. 109. Vgl. auch oben § 53 c. 
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dem Zwecke betrachten wir zwei Polplatten Ä und B, welche durch 
einen Leiter vom Querschnitte q in Verbindung gesetzt sind. Werden 
die Oberflächen der Pole durch eine elektromotorische Kraft ver- 
schoben, so setzt sich diese Verschiebung im Leiter fort, der den 
Raum des Leiters erfallende elastische Äther wird in einen Spannungs- 
zustand versetzt und die Leitermolecüle werden durch Lifluenz elektrisch. 
Die ungleichartigen Elektricitaten der benachbarten Molecüle gleichen 
sich durch Leitung aus und die Spannung des Äthers wird sofort ent- 
sprechend abnehmen. Die elektromotorische Kraft wird jedoch den 
Verlust an Energie stets wieder erganzen und den Zwangszustand 
herstellen. Dabei wird im Leiter fortgesetzt eine Arbeit geleistet, 
welche sich als Wärme wiederfindet. 

Wir betrachten nun zwei unmittelbar aufeinander folgende Quer- 
schnitte des Leiteirs, deren Entfernung dl sei. Von dieser Schichte 
wird bei der Verschiebimg eine Arbeit geleistet, die wir bestimmen. 
Ist die Grosse der Verschiebung tf, die geweckte elastische Kraft jj 
und die Dichte des Mediums d, dann ist die mittlere Kraft, welche 
während der Verschiebimg wirkt, 

Die Arbeit der Schichte ist: 

Verbinden wir k mit d oder setzen die Atherdichte gleich Eins, dann 
gibt die Verschiebung eines Querschnittes die Elektricität daselbst an; 

daher ist 

s ' 6 = e, 
und es wird 

w = -r- — f? dl, 

2 8 

Für eine verschwindend kleine Änderung des elektrischen Zu- 
standes ändert sich die Arbeit in der Schichte und die Elektricität 

nach der Gleichung 

k 
dw = -- • e ' de ' dl , 

8 ' 

daraus folgt 

— ' e ' dl. 

8 
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Dies ist die Arbeit für die Elektricitätseinheit während des 
Durchströmens. Führt man für e die Stromintensität i, d. i. die 
in der Zeiteinheit durch den Querschnitt strömende Elektricitätsmenge 
ein, setzt also e = i - 1, dann erhält man 
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lüs Ärbeitewert lier Elektricitutseinheit. Die gnnze Arbeit in AvT 
Scbiclite wöbread der Zeiteinheit ist /-mal grösser und die Arbeits 
ganzen Stromleiter wird 



.n 



Setzt man noch für kv— ^ R den Leitungswiderstand , diinn 
man für die Arbeit in der Zeiteinheit 

W=i*ll, 
das Joult'sclie Geaetit übereinstimmend mit der obigen Form desse] 

Der vorstehende Auadnicb gibt nur die Arbeit der elektrisclten 
Kräfte im Inneren des Stromleiters an; derselbe setzt also voraus, 
dass die potentiellen Lndungsenergien der Pole und der elektrisch 
gewordenen Theilchen des Stromleiters in dem übrigen Räume zu 
der Stromarbeit oichts beiträgt, sondern constant erbalten bleibt. 
Diese Annahme wird zutreffen, solange die Strömung stationär ist: 
nicht aber zu Beginn beim Schüessen und am Ende beim ÖSiieu 
des Stromki-eises. Beim Schliessen und Oßheu werden vielmehr dii^ 
totalen Ladungaenergien des ganzen elektrischen Feldes in Betracht 
kommen; sie sind im ersten Falle durch die Arbeit des Stiomes zu 
erzeugen, und im letzten Falle vermögen sie eine äquivalente Arbeit 
zu verrichten und die Wärme im Stromkreise zu vermehren. Die be^ 
treffenden Erseheinungen beim Schliessen und Öffnen des Stroi 
sind als InductionestrÖme bekannt und heissen gewöhnlich Ex 
ströme. Dieselben sollen in einem späteren Capitel behandelt wei 

c) Als eine allgemeine Anwendung des Joule'schen Gesetzes 
die Axbeitsleistung des elektristrhen Stromes bei Parallelschaltung 
Süsserer Widerstände berechnet werden'). Die Pole einer elektrischen 
Batterie seien durch n Leitungen mit den Widerständen r,, rj, r», • • ■ r, 
verbunden; die elektromotorische Kraft sei E, der innere Widerstand 
r^, die Stromstärke in den einzelnen Leitungen t|, is, ■ 

Nun ist die gesammte Stromstärke 
.■ =. £i,. 
Ferner gilt für jede Leitung das Joule'sche Gesetz Eü 
für alle Leitungen und die Batterie zusammen 

Sind die einzelnen Stromintensitäten in den Zweigleitungen einandi 
gleich, so ist » ^ n ■ t,; sind femer auch die Widerstände gleich, 
nämlich = r, dann nimmt die Gleichung für die Arbeit die Fonn nn 
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1) W, Müller, Zeitai'h. f. phja. u. chera. Untorr. V, S. 81, 
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Das Orlied für die Arbeit iii den n Leitimgeii sngt uns, diiss diese 
Arbeit gleich ist der Arbeit, welche die totale, von der Stromquelle 
erzeugte Intensität bei Überwindung des nten Theües des Wider- 
standes r leistet. Sämmtliche n Leitungen können demnach auch als 
eine Leitung mit dem nteu Theile des Widerstandes r betrachtet 
werden. Dieses Gesetz ist sofort klar, wenn man sich alle n Leitungs- 
driLbte zu einem einzigen Drahte nebeneinander gelegt denkt; damit 
wird der Querschnitt des Leitungsdrahtes n mal vergrösaert und somit 
der Widerstand auf den «ten Theil yermindert. 

Aufg. 1. Der Widerstand einer Drahtspule beträgt 35 Ohm; duri-h 
dieselbe fliesst ein Strom 7on 0"4 Ampere; welche Wärmemenge wird im 
Drahte in jeder Seuunde erzeugt? — (l Ampere erzeugt bei 1 Ohm in 
1 See. 0'24 cal, daher W = 0-4* - 35 ■ 0'24 = r344 cal.) 3. Durch 
einen 900 m langen und 3 mm dicken Kupferdraht üieast 4. Stunden 
lang der zur Speisung mehrerer Glühlampen erforderliche Strom von 
14 Ampere. Welche WUrmemenge wird während dieser Zeit im Drahte 
erzeugt? Der Widerstand von 1 m Cn und 1 mm* Querschnitt sei 0"020 
Ohm and die Wärme für 1 Volt 0-240 cal. — 

(024 ■ 4 ■ 60- 60 ■ 14*002-900/«(9/4) = 1724900 cal = 1724Ü Cal.) 
8. Eine GlOhlampe von 55 Ohm Widerstand wird von einem Strome von 
109 Ampere gespeist. Wie viel Wärme strahlt dieselbe stündlich aus, 
wenn 6% der Strahlnng als Licht auftreten? — (Bei Vemachlasaung der 
Leitungswärme wird ausgestrahlt 109' - Ö5 - GO* ■ 0-24 = 56458-5 cal^ 
davon erscheint als Licht 564-585 ■ 6 = 33875 cal und als Wärme 
Ä307I cal.) 4. Ein Piatiadraht von il = O^Ol cm Dicke und 1 = 2 cm 
Lilnge wird durch einen Strom von i ^ 0*3 Ampere 2 See. lang erwärmt. 
Welche Temperatur müsste er annehmen, wenn die erzeugte Wärme voll- 
ständig zu seiner Temperaturerhöhung verwendet würde, und wenn seine 
Anfangstemperatur IS" C war? 1 m Pt von 1 mm* Querschnitt bietet 
0"156 Ohm Widerstand; seine spec. Wärme ist 0'032 und das spee. 
Gewicht 2 1*5. — (Die erzengte Wärme ist 

0*24 - 0-3' ■ 2 ■ 002 ■ 156/« ■ 005* = 0017161 cal. 
Znr Temperatorerhöbong wird gebraucht 

t ■ 0000025 2 ■ 21-5 ■ (T — 1.^1 ■ 0032 = <T — IS^O'OOOIOÖ cal. 
Ans (T — 15)O-0OO10W = 0-017161 folgt T = 173-9*' C.) B. Auf wel- 
cher Temperatur könnte hingegen durch den Strom der vorhergehenden 
Aufgabe der Platisdraht höchstens erhalten werden, weim die Wurme- 
menge, welches jedes cm^ seiner Oberfläche bei l" C Tempera turüberschuss 
über die Umgehung pro Secunde ausstrahlt, 1/6000 cal. betragt? — 
(Die in 1 See. erzeugte Warme 0017161/2 muss der ausgestrahlten 
Wärme 'J - 15) -it- 001 -2/5000 gleich sein; darnach wird /— 15 = 683" C.) 
e. Welche Stromstärke ist nöthig, nm einen 4 mm dicken Bleidrubt bei 

!r Lüfttemperatur von 20" C auf der Schmelztemperatur 334" C zü 
erhalten? Ansstrahlnngscoeflicient ist 1/120 cal. 1 m Pb von 1 mm* 
Querschnitt bietet 0200 Ohm Widerrtand. — 
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(i* ■ ü-24 - 0-2/4« = [334 — 20)ä - Oi 100/120. 
Daraus folgt r = 293 Ampere.) 7. Die BleiBii:herheitsstÜcke einer ehi- 
triscbes Beleuehtniigsanlage sind 3*2 cm breit, 0'3 cm dick und 7 cni 
lang. Bei welcher Stromstärke beginnt das f^ehmebien der Stücke? Scbmeb- 
temperatiir ^ 334** C, Äusstxablungsw&nne pro Flaoheneinlieit, Temperfttnr- 
grad und Secunde ist 1/120. Lufttemperatur sei 20" V. — 
(i*-0-24 0-2/32 -3 = (334 — 20)- 2(32 + 03) ■ 100/120, (= 1914A.) 

8. Ein Blitz ist erfahrungsgemäsa imstande, einen kupfernen Leitungsdrabt 
von 5 rara* Quersuhnitt abauschmelzen; seine mittlere Dauer hat sich ans 
stroboskopi sehen Versuchen zu 0015 See. ergeben. Wie stark ist hier- 
nach der durch den Draht flieasende Strom, und wie gross ist im Mitt«I 
die Ladung einer Gewitterwolke? Der Widerstand von 1 in Ca mit 
1 min* Querschnitt ist 0'020 Ohm. Spec. (jewicht des Kapfers ^ 8'9, 
spec. Wanne = 0095, Schmelzpunkt IlOO" C. Die Luftteuip^rator sei 
15" 0. — (i' ■ 0-24 ■ 0015 ■ 002 - (/5 = ^ 6 ■ 89 • 0095(1100 — 15X 
Daraus ist i ^ 1 7830 Ampere. Ladung der Gewitterwolke 

Q = O'Olö - 17830 = 267 Coulomb.) 

9. Die elektromotorische Kraft einer Batterie oder einer Dynamomaschine 
betrügt. 140 Volt und der innere Widerstand 2 Ohm; wie viele parallel 
geschaltet« Glühlampen von je 40 Ohm Widerstand und y^ Ampei 
stärke sind damit in Betrieb zu setzen? — 



'1^^ 



(Aufl 140 ■ a: ■ % = {x ■ '/,)* ■ (40/a:) + 2(1 ■ VJ* folgt x =. 73. 
10, 10 Lampen von 20 Normalkerzen Lichtstfirke erfordern, parallel 
schaltet, hei einem Widerstände von je 70 Ohm einen Strom von je OH 
Ampere, Wie viele Pferdestürken sind dazu notbwendig, wenn 736 Voll- 
Ampere = 1 Pferdekraft sind? — (0.61 Fferdekrilfte.) II. Wie viele 
hintereinander geschaltete Accumulatoren von 2 Volt elektromotorischer 
Kraft und von O'Ol Ohm Widerstand sind erforderlich, ura 20 parallel 
geschaltete Larapen von 50 Volt und 07 Ampere mit Strom zu versorgen? 
— (Aus 2 -20' 07 3- = 50' 20.0-7 + 01 ■i20'0-7)*j: folgt j- = 2S-9.) 
[Aufg. 1—8 sind von B. Maisg, 9 — 11 von W. Müller.] 

§ 120. Ärbeitsmaxlmnm einer Batterie. Behufs Anwendung des 
Joule'achen Gesetzes soll noch folgende Aufgabe gelöst werden: Eine 
elektrische Batterie habe die elektromotorische Kraft E und erzeuge 
bei dem Vorhandensein eines Widerstandes ü die Stromstärke /. 
Nun schalte man zum Zwecke einer Arbeitsleistung ein Voltatneter 
ein. Die Arbeit.'^leistuog sei W und die nunmehrige Stromstarke i. 
Unter welcher Bedingung wird die Arbeit den gröasten Wert haben? 

Die gesammte Arbeit des Stromes ist Ei; dieselbe besteht in der 
Erwärmung des Leitungsdrahtes /"if und der Arbeit W; daher ist 



Ei = Ri^-\-W 
'-~[E±YW~^mi]. 
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Darnach wird W «in Maximiun, wenn £"^4WJJ ist, also ' 



W^ 



und 



' 2fi~ 



d, h. die Batterie leistet die möglichst grösste Arbeit, wenn die Strom- 
stärke die Hälfte von jener ist, welche die Batterie ohne die Arbeits- 
leistung im Stromkreis erzeugen würde, oder wenn die Niitzarbeit 
gleich der Hälfte der gesammten aufgewandten Arbeit ist. Das Oüte- 
verbältnis ist in diesem Falle = %. 

Wird mittelst einer Batterie, bestehend aus n (= xij) Elementen, 
von denen x Gruppen zu y parallel geschalteten Elementen zusammen- 
gestellt sind, das Arbeitsmaximum erzielt, so ist dieses für den Fall, 
als sich der Widerstand auf den inneren Widerstand der Batterie 
R^ r ■ x/y beschränkt, 



W- 
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Da fOr »=1, W ^ E*/ir das Arbeitsmaximum ist, sg folgt der 
Satz: Die grösste Arbeitsleistung einer Batterie ist bei jeder Schal- 
tungsweise dem Producte aus dem Arbeitsmasimum eines Elementes 
und der Anzahl der Elemente gleich. 

Die in Betrachtung gezogene Zusammenstellung von Batterie und 
Voltanieter und die obige Energiegleichnng lassen sich dazu ver- 
wenden, das Princip der elektrischen Kraftübertragung zu er- 
läutern. Die elektrische Batterie vertritt eine elektrische Maschine, 
welche den Strom erzeugt, und das Voltameter ist an der Stelle einer 
Maschine, welche in Bewegung zu setzen ist. Das Voltameter erzeugt 
einen Polarisationsatrom mit der elektromotorischen Kraft £^, welche 
jener der Batterie entgegengerichtet ist. Die Arbeit W besteht nun 
in der Überwindung der elektromotoriaehen Kraft E^; es ist also 
W ^ Efi, und damit wird 

Das Güteverhältnis oder der ökonomische CoefGcient ist 

5 ' :^ ^ 1 ^ 

Ei' " E E' 

Dieses Verhältnis wird umso grosser, je kleiner der letzte Bruch ist, 
also je kleiner Stromstärke und Lei t Imgswiderstand und je grösser 
die elektromotorische Kraft der Stromquelle sind. Als Stromquelle 
eignen sich deshalb besonders Batterien mit vielen kleinplattigea 
Elementen oder eine entsprechende Zusammenstellung von mehreren 
Dynamos. 

§ 121. Thermoelektrisclie Ströme, a) Seebeck machte im Jahre 
1822 die Entdeckung, dass man in einem Leiterkreise, der aus zwei 
verschiedenen, an ihren Enden zusammen gel ötheten Metallen besteht, 
einen Strom erzeugen kann^ wenn man eine Löthstelle erwärmt. 
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Wird oin Wittmiit- und ein Antimon streifen eu einem solcben Leit6^ 
kreise verbunden und eine Löthstelle erwärmt, so kreist ein Strom, 
der an dieser Stelle die Richtung vom Wismut zum Antimon luL 
Bei einer Abkühlung kreist ein Strom in der entgegengesetzten Rich- 
tung. Die ZusummenstelluDg heisst ein thermoelektrisches Ele- 
ment, der Strom ein thermoelektrischer Strom und die ihn (!^ 
zeugende elektromotorische Kraft thermoelektrische Kraft. 

Die Metalle aus der Reihe Bi, Pt, Cu, Hg, Pb, Sn, Au, Ag; Zn, 
Fe, Sb haben die Eigenschaft, dass, wenn cwei za einem thenno- 
elektrischen Elemente zusammengestellt werden, der Strom an der 
Erwiirmuugsatelle vom vorhergehenden zum nachfolgenden Qbeig»iit. 
Die elektromotorische Kraft ist unter sonst gleichen Umständen nm» 
grosser, je weiter die Metalle in der Reihe von einander abstähcB 
und je grösser die Temperaturdifferenz beider LÖthstellen ist. 

Cumming machte die Entdeckung, dass bei bedeutender Tempe- 
raturerhöhung die Stromrichtung im Thermoelemente sich umkehrt; 
wenn man eine Löthstelle eines aus Kupfer imd Eisen bestehenden 
Elementes erwärmt, so fliesst an der Erwärmnngsstelle der Strom vom 
Kupfer zum Eisen; bei 280" C hört der Strom auf; diese Temperatur 
bildet einen neutralen Punkt, und ober derselben nimmt der Strom 
die entgegengesetzte Richtung. 

b) Die Erklärung der thermoelektri-schen Ströme stQtzt Kohl- 
muscb auf die Beziehnng der elektrischen und calorischen Leitungs- 
verraögen. Versuche haben gezeigt, dass beide Leitungs vermögen 
einander proportional sind. Kohlrausch nimmt deshalb an, dass ein 
Wärmestrom immer Elektricität mit sich führt, und erklärt ana der 
Wärmeleitiing im Thermoelemente die Entsteh\mg des elektrischen 
Stromes. Sind die Enden eines Metalldrabtes auf den Temperaturen 
t und t' gehalten, so ist ilie in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt 
hindurch gehende Wärme der Differenz (t — t') proportional; setzt 
man dieser Differenz auch die Stromstärke oder die Potentialdiöerenn 
E an beiden Enden proportional, so kann man schreiben 

E = A(t- O- 
Die Grösse A hängt von der materiellen Beschaffenheit der Substani 
ab; sie ist von Metall zu Metall verschieden. Nehmen wir ein Thermo- 
element mit den beiden Lothstellcn 
M und N an, sei für den Draht h 
die genannte Constante A, für den 
Draht a aber Ä' und machen wir die 
Annahme, dass A> A' sei. Beim 
Erhitzen der Löthstelle N wird mit 
der Wärme in b mehr Elektricität 

nach M befördert als in «; dies hat zur Folge, dass das elektrische 
Potential in M auf b grösser sein wird als auf «; es wird demzufolge 




§ isi.] 



vni. Elektrischer Strom. 



381 



fin Strom von h über 3f nach « cursieren, der iu N deshulb von « 
naeli b gerichtet ist. Wird nun ein ebenso gerichteter Elektricitäte- 
strom von M auageschickt, so wird längs « weniger Wärme nach N 
geführt, als längs /) von N abströmt, es wird deshalb eine Erkältung 
der Löthstelle N eintreten iind diese Erscheinung entspricht dem 
Peltier'schen Phänomene'). 

Die Theorie von Kohl rausch lasst sich leicht im Sinne der 
Theorie der Ätherverschiebung (§ UK3e) deuten. 

c) Clausius hat das Thermoelement verglichen mit einer Dampf- 
maschine, in welcher die erwärmte Contactstelle den Feuerraum und 
die kältere Stelle den Kühler oder Condensator vorstellt imd nach 
dieser Analogie aus der Wärmelehre das Camot'sche Theorem an- 
gewendet. DaniQch müssen die Potential differenzen an den beiden 
BerUhrungss teilen den absoluten Temperaturen proportional, also der 
Überschuas der Potentialdifferenz an einer Stelle gegenüber 
der anderen, welcher die elektromotorische Kraft des Stromes 
beatimmt, der Temperaturdifferenz der beiden Contactstelleü direct 
proportional sein. Mit einer Vergrösserung der Temperaturxhffereuz 
muss demnach auch die elektromotorische Kraft im gleichen A'erbält' 
nisse wachsen. Dieses Gesetz bestätigt sich auch iu den meisten 
Fällen fiir Temperaturdlflerenzen bis etwa 50" C, ausnahms weise wohl 
auch zwischen weiteren Grenzen, aber es gilt nicht ganz allgemein. 
Nach diesem Gesetze sollte niemals eine Umkebrung des Stromes 
eintreten, wenn eine Verbindungsstelle tbrtgeRetzt erwärmt wird; 
dieser Schluss wird dui-cb den Versuch nicht bestätigt. Die Versuche 
von Hankel, Avenarius, Kohlrauscb, Thomson u. A.') zwingen viel- 
mehr anzunehmen, dass die elektromotorische Kraft des Stromes eine 
complieiertere Function der Temperaturen ist. Man gelangt zu einem 
entsprechenden Ausdrucke, wenn nach Avenarius die Potential differenz 
an jeder Contactstelle als Function des zweiten Grades von der Tem- 
peratur annimmt, es wird dann für eine Verbindungastelle 

und für die zweite Stelle 

^rj. = a-\-hT + cT'. 

Als Uberschuss der Potentialdifferenz der wärmeren Stelle wird 

JVr—JV, = (T~ t)[b + c{t + J)]. 

Dies ist der Ausdruck für die elektromotorische Kraft, welche 

sich im Strome geltend macht, nnd zwar in der Form, wie er von 

den Versuchen gefordert wird. Derselbe scheint der Folgening aus 



1} J. G. Wallenlm, Moderne Elektrl. S. 200. 

8) Q. Wiedemaun, Die Lehre von der ElektriciUH. U. aas etc. 



5S2 Vm. Elektriachw Strom. [5^ 

dem Camot'schen Principe zu widersprechen; doch ist der WiÄ 

spmch nur sciieinbar. Clausina hält aas den angegebenen theoretisclien 
Gründen die Proportionalität zwischen Temperatur und Potential- 
differenz an den Verbindungsstellen aufrecht und erklärt die in ge- 
wissen Fällen vorkommenden Abweichungen wie folgt"): ,^bu ist zu 
der Annabme genöthigt, dass auch im Inneren der beiden verbundenen 
Metalle oder einea derselben Potentialdifferenzen entstanden seien, 
welche als elektromotorische Kräfte zur Hervorbringung des Strome« 
mitwirken. Es reicht zur Erklärung der Abweichungen hin, wenn 
man die im Inneren eines Metalles entstehenden Potentialdifferenzen 
nur als eine secundäre Wirkung der Temperaturverachiedeniieit be- 
trachtet, welche dam eintritt, wenn durch die Temperatur« ndemng 
des einen Theiles eine Änderung seines molecularen Zustande» ver- 
anlasst ist, so dass der veränderte und der unveränderte Theil des 
Metalles sich wie verschiedene Metalle zu einander verhalten. Dasselbe 
gilt natörlich auch, wenn beide Tbeile ihren molecnlaren Zustand 
geändert haben, aber die .\ndeningen nicht gleich sind." Thooisoa ■ 
ist durch Anwendung des Energieprincipes auf die Arbeitaleistn 
im Stromkreise zu demselben Schlüsse gekommen; dies soll i 
Capitel weiter ausgeführt werden. Zur Vorl>ereitung dazu soll 
noch auf eine Erscheinung besonders hingewiesen werden. 

Wenn man die vorstehende Gleichung nach der Temperatur J 
auflöst und der Kürze halber für die elektromotoriscbe Kraft E s 
so erhält man 



^Yib^ + icieP^btyi + icE. 



Für den Fall, dass die Grösse c negativ ist, kann E eine gew 
Grenze nicht übersteigen, da sonst die Wurzel imaginär würde, 
den gröasten Wert von E ist der Wurzelausdruck Null und 
Temperatur muss sein 

Hobald eine Contactstelle auf dieser Temperatur gehalten wird, so ist 
die elektromotoriscbe Kraft des Thermostromes ein Maximum. Eine 
weitere Erhitzung der. Stelle wird den elektrischen Effect nicht zu 
steigern vermögen, sondern es wird sogar Bllmäfalich eine Abnahme 
der elektromotorischen Kraft stattfinden. Diese Temperatur T^ heisst 
der neutrale Punkt'). 

Durch Einführung von T^ erhält man für die elektromotoriac 
Kraft 

E = 2c(r-o[-ro+^-]- 

1) ClansiuB, Mech. Behandl. fl, EI. 8. 191 Und Pogg, Ann Bd. XC, 
S) Vg[. Wiedeuaun, Lehre v d. Kl. II, im. 
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Sieselbe wird Null, wenn T = t, d, h. wenn beide Verbindungsstellen 
des Thermoelementes gleiche Temperatur haben, was mit der obigen 
Folgerung aus dem Eaergieprincipe übereinstimmt; sie wird auch 
Null, wenn 

d. h. wenn dna arithmetische Kittel der Temperaturen an den Ver- 
bindungsstellen dem neutralen Punkte gleich ist. Sobald die Tem- 
peratur T noch weiter gesteigert wird, dann erhält E das entgegen- 
gesetzte Zeichen und es muss demnach eine Umkehmug des Stromes 
eintreten. 

Nach Avenarius ist der neutrale Punkt für Eisen-Silber aSS-S" C, 
Silber-Zink 69-7" C und Kupfer-Eisen 275-8" 0. 

§ 122. Peltter'BCher und Thomson'aclier Effect, a) Die Zusammen- 
Btellung heterogener Metalle zu Thermoelementen beweist, daas an 
der Contactstelle solcher Metalle fine Potentialdifferenz besteht. 
Im Thermoelement ist dieselbe das Mass für die elektromotorische 
Kraft. Diese Differenz muas sich als Potentialsprung geltend machen, 
wenn man durch die Beröhrungsatelle zweier verschiedenartiger Me- 
talle einen elektrischen Strom leitet. 

Es ist nämlich eine besondere Arbeit des Stromes nöthig, um 
den Transport der Elektricität über diese Stelle zu besolden. Die 
Grösse der Arbeit wird durch die Potentialdifferenz gemessen und ist 
mit dieser positiv und negativ. Die bezügliche Erscheinung wurde 
im Jahre 1834 von Peltier entdeckt; er fand, daas ein elektrischer 
Strom je nach seiner Hichtung beim Durchgange an der Verbindungs- 
stelle Kweier Metalle Wärme oder Kälte erzeugen könne. Da dieser 
Effect wesentlich von der Stromrichtung abhängt, so unterscheidet 
er sich dadurch von der gewöhnliehen Arbeit des Stromes zur Über- 
windung der Lei tungs widerstände und wird Peltier'scher Effect 
genannt. 

Führt man einen Strom z. B. vom Kupfer zum Eisen, so tritt 
sa der Verbindungsstelle eine Abkühlung ein; bei einer Umkehrung 
der Stromrichtung wird die Stelle erwärmt. 

Der Strom bringt an der Berührungsatelle das Gegentheil der 
Temperaturänderung hervor, durch welche er selbst entstehen kann. 
Temperaturänderung einer Löthstelle und elektrischer Strom stehen 
daher in ähnlicher Wechselbeziehung wie Gaaerwärmung und Volum- 
Änderung und wie elektrischer Strom und Polarisations-Gegenstrom, 

b) Thomson hat aus dem Principe der Erhaltung der Energie 
geschlossen, dass solche Effecte wie an der Berührungsstelle zweier 
Metalle auch innerhalb eines und desselben Metallea auftreten. Wird 
nämlich ein Thermoelement, bestehend aus Kupfer und Eisen, an 
einer Löthstelle auf constanter Temperatur gehalten und an der au- 
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deren Löthstelle fortgesetzt erwärmt, so steigen die elektromotorische 
Kraft des Elementes, die Stromintensität und mit dieser auch die 
Joule'sche Wärme im Stromleiter. Der Peltier'sche Effect, ausgedrückt 
durch die Potentialdifferenz der kühleren Verbindungsstelle, bleibt 
unverändert. Ist die Potentialdifferenz oder die elektromotorische 
Kraft an der erwärmten Verbindungsstelle JE, die Potentialdifferenz 
an der anderen Stelle e, der Leitungswiderstand der Metalle It und 
die Stromintensität i, dann gilt in einem bestimmten Momente nach 
dem Joule^schen Gesetze die Gleichung 

E ' i = R' i^ -\- e ' i. 

Nach einer weiteren Temperatursteigerung der erwärmten Stelle geht 
dieselbe über in 

Durch Subtraction erhält man 

E'i — Ei = iZ(r* — i^) + e{t — i) . 

Bezieht man diese Gleichungen auf zwei unmittelbar aufeinander 
folgende Zustände, wenn die Temperatur der erwärmten Verbindungs- 
stelle beim neutralen Punkte von 276® C angelangt ist, so haben 
sowohl die elektromotorische Kraft E wie die Stromintensität i das 
Maximum ihrer Werte erreicht und es werden E = E' und % = i' 
und damit reducieren sich beide Seiten der letzten Gleichung auf 
Null, d. h. der elektrische Zustand würde durch die vorgenommene 
Temperatursteigerung der erwärmten Stelle keine Änderung erfahren. 
Es würde demnach die im gleichen Verhältnisse wie bei den vorher- 
gehenden Temperaturen mitgetheilte Wärme plötzlich ohne Erfolg 
sein, denn sie hätte im Leiterkreise keine äquivalente Leistung. 
Dies widerspräche dem Principe der Erhaltung der Energie. 

Um den Widerspruch zu beheben, müssen wir annehmen, dass 
die vorstehende Gleichung unvollständig ist, dass ausser den darin 
vorkommenden Effecten noch weitere Effecte im Leiterkreise bestehen. 
Es müss nämlich die zugeführte Wärme in den Eisen- oder Kupfer- 
theilen verschwinden. Diese thermische Wirkung heisst der Thom- 
son 'sehe Effect. Thomson ist es auch thatsächlich gelungen, solche 
umkehrbare Wirkungen beim Durchgange des Stromes durch ein 
Metall, dessen Theile auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden, 
nachzuweisen; er fand, dass in ungleichmässig erwärmtem Eisen ein 
Strom von „w;arm" nach „kalt" das Metall abkühlt, während ein 
Strom von „kalt" nach „warm" es erwärmt und dass im Kupfer die 
entgegengesetzte thermische Wirkung eintritt^). 

1) Maxwell, Lehrb. d. El. I. 389, und: Die El. in elem. Behandig. S. 142. 
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i 123. Magnetisches Feld eines Stromes. Im Jahre 1820 machte 
Oersted die Entdeckung, da^s ein elektrischer Strom eine Magnet- 
nadel aus dem magnetischen Meridian abzulenken imstande sei. Amph-e 
} tÜr diese Ablenkung folgende Hegel: Denkt man sich eine mensch- 
liche Figur in der Richtung des Stromes schwimmend mit dem üe- 
aichte der Nadel zugekehrt, so wird der Nordpol der Nadel zur linken 
Hand abgelenkt. Anstatt einer Fignr kann man die rechte Hand be- 
natzen; der Daumen übernimmt dann die Rolle des linken Armes. 
Wäre die Nadel der Einwirkung der Erde sowie allen anderen mag- 
netischen Einwirkimgen entzogen, so mflsste sie sich normal zur 
Richtung des Stromes stellen. Würde die Nadel längs eines Kreises 
rings um einen geradlinigen, verticalen Strom geführt, so nähme sie 
in den aufeinander folgenden Stellungen die Richtungen der Tangenten 
des kreisförmigen Weges an. Lasst man einen Strom durch ein Stück 
Kartenpapier senkrecht hiudurchtreten und bestreut das Papier mit 
Eisenfeilspänen, so werden diese durch den Strom magnetisiert und 
lagern sich wie kleine Magnetnadeln in concentrischen Kreisen rings 
um den Strom. Man erhält auf diese Weise eine experimentelle 
DarsteUung von magnetischen Kraftlinien im Felde des Stromes. 
Aus den Versuchen müssen wir schliessen, dass ein elektrischer Strom 
in seiner Umgebung ein magnetisches Feld erzeugt, das in dem 
Sinne eines gewöhnlichen elektrischen oder magnetischen Feldes auf- 
gefosst und durch Construction der magnetischen Kraftlinien und 
NiTeauftächen untersucht werden kann. 

Für einen geradlinigen Strom stellt das Experiment ohne weiteres 
fest, dass die Kraftlinien concentrische Kreise sind, deren Mittel- 
punkte in dem Stromleiter liegen. Die Kraft ist demnach in jedem 
Punkte zu der Ebene normal, die durch den betreffenden Punkt und 
den Strom geht und sie ist nach der linken Seite des Amp^re'schen 
Beobachters gerichtet. Die Niveauflächen sind stets zu den Kraft- 
linien normal; daher sind die aufeinander folgenden Niveauflächen 
um einen geradlinigen Strom Ebenen, die durch den Stromleiter 
gehen und mit einander gleiche Winkel ein schliessen. Sind die 
Stromleiter anders geformt, dann laufen die Kraftlinien um jeden 
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Theil des Stromes als geschlossene Curren 
sind dazu wieder normal'). 

Dieselbeu magnetiscboii Kraftlinien, die einen geradlinigen Strom 
umkreisen, erhält man für ein magnetisches Blatt von der Form einer 
einseitig begrenzten Ebene, deren Grenzlinie mit di-m Stromleiter xa- 
sammenfällt. Auch bei einem solchen magnetischen Blatte umkreisen 
die Kraftlinien die Begrenzungsgerade. 

Schlieast man den Leitungsdraht, der den elektrisch dn Strom 
führt, zu einem Kreise, so wirken die einzelnen Leiterstäcke anf jeden 
Punkt des Feldes und die resultierende Kraft gibt die Richtung der 
Kraftlinie in dem betreffenden Punkte; und dieselbe Form wie die 
Kraftlinien im Felde des Stromes zeigen jene eines magnetischen 
Blattes, dessen Begrenzungslinie mit dem Leiterkreise übereinstiouut. 
Die nordmn^etische Seite des Blattes entsjjricht derjenigen, welche 
vom Strome im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umkreist wird. 

In Fig. 79 sind der Verlauf der Kraftlinien (punktiert) und die 
Schnitte der Niveauflüchen (voll ausgezogen) im Felde eines Kreis- 
stromes dargestellt. Die ganze Raumfigur kann gewonnen worden, 
wenn man die ebene Figur um die verticale Kraftlinie als Syininetrie- 
M achse rotiert denkt*). 

^H Der Uhen'instiminung des Kraftlinien Verlaufes im Felde entspricht 

^H auch die Gleichheit der Wirkungen eines Kreisstromes und eines kreis- 

^M formig begrenzten magnetischen Blattes. Der Nachweis lä^t sich 

^■^ leicht mittelst der schwimmenden Batterie von de la Rive liefern; 




1) Siehs Maiwell, Uhrh. ä. El- H- T.ifel XIX u. a, Werl 

2) Aüfl Walleutin» „Moderner Elektrit-itJlUlehre" S. 303. 
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Zinkplattc und eine KupferplattB werden parallel zu einander in 
1 grossen Korke befestigt, und ihre oberen Enden mit einem 
gförmig gewickelten Kupferdrahte verbunden. Beide Platten tauchen 
Terdiinnte Schwefelsäure, auf welcher die ganze Zusnm mens teil nng 
irimmt. Wird dem Drahtringe ein Pol eines Stabmagnetea ge- 
lert, Bo wird jener augezogen oder abgestosaen, je nachdem es ein 
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!d- oder ein Südpol ist. Der schwimmende Sehliessungsbogen 
lält sich wie ein Magnet, dessen Nordseite von der Stromrichtuug 
entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umflossen wird. — 
Der Verlauf der Kraftlinien und Niveauflachen im elektromagne- 
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Stromelement mit der Stromriclitiing einsclilieBst iiud dl die Liiiigt> 
lea Stromeiementes bezeichnet. Die Richtuiig der Kraft wird durch 
lie Ampere' sehe Schwimmerregel oder die Rechtehandregel bestimmt. 
Die Ableitung von F aus /' mag als Aufgabe bebandelt werden, 
lau findet dabei h^2k'. 

Aus dem Elementargesetz für f kann man schliessen, da&s ein 
Stromelement dl in zwei Componenten, nämlich in dl' ^ dl ■ siu a 
normal zu r, und in dl" ^ dl ■ cos a längs r zerlegt werden kann, 
und dass beide Componenten zusammen dieselbe Wirkimg ausüben, 
als das Stromelement dl allein; denn die Wirkung von dl' ist nach 
dem Elementargesetze seibat jener von dl gleich, und die Wirkung 
des in der Verbindungsgeraden r liegenden Elementes dl ist gleich 
Null. Die Richtigkeit dieser Schlussfolgening lässt sich durch fol- 
genden Versuch nachweisen: Man luhrt einen Strom geradlinig nach 
aufwärts und unmittelbar daneben denselben Strom in vielen kleinen 
Krümmungen nach abwärts; wirken beide Stromtheilo auf eine Magnet- 
nadel, 80 wird diese nicht abgelenkt. Die beiden Wirkungen sind 
also gleich gross und entgegengesetzt gerichtet. 

125. Hechanisclie Deatnug der elektromagnetischen Kräfte. 
Wir wollen das Gesetz von Biot-Savart aua der Drehung der Faratlay- 
Bchen Kraftlinien, welche mit der elektrischen Strömung verbunden 
ist, ableiten^). 

Die Wirkung eines elektrischen Stromes lässt sich auch durch 
entsprechend schnelle Bewegung eines elektrostatisch geladenen Con- 
ductors erzielen. Wir nehmen deshalb einen kleinen, mit der Elek- 
tricitätsmenge Q geladenen Kugelconductor an 
und ermitteln die Änderung in einem Ranm- 
elemente des Kraftfeldes, wenn Q mit der Ge- 
schwindigkeit f längs der kleinen Wegstrecke 
vdt fortbewegt wird (Fig. 81). Ist die Ladung 
Q im Anfangspunkte der Bewegung, so wirkt 
die elektrische Kraft i"" im Punkte Ä des Feldes 
in der Richtung Q'A. Ist Q in Q" angelangt, 
so wirkt die Kraft F" in der Richtung Q"A. Während der Be- 
wegung von Q bat also die Kraftrichtung eine Drehung erfahren, 
und zwar mit einer zu F" normalen Componente F; diese Kraft- 
componente auf die elektrische Masseneinheit in A ist 



Flg. 81. 




= F"- sin da = -^ 



da. 



l'lJm das Drehungsmoment zu ermitteln, benutzen wir die Arbeit der 
Drehung. In Bezug auf die Masseneiuheit in A ist die überhaupt 

) Siebe laeincQ Vortrag über Baumeucrgie, Abhdig. i], Naturf.-GeselUcli, 
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magneti seilen KmftliDien stattfinde. Damit wären wir Ruf 

ihatiunga weise geführt, die in neuester Zeit sehr wirksam von 

. vertreten wird'). 

Aus dem Zwangszustande im elektromagnetischen Felde, insbeson 

i ans dem Drucke normal zu den magnetischen Kraftlinien, der 

die Fliehkraft einer Rotationsbewegung leicht erklärt wird, 

i sich auch die Wirkungsweise eines Magnetpolen auf ein Strom- 

klst m (Fig. 82) eine positive oder nord magnetische Masse und 
Isolde derselben s ein Stromelement, in welchem ein Htrom normal 
ft- Zeichnungsebene von oben nach nuten Hiesst, dann verlaufen die 
1 von m in radialer Richtung und zwar j,, ^^ 

^end von s von links nach rechts, und 

tromelementes in der Richtung der Be- -— -, 'C^ 

frfles Uhrzeigers. Aus der Figur ergibt V^ ' \^ 

sittelbar, dass auf der oberen Seite von >--^ 

rstärkuug und auf der unteren Seite eine 

Wng der magnetischen Kraft des Feldes und somit auch des 
i nach unten und umgekehrt wirkenden Druckes im Medium 
V es musB demnach das Bestreben zur Geltung kommen, dass 
1 oben nach unten zu bewegen sucht. Ist m beweglich, so 
I sich in der Richtung der Kraftlinien des Stromelementes zu- 
ist von nnten nach oben entfernen. Diese Bewegungarichtungen 
i mit der Ämpere'schen Schwimmerregel vollkommen überein. 
Dieselbe wird in einfacher Weise auch durch die Fleming'sche 
tteifinger- oder Linkehandregel angegeben: Halten wir den 
der linken Hand in der Richtung der Kraftlinien des 
jnetfeldes, den Mittelfinger in der Stromrichtung, so wird der 
iromleiter in der Richtung des normal zu beiden Fingern gehaltenen 
hnmcns derselben Hand quer zur Kraftlinienrichtung vorwärts bewegt. 

' 120. Potential eines elektrlsohen Stromes, a) Das Potential 
ffies unbegrenzten geradlinigen Stromes kann man leicht ans der 
iagnetischeu Kraft des Stromes bestimmen. Es ergibt sich aus der 
krbeit, welche geleistet wird, wenn die magnetische Masseneinheit 
eine sehr kleine Wegstrecke in tler Richtung einer Kraftlinie 
kewegt wird. 

Ist ein geradliniger Strom mit der Stärke i gegeben, und befindet 
I einer normalen Entfemimg r die magnetische Masseneinheit, 
I ist die Kraft 



I) e. Ebert, Magnetische Kraftfelder. Biirth 189ü. 

8) Siebe meine Schrift über d. Knergieprincip i. d. El. 
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Theil des Stromes als geschlossene Curven uud die Niveau^chen 
sind dazu wieder normal'). 

Dieselben magnetiscben Kraftlinien, die einen geradlinigen Strom 
umkreisen, erhält man für ein magnetisches Blatt von der Form einer 
einseitig begrenzten Ebene, deren Grenzlinie mit dem Stromleiter m- 
sammenrällt. Auch bei einem solchen magnetischen Blatte umkreisen 
die Kraftlinien die Begrenzung^erade. 

Schliesst man den Leitungsdraht, der den elektrischen Strom 
führt, zu einem Kreise, so wirken die einzelnen Leiterstacke aof jeden 
Punkt des Feldes und die resultierende Kraft gibt die Richtung der 
Kraftlinie in dem betreffenden Punkte; und dieselbe Form wie die 
Kraftlinien im Felde des Stromes zeigen jene eines ma^eti sehen 
Blattes, dessen Begrenzungslinie mit dem Leiterkreise übereinstimmt. 
Die nordmagnetische Seite des Blattes entspricht derjenigen, welche 
vom Strome im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umkreist wird. 

In Fig. 79 sind der Verlauf der Kraftlinien (punktiert) und die 
Schnitte der Niveauflächen (voll ausgezogen) im Felde eines Ereis- 
stromes dargestellt. Die ganze Ilaumfigur kann gewonnen werden, 
wenn man die ebene Figur um die verticale Kraftlinie als Symmetrie- 
achse rotiert denkt'). 




Der Übereinstimmung des Kraftlinienverlaufes im Felde entspricht 
auch die Gleichheit der Wirkungen eines Kreisstromes und eines kreis- 
förmig begrenzten magnetischen Blattes. Der Nachweis ISsst sich 
leicht mittelst der schwimmenden Batterie von de la Rive liefern. 



1} Siehe Maxwell, I.ohrli. H. El. 11. Tafel XIX ii. ; 
2) Aus Walleutins „Moderner Elektrititilt^lebrc" 
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Eine Zinkplatte und eine Kupf'erplatte werden parallel zu einander in 
einem grossen Korke befestigt, tind ihre oberen Enden mit einem 
ringiormig gewickelten Kupferdrahte verbunden. Beide Platten tauchen 
in verdünnte Schwefelsaure, auf welcher die ganze Zusammenstellung 
schwinunt. Wird dem Drahtringe ein Pol eines Stabmagnetes ge- 
nähert, so wird jener angezogen oder abgestossen, je nachdem es ein 
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Nord- oder ein Südpol ist. Der schwimmende Schliesaungsbogen 
verhält sich wie ein Magnet, dessen Nordseite von der Stromrichtung 
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umflossen wird. ^- 

Der Verlauf der Kraftlinien und Niveanflilchen im elektromague- 
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tischen Felde wird complicierter, wenn dieses von mehr als eineni 
Btrome hervoi^erufen wird. Fig. 80 gibt ein Bild für den Fall, wenn 
zwei zu einander parallele Kreisströme vorhanden sind'), 

§ 124. Biot-Savarts Gesetz (1820). a) Die Wirkung eines ge- 
radlinigen, unendlichen Stromes auf einen Magnetpol et^ibt sich au 
einem sehr einfachen Ventuche; Bringt man eine Magnetnadel in eine 
zur IncUnationsnadel normale Ebene nnd führt in der Richtung ihrer 
Achse, also in der Richtung der Inelinationsnndel einen Strom an der 
Nadel vorüber, so bleibt die Nadel in jeder Lage im Gleichgewichte. 
Durch den Widerstand der Achse wird die magnetische Wirkung der 
Erde aufgehoben. Ans dem Verhalten der Nadel gegenüber dem 
Strome folgt daher, daas die Drehungsmomente der auf die Pole wir- 
kenden Kräfte einander gleich sein müssen. Sind die in den Polen 
vereint zu denkenden magnetischen Massen (+ »*) »nd ( — tii), die 
Kräfte des magnetischen Feldes auf die magnetischen Masseneinheiten 
beziehungsweise F^ und F^ und die Eutfemungen der Pole von der 
Achse r, und r^, so gilt, da die Kräfte zu den Entfernungen normo] 
wirken, die Gleichung 

F^wrt — F^mr^ = 
oder 

FjT, = F^r^ = ciHist. 
Daraus folgt 

F = 
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Die Gleichung lehrt, daes die Kraft eines luiendlichen geraden Stromes 
normal zu seiner Richtung wirkt und der Entfernung des magnetischen 
Maaaenpunktes vom Stromleiter umgekehrt proportional ist. Ausser- 
dem ist die Kraft noch der Strom Intensität i und der magnetischen 
Masse m proportional. Durch Einführung dieser beiden Grössen j 
den voretehenden Wert fiir F erhalt man 



rossen ,J|^J 
berecM^^^ 



In dieser Form wurde das Gesetz von Biot und Savart au) 
experimenteller Untersuchungen aufgestellt. 

Der Wert für F kann auch unter der Voraussetzung bere 
werden, dass sich die Wirkung des ganzen Stromes zusammensebst 
aus der Wirkung der einzelnen Stromelemente, und wenn man für 
die Wirkung jedes einzelnen Elementes auf den Magnetpol folgen^ 
Elementargesetz gelten lässt: 

wobei a den Winke! angibt, den die Entforaung r zwischen I 
11 AuH Wiilleutin« „Moderner F.Iektridtatnlehre" 8. 300. 
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Stromelement mit der Stromrichtung einachliesst und dl die Länge 
des Strom ei ementes bezeichnet. Die Richtung der Kraft wird durch 
die Ampere'seho Schwimmerregel oder die Rechtehandregel bestimmt. 

Die Ableitung von F aus /' mag als Aufgabe behandelt werden. 
Man findet dabei h = 2k'. 

Aus dem Elementargeaetz für f kann man scfaliessen, da^ ein 
Stromelement dl in zwei Componenten, nämlich in dl' = dl • am a 
normal zu r, und in dl" ^ dl • cos et längs r zerlegt werden kann, 
imd dftsa beide Componenten zusammen dieselbe Wirkung ausüben, 
als das Stromelement dl allein; denn die Wirkung von dV ist nach 
dem Elementargesetze selbst jener von dl gleich, und die Wirkung 
des in der Verbindungsgeraden r liegendun Elementes dl ist gleich 
Null. Die Richtigkeit dieser Schlussfolgerung lasst sich durch fol- 
genden Versuch nachweisen: Man führt einen Strom geradlinig nach 
aufwärts und urunittelbar daneben denselben Strom in vielen kleinen 
Krümmungen nach abwärts; wirken beide Stromtheile auf eine Magnet- 
nadel, 90 wird diese nicht abgelenkt. Die beiden Wirkungen sind 
also gleich gross und entgegengesetzt gerichtet. 

§ 125. MeohaiiiBClie Deatang der elektromagnetischen Kräfte, 
Wir wollen das Gesetz von Biot-Savart aus der Drehung der Faraday- 
schen Kraftlinien, welche mit der elektrischen Strömung verbunden 
ist, ableiten*). 

Die Wirlanig eines elektrischen Stromes lässt sich auch durch 
entsprechend schnelle Bewegung eines elektroa tatisch geladenen Con- 
ductors erzielen. Wir nehmen deshalb einen kleinen, mit der Elek- 
tricitätsmenge Q geladenen Kugele onductor an 
und ermitteln die Andeniug in einem Raum- ' p- 

elemente des Kraftfeldes, wenn Q mit der Ge- 
schwindigkeit V längs der kleinen Wegstrecke 
vdt fortbewegt wird (Fig. 81). Ist die Ladung 
Q im Anfangspunkte der Bewegung, so wirkt 
die elektrische Kraft F' im Punkte Ä des Feldes 
in der Richtung Q'A. Ist Q in Q" angelangt, 
so wirkt die Kraft F" in der Richtung Q"A. Während 
wegung von Q hat also die Kmftrichtuug eine Drehung erfahren, 
und zwar mit einer zu F' normalen Componente F; diese Kräfte 
componente auf die elektrische Masseneinheit in A ist 

F==F"-sinda^jida. 

Um das Drehungsmoment zu ermitteln, benutzen wir die Arbeit der 
Drehung. In Bezug auf die Masseneinheit in A ist die überhaupt 

, NEitnrI.-GeBellach, 
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belastete Arbeit dii'selbc, wie wenn A mit der Gt-Sfliwiinligkeit (-~ v] 
um die Strecke ( — v-dt) bewegt würde und Q in Ruhe bliebe; den» 
die Lagen bezi eh un gen zwischen A und Q »lud jedesmal dieaelben. 
Bei dieser Bewegung von A leistet die mittlere Drehkraft — F die 
Arbeit 

,}W= l Fswttvät^ -%.- sinn du- i>dt. 



Ptiivins wird das Drehungsmoment 



■dt. 



L 



,1« iE' 
Dasselbe Resultat liefert die Betrachtung der auch auf (^' und Q' 
wirkenden Kräfte F' und F'. Die in A und Q" nach entgegen 
gesetzten Richtungen wirkenden Kräfte F geben ein Drehpaar mit 
demselben Drehungsmoment. 

Setzt man fiir (^ ■ rdt = ^: ■ < ■ dl, wobei i die Stromstärke und 
dl ein Läugeuelement des Leitungsdrahtes des elektrischen Stroi 
sind, so erhält man die Form 

welche auch das Biot-Savart'sche Gesetz darstellt. Dieses Gesetz 
Mtinimt eine zur Ebene (j4u) normale, nach der Ampere 'sehen Schwimi 
regel wirkende magnetische Kraft. Eine solche zur Zeichnungsfli 
normale Kraft folgt aber aus den in der Figur angegebeneu Kräften 
keineswegs. Wir können uns aber einen mechanischen Vorgang in 
A versiunlichen, der eine solche Kraft zu entwickeln vermöchte. 
Wäre nämlich iu A ein rotierender Kreisel, dessen Achse erst die 
Richtung F' hätte und dann nach F" gedreht wQrde, so hätte der- 
selbe zwei Drehungen gleichzeitig zu voilftthren, nämlich eine um die 
Achse F' und die zweite um die iu A auf der Zeicbnunge&äche nor- 
male Achse. 

Bei der Zusammensetzung beider Drehungen sucht die Aciae F" 
sich der anderen zu nähern und strebt somit, aus der Zeichnungs- 
ebene herauszutreten. Der Kreisel würde also einen Druck in der 
Ilichtiing der magnetischen Kraft erzeugeu. Einen ebensolchen Druck 
mUssten auch die Äthertheilchen im Krafttelde ausüben^ wenn sie eine 
rotierende Bewegung um die elektrischen Kraftlinien vollführten. Die 
Annahme solcher cyklischen Bewegungen entspricht der Hypothese 
der molecularen Wirbel nach § T2b und steht demnach auch mit 
den betreffenden Sätzen der Wärmetheorie (§ 82 b und § S3d) im 
Einklänge. 

Verschwindet der elektrische Zustand im Felde und bleibt nur 
der magnetische bestehen, so könnte a\in Gründen der Symmetrie 
angenommen werden, dass die cyklische Ätherbewegung weiterbin uar 
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um die magnetischen Kraftlinien stattHiicle. Diimit wäi-en wir auf 
die Anschauungsweise geftthrt, die in neuester Zeit sehr wirksam von 
H. Ebert u. a. vertreten wird'). 

Aus dem Zwangazustande im elektromagnetischen Felde, insbeson 
dere aus dem Drucke normal zu den magnetischen Kraftlinien, der 
durch die Fliehkraft einer Rotationsbewegung leicht erklärt winl, 
ergibt sich auch die Wirkungsweise eines Magnctpolea auf ein Strom- 
element*). 

Ist m (Fig. 82) eine positive oder nordmagnetische Müsse und 
im Felde derselben s ein Stromelement, in welchem ein Strom normal 
zur Zeichnungsebene von oben nach unten fliesst, dann verlaufen die 
Kraftlinien von »t in radialer Richtung und zwar y, ^^ 

in der Gegend von s von links nach rechts, und ► 

die des Stromelementea in der Richtung der Be- 
wegung des Uhrzeigers. Aue der Figur ergibt 
sich unmittelbar, dass auf der oberen Seite von 
s eine Verstärkung und auf der unteren Seite eine 

Schwächung der magnetischen Kraft des Feldes und somit auch des 
Ton oben nach imten und umgekehrt wirkenden Druckes im Medium 
eintritt; es muss demnach das Bestreben zur Geltung kommen, duss 
aich s von oben nach unten zu bewegen sucht. Ist m beweglich, au 
wird es sich in der Richtnng der Kraftlinien des Stro meiern entes zu- 
nächst von unten nach oben entfernen. Diese Bewegungsrichtungen 
stimmen mit der Amp^re'schen Schwimmenegel vollkommen «herein. 

Dieselbe wird in einfacher Weise auch durch die Flemiug'sche 
Dreifinger- oder Linkehandregel angegeben: Halten wir den 
Zeigefinger der linken Hand in der Richtung der Kraftlinien des 
Magnetfeldes, den Mittelfinger in der Stromrichtung, ao wird der 
Stromleiter in der Richtung des normal zu beiden Fingern gehaltenen 
Daumens derselben Hand tjuer zur Kraftlinienrichtung vorwärts bewegt. 

§ 12ö. Potential eines elektrlBchen Stromes, a) Da» Potential 
eines unbegrenzten geradlinigen Stromes kann man leicht aus der 
magnetischen Kraft des Stromes bestimmen. Es ergibt sich aus der 
Arbeit, welche geleistet wird, wenn die magnetische Masseneinheit 
um eine sehr kleine Wegstrecke in der Richtung einer Kraftlinie 
bewegt wird. 

Ist ein geradliniger Strom mit der Stärke i gegeben, und befindet 
aich in einer normalen Entfernung r die magnetische Masseneinheit, 
8o ist die Kraft 



1) H. Ebert, Magnetische KrafWelder. Barth I8'j(!, 

2) Siehe meine Schrift aber d. Enerfrieprincip i. d, El. 
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Ü^wii^ hi«'}j cli^r xiaifrTietiiKht' Masse im Sinne der Ampere^schen 
NiiiWfifixiif^ri^d durch Drehnng um den Winkel da längs des sehr 
kUnoMM W«?|f<Ä r ' (/a, «o ist die Arbeit 

dV = — ' r ' da = k • i ' da 

r 

uud dui» i^/U;fjtiid 

K=i- ia + Fo. 

i^ur^'h <^ und K^ ist der Potentialwert eindeutig bestimmt; die Lage 
4a'm mu^indim'htfu Pole» kann ihn aber allein nicht bestimmen^ weil 
tii*'h*'lU*i I>a^<; HUitn wieder erreicht wird, wenn der Pol eine üm- 
tiainmif um den Stromleiter gemacht, wenn sich also a um 2x ge- 
kmU-ri hui, Dan i^otential wächst bei jeder Umdrehung um die 
ArU**ii ki ' 2n. 

U) Kh Holl nun der gewonnene Potentialwert dazu benützt werden, 
nm düH Poi4*ntial eines beliebig gestalteten Stromes mit dem Potential 
ifiiM'M iriti^rHitiHchen Blattes zu ver- pi^ ^ 

^WiAwn, Wir bctruchten zunächst ^^^^ 

/,wi<i unlM^^ronziü, zur Zeichnungs- 
llll(*lii« tHirmaln Htromgcrnden I und 
// vciii ^Inioh grosser aber entgegen- 
^ttni*i/.i ^fM'irliiotor Stromstärke i 
und dic^ nuigiu'tische Masse in m 

Wird das Nullpotential in der Verbindungslinie // / angenommen, 
Hw iüt das Potential beider Strome in m 

V = v*,«, + y\\ - {kia^ + Ko) = Ä-.(«i - «2) 
oder 

Wonn wir den Winkel ß durch den körperlichen Winkel o aus- 
drücken, nntor wolohem die Flache III von im aus erscheint, so 
müsson wir die KUoho dos sphärischen Zweieckes berechnen, das aus 
cMuor Kui!t'I um in mit dem Halbmesser Eins von den Ebenen (ml) 
und \^m}i\ sinsisyoscimitton wini: hioEu hat man 

dumit x^in) 

,S — '*' und r ^'---^ ^ i • » • 61 . 

Ortx Poli^^)<i«l i>l äIno dow köi-jvrliohon Winkel «, unter welchem die 
ri-M^ho } }} ^\K\yA\o\\ x\cx\ StiMWci^rftden von m aas eredieinl, pro- 
p,Mh.NuMl lVu»N^Uvr. \\ luVol i>i Äuo)i »i«i^ IVwsntial eines magnetischen 
iU'«u,^. ,iMx \,Nn ,Kr. fvr-.-Ädov. 2 Vi Iv^T^r*?? wird, propoitional; das 
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wenu <I> die Miignetisierungastärke des Blattes angibt. Beide Poten- 
tiiilwerte sind einander gleich, wenn 

o-^h-i, 

Biso wenn die Blattstarke der Stromstärke proportional ist. Der 
Nordseite entspricht die Stromrichtung im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers. 

Wenn die Stromleiter I und II sehr lang sind, so können wir, 
ohne ihre Wirkung zu stören, ihre Enden mit einander verbinden 
und den elektrischen Strom das entstandene Rechteck umfliesaen 
lassen. Die Wirknng dieses Strom rech teckes wird der Wirkung eines 
gleichgeformten magnetischen Blattes gleich sein. 

c) Nun nehmen wir zwei lang gestreckte Rechtecke an, die ein- 
ander durchkreuzen (Fig. 84). Die Fläche / werde von einem elek- 
trischen Strome im Sinne der ühraeigerbewegimg umflossen, die 
Fläche //von einem gleich starken 
Strom im entgegengesetzten Sinne. 
Beide Rechtecke können nun durch 
gleich grosse magnetische Blatter 
ersetzt werden, von denen / die 
sildmagnetische und // die nord- 
magnetische Seite nach aufwärts 
kehrt. Sowohl die Strom Wir- 
kungen, als auch die Wirkungen 
der Bluttmagnete la.sseii sich nun 
auch dadurch her^'orb ringen, das» 
man den gemeinschaftlichen Theil 
der grossen Rechtecke, in welchem 
sich die magnetischen Wirkungen 
aufheben, hinweg nimmt und 
lediglich die frei liegenden Theile, 
nämlich die kleinen Rechtecke 
/', /", //', //" wirken lässt. 

Jedes dieser Rechtecke wird von einem Strome umflossen, und jedem 
Strome entspricht ein von ihm begrenztes magnetisches Blatt. 

Die Äquivalenz einea elektrischen Stromes und eines magnetischen 
Blattes gilt demnach auch filr langgestreckte Rechtecke, die ein Knde 
in unmittelbarer Nähe haben. Mit Hilfe derselben kann man leicht 
auf ein engbegrenztes Rechteck, auf ein Elementarrechteck, Übergehen, 
wenn man ein unendliches, einseitig begrenztes Rechteck (Fig. 85) 
zum Theile von zwei gleich starken und entgegengesetzt gerichteten 
Strömen durchflössen denkt. Da, wo beide Ströme fliessen, heben 
sie sich auf, und es bleibt nur die Wirkung des linken Theiles, des 
allseitig begrenzten Rechteckes öbrig. — Bei der Ausführung des 
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betreffenden Versuches müssen zwei Stromleiter einander sehr nahe 
in die entsprechenden Lagen gebracht werden. — Den elektrischen 
Strömen entsprechen genau von ihnen eingeschlossene, übereinander 
liegende Blattmagnete, deren ^^ g^ 




Wirkungen sich ebenfalls so 
aufheben, dass nur die Wir- 
kung des übergreifenden Theiles 
von dem grösseren Blatte übrig 
bleibt. Das bezeichnete kleine, ^ 

vom Strom umkreiste Rechteck äussert daher dieselbe Wirkung, ob 
es von einem elektrischen Strome umflossen wird, oder ob es ein 
magnetisches Blatt von entsprechender Stärke ist. 

Durch Übergang vom Rechteck auf ein Dreieck und von diesem 
auf beliebige andere geradlinige oder krummlinige Figuren, die in 
Elementarrechtecke oder -Dreiecke zerlegt werden können, kann man 
ganz allgemein den Satz nachweisen: Das Potential eines geschlossenen 
Stromes von beliebiger Form auf einen Punkt ist gleich dem Potential 
eines magnetischen Blattes, dessen Grenzlinie mit dem Stromleiter 
zusammenfällt, auf denselben Pimkt. 

§ 127. Elektromagnetische Einheiten. Die übereinstimmende Wir- 
kung eines elektrischen Stromkreises mit einem vom Stromleiter be- 
grenzten magnetischen Blatte wird dazu benützt, um die elektrischen 
und magnetischen Wirkungen nach einheitlichem Masse zu messen. 
Man nennt die betreffenden Einheiten elektromagnetische Ein- 
heiten. 

Auf die Einheit für die Stromstärke wird man durch die Gleich- 
heit der Potentiale für einen Strom und ein entsprechendes magne- 
tisches Blatt geführt; nach dem Vorhergehenden ist 

V = ;- Je ' i ' (0 = (Pg), 



also 

1 



o 



Je . i = o. 



Setzt man hierin die Constante k = 2, so wird 

/ = ; 

Stromintensität und Magnetisierungsstärke werden durch dieselbe Zahl 
ausgedrückt. Der Messung liegt als elektromagnetische Strom- 
einheit diejenige zugrunde, welche der Magnetisierungsstärke 1 gleich- 
kommt. Mit Bezug auf das Potential V= Oa = i - co, in welchem 
man jeden Factor «= 1 annehmen kann, erhält man die Definition: 
Ein Strom besitzt im elektromagnetischen Masse die Stärke Eins, 
wenn er auf einer Kugel vom Halbmesser Eins die Fläche Eins um- 
fliesst und dieselbe Wirkung äussert, wie eine von ihm umschlossene 
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H liiiigiietiscli» Schale uit der Maguetisiuningsstilrke Kins, oder wie ein 
H tiuri:h die StromseMeife hindiircligestecktur Magnet vom Moineute 
H Eins. — Aus der Krall eines unbegrenzt geradlinigen Stromoe 

I :; 
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welche »i = 1, r = 1, k = '2, erhält man i = 1, wenn 2''= 2, 
d. h. ein Strom hat im elektromagnetiBchen Masse die Stärke Eins, 
wenn er einen geraden, sehr langen Leiter durchfliessend, in der Eut- 
femuDg Eins die magnetische Kraft 2 zu äussern imstande ist. — 
Eine dem Galvanometer angepasste Definition wird nachstehend an- 
g^eben werden. 

Einheit der ElektricitUtsmenge ist diejenige Menge, welche 
in einem Einheitsstrome in einer Secnnde fortbewegt wird, Einheit 
der elektromotorischen Kraft oder des Potentials ist die 
Arbeitseinheit, welche verbraucht wird, um eine Einheit positiver 
Elektncität der elektrischen Kraft entgegen fortzubewegen. Die Ein- 
heit des Widerstandes ist, dem Ohm'schen Gesetze gemäss, der- 
jenige Widerstand, der erforderlich ist, damit die Einheit der elektro- 
motorischen Kraft die Einheit der Stromstärke hervorbringe. Die 
Dimensionen der elektromagnetischen Einheiten sind: 
Dim. i = Feldintenaität (Kraft dividiert durch Polatärke) ■ Länge 

Dim. y = Stromintensität ■ Zeit =^ M'^L'', 
0\m.E=V= Arbeit : Elektrieitätsmenge = M"'V'=T'-\ 
Dim. R = Dim. E/i'^ L- T-\ 
Dim. C= Dim. Q/r= L-' ■ T^. 
Die Dimensionen stimmen nicht mit jenen nach dem elektrostatischen 
Masse überein; es ist z. B. 

elektroatatiselie Dim. E ^ elektromagnetische Dim. £/Zi ■ T"', 
„ Dim. i = „ Dim. iL- T~\ 

Dim. ß= „ n\m.UIVT-\ 

Die Dimensionen unterscheiden sich durch die Dimension einer Ge- 
schwindigkeit i; = Z. ■ 2""'; die Grösse derselben wurde zu 3 ■ 10'" 
bestimmt. Die angegebenen „absoluten" Einheiten würden bei 
praktischer Anwendung theils zu grosse, theils zu kleine Zahlen er- 
geben, deshalb hat mau sie durch folgende praktische Einheiten 
ersetzt : 

1 Volt "^ \0* absolute Einheiten der elektromotorischen Kraft, 

1 Ohm = 10^ absolute Einheiten des Widerstandes, 

1 Ampere = 1Ü~^ absolute Einheiten der Stromstärke, 

l Coulomb = 10 ' absolute Einheiten der Elektrieitätsmenge, 

1 Faradn 10"^ absolute Einheiten der C'apacität, 
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Man kann diis praktische System als ein System von Kinbeiten he- 
tractiten, welche nicht aus den Grundeinheiten cm, g, aec abgeleitet 
sind, sondern den Erdmeridianquadranten = 10' cm, 10~" g und 

1 sec als Grundmasse enthalten. 

§ 128. Tangenten- nnd Slnusbussole (Pouillet 1837). a) Die 
Tangentenbussole hat den Zweck, Stromintensitäten zu messen. Sie 
besteht aus einem oder mehreren Kreisströmen, die im magnetischen 
Meridiane aufgestellt sind, und aus einer kleinen Magnetnadel, deren 
Mittelpunkt in der Achse des Stromkreises gelegen ist. Sei (Fig. 86) 
X ein Stromkreis und in der Ent- 
fernung X von demselben in ni 
die kleine Magnetnadel, deren 
magnetische Massen 4: m in den 
Polen vereint gedairht werden 
sollen, M gibt die Richtung der 
Horizontalcomponente des Erd- 
magnetismus und F die Richtung 
der Kraft, mit welcher der Strom auf einen magnetischen Pol wirkt 
Die Nadel wird aus dem magnetischen Meridiane um den -^ tp ab- 
gelenkt, bis die Drehungsmomente der wirkenden Kräfte einander 
gleich sind. Aus der Bedingung des Gleichgewichtszustandes lässt 
sich die Strominteusität i berechnen. 

Die betreffende Bedingungsgleichung ergibt sich ganz allgeniein 
aus der Summe der Wirkungen der einzelnen Stromelemente von « 
auf die magnetischen Massen der Pole nach dem in § 124 und § 125 
angegebenen Gesetze. Zur Vereinfachung nehmen wir die magneti- 
schen Massen ia in der Centrallinie im Abstände x von x an. Die 
Wirkung des Stromkreises x auf m ist der Einwirkung eines magne- 
tischen Blattes von der Grösse x und der Stärke i gleichwertig. Das 
Potential des Blattes im Polpunkte m, von wo aus der Kreis x unter 
dem körperlichen Gesichtswinkel ra erscheint, ist 




Die Grösse a lässt sich als Calotte einer um »t geschlagenen Kugel 
vom Halbmesser Eins bestimmen. Die zugehörige Pfeilhöhe ist aae 
zwei ähnlichen rechtwinkligen Dreiecken leicht auffindbar; sie ist 
(1 — — ], wobei (i =^ yit- -\- x* ■ Daher wird ^^ 



= 2;, I- 



und I'^ 1 



K'-i)- 



Die auf die magnetische Masseneiuheit in m wirkende Kraft f 
ergibt sieb aus der Arbeit dV bei der Bewegung der magnetischen 
Masse um die verschwindend kleine Strecke dx. 



i 
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Es ist 



av 

da ' 



= 2n- 



Mit dieser Kraft wirkt ein Kreisstrom auf die ma^etische MasRcn- 
einheit in m \ aind « Kreiswindungen vorhanden , deren Länge 
L = 2o«-n ist so wird der Ausdruck für die KrsFt 



F = 



Derselbe Wert folgt auch direct aus Biot-Savarts Gesetz. 

Wenn die Nadel nur eine kleine Dimension hat, so kann man 
nähenings weise annehmen, dass sich dieselbe in einem homogenen 
Felde befindet und dass auf jede magnetische Masseneinheit eine Kraft 
von derselben Stärke wirkt. Die Richtung der Ki-äfte ist bei den 
beiden Polen entgegengesetzt. Auf der positiven Seite des Stromes, 
um welche der Strom im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers 
kreist, wird der Nordpol der Magnetnadel abgeatosaen, der Südpol 
dagegen angezogen und die Nadel erhält einen Ausschlag aus dem 
magnetischen Meridian um den Winkel tp. Im Gleichgewichtszustande 
müssen die Drehungsmomente der Kriifte H und F einander gleich 
sein; daher gilt die Gleichung 

niF ■ l- cos ^ ^ m ■ S-l sin ip, 
woraus nach Substitution für F folgt 

ML /mV . 

Die Stromstärke »' ist der trigonometrischen Tangente des Aua- 
schlagswinkels der Nadel proportional und daher hat der Apparat 
auch seinen Namen. 

Befindet sich die Nadel in der Mitte dea Kreises x, dann wird 
noch M ^ fl und der Ausdruck für i vereinfacht sich. 

Man erhält in diesem Falle für die Kraft 



Die Stromstärke i erscheint hier im elektromagnetischen Masse aus- 
gedrückt; aie wird gleich F, wenn Z, = 1 und o ^ 1, d. h. die ab- 
solute Einheit der Stromstärke im elektromagnetischen Mas.se 
besitzt jener Strom, der beim Durchfiiessen eines Drahtes von 1 cm 
Länge, der einen Bogen eines Kreises von I em lUdius bildet, auf 
einen Magnetpol von der Stärke Eins im Mittelpunkte dea Kreises 
die Kraft Eins ausübt. 
Die Stromstärke i.st 

II L , 
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um dieselbe in iibsoluten Einheiten des elektromagnetiscLen Mass- 
aystemes zu erhalten, muss auch die Horizontalcomponente // des 
Erdmagnetiamus und der „Reductionsfactor" der Biiseok- in aU- 
sohlten Einheiten (ein, g, sec) gemessen werden. 

Die Ableitung des Wertes för die Stromstärke setzt ein homogenes 
magnetisches Feld in der Gegend der Magnetnadel voraus; diese Be- 
dingung wird noch genauer erfüllt, wenn zwei Rahmen zu beiden 
Seiten der Nadel angewendet werden, welche zu einander parallel 
sind und in einem Abstände sich befinden, der dem gemeinschaftlichen 
Halbmesser gleichkommt. Für eine solche Bussole, die von Heimholt]! 
construiert wurde, ist die angegebene Proportionalität zwischen / und 
tg9 strenge richtig. Gaugain hat (1853) einen solchen Rahmen m 
gleichem Zwecke verwendet. 

b| Ein Nachtheil der Tangentenbus-sole ist ihre geringe Empfind- 
lichkeit. Derselbe wird beseitigt, wenn man die Bussolo als Sinus- 
bussole einrichtet. Bei dieser wird erat der Itahmen, um welchen 
die Drahtwin düngen gewickelt sind, im magnetischen Meridian auf- 
gestellt, alsdann aber, wenn der Strom kreist, der Nadel nachgedreht, 
bis er wieder mit derselben parallel steht. In diesem Falle ist die 
Stromstärke dem Sinns des Drehungswinkel der Nadel proportional. 

Aafg. 1. Ein Strom fliesst darch die 72 Drahtwin düngen einer 
Taugeuten bnasole, deren mittlerer Durchmesser 20 am beträgt, und bewirltt 
an der kleinen Magnetnadel im Mittelpunkte eine Ablenkung von 36°^ 
die Horizontaloomponente des Erdmagnetismus betrügt 0"23 Einheiten. 
Wie viel Ampfere beträgt die Stromstärke? 1 AmpJre ^ O'l absolute 
Einheit, — (0*0356.) 2. Eine Batterie mit der elektromotorischen Kraft 
Ton 3 Volt gibt bei einem Gesammt widerstände von 1 5 Ohm eine Ab- 
lenkung von 11" am Galvanometer. Welcher Widerstand ist hinzuzufügen, 
damit die Ablenkung nur 6" betrage? — (Ans 3/15 ^ e ■ tg 11° und 
3/(15 + fj = c- tg (j" wird »■ = 12-7.) 8. Man hat eine Tangenten- 
bassole und ein Voltameter zugleich in den Strom einer Batterie gebracht 
und beobachtet, dasa die Magnetnadel um « = 20" abgelenkt wurde and 
zugleich im Voltameter t = 30 cm^ Knallgas von O** und 760 mm Druck 
in einer Minute entwickelt wurden. Wie viel ism' Knallgas wird ein 
Strom, der die Nadel um 45° ablenkt, unter sonst gleichen Bedingungen 
entwickeln? — ()j = 30tg45/tg2O = 30eotg20'' = 82-423em».) 4. Von 
drei gleich dicken Eisendrähten ist der erste l m lang, der zweite um 
o = 10 ni und der dritte um 6 = 30 m länger als der erste. Schtiesst 
man mit dem eräten Drahte den Strom einer constanten galvanischen 
Kette und schaltet eine TangentimbuESole ein, so beobachtet man einen 
Ablenkungswinkel «, = 35*; für den zweiten Draht beträgt derselbe 
ttj ^ 30''. Wip gi'oss milsHte derselbe für den dritten Draht sein ? — (Ist 
der innere Widerstand der Kette r, so ist aus 



.r+i-[-10)/ir+f) = t.g</,/tg«, 
I + / = 469!12 und dann folgt aus 
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IS gesuchte Bj ^ 23° 8' 'iT'.) B. Um welchen Winkel lenkt ein Strom 
in 0'598 Ampere die Nadel einer Tangentenbussöle ab, die 5 Drsbt- 
induiigen von 18 cm Radius besitzti* 1 Ain]iere = 10~' absöl. Eiuli. 
und die HoriKontalcomponente des Erdmagnetismus // = 0'209. — (Aus 
0-59Ö/10 = 18 ■ 0-209 ■ tg9i/2rt- S.folgt 91 = 2(i" 32'). 6. Welches ist 
die Conatunte einer Tangente nbuBSole, die aus 32 kreist (innigen Draht- 
wjudungen Toa 12 cm Halbmesser bestelt, und wenn TZ ^ 0'209 absoi. 
Einheiten?— (Constante C = 0'i09 ■ 12/2n - 32 = 0-0125 oder für 
pfere-Messung 0'125.) [Nach Budde und Maiss.] 
§ 129. Energie and Arbeit eines Stromes im magnetisclLen Felde. 
Elektromagnetische Rotation, a) Die Energie eines geschlosseueii 
Stromes im magnetischen Felde wird durch denselben Ausdruck dar- 
gestellt, wie die Energie eines mnguetiachen Blattes im magnetischen 
Felde (§ nie), Sie ist somit gegeben durch das Product aus der 
elektromagnetischen Intensität in die Kraft des Feldes auf die vom 
Strome begrenzte Fläche. Im einfacbsteu Falle ist die vom Strome 
umflossene Fläche S eben und normal /,ur Feldintensität §; ist diese 
cnnstant, so ist die Energie 

Bei jeder anderen Richtung der Fläche S hat man für S^ die Zahl 
der die Fläche treiTenden Kraftrühren oder die Kraltströmung «P zu 
setzen. 

Der Intensitätsfactor der Energie ist die Kraftröhrenzaht 4>, 
lind der Extensitätsfactor ist wie bei jedem Strome die Strom- 
stärke, als die Grösse, welche von einem Systeme zum anderen über- 
gehen und die Energieverwandlung vermitteln kann. Bei der Be- 
wegung des Stromes im Felde gibt die Ändening der potentiellen 
Energie die geleistete Arbeit an, nämlich 
JW= i ■ J<P. 
Die Arbeit ist somit der Änderung der Krattströmung oder der 
Änderung der Kraftlinienzahl proportional; sie wächst mit der Zahl 
der Kraftlinien. 

Die potentielle Energie strebt stets einem Minimum zu, um einen 
Gleichgewichtszustand zu erreichen; ein elektrischer Strom wird daher 
durch Arbeitsleistung möglichst viele Kraftlinien, also das Maximum 
der Kraftstromung zu erreichen suchen. Dieser Satz gilt, sowohl 
wenn sich der ganze Stromleiter bewegt, als auch wenn ein Theil 
desselben beweglich ist. Der erste Fall tritt ein, wenn ein frei be- 
weglicher Stromkreis, z, B. De la Hives schwimmende Batterie (§ 123) 
sich im erd magnetischen Felde oder im Felde eines anderen Magnetes 
befindet. (Verhalten?) Der letztere Fall findet z. B. beim Barlow- 
Ncheu Kade statt. Hier ändtart sich nicht die Lage der Stromchcne, 
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sondern ea bewegt sich ein Stromtheil. In dem Ausdrucke Hlr die 
Arbeit ^dW bleiben (' und § constant, es ändert sich nur die 1 
um ^S; damit wird 

Die Arbeit ist der Änderung der Fläche proportional. 

Beim Biirlow'schen Rade ist in dem Felde zwischen den Polen 
eines hufeisenfiirmigen Magnetes um eine horizontale Achse ein Zahnrad 
drehbar, dessen Zähne in ihren unteren Lagen nach einander in 
Quecksilber tauchen; ein elektrischer Strom geht von einer Elektri- 
citätsquelle zum Quecksilber und von da von dem eintauchenden Zahn 
zur Achse des llades und znr Stromquelle zurück. Das Rad wird durch 
den elektrischen Strom in Rotation versetzt. Die Arbeitsleistung 
hierbei wird durch die vorstehende Gleichung bestimmt, wenn wir 
annehmen, dass das magnetische Feld zwischen den beiden Polen 
gleichförmig ist und dass ein Zahn in dem Momente das Quecksilber 
berührt, in dem der vorhergehende dasselbe verlässt. ^S ist dann 
die Fläche des Rades zwischen zwei Zähnen, ßr welche man nähe- 
rungsweise setzen kann - - r^ ■ rp. Die Arbeit fttr eine ganie Um- 
drehung ist 

d. h. die Arbeit einer Rotation Ist gegeben durch das Product ans 
der elektromagnetischen Intensität des Stromes, der Intensität dea 
Feldes und dem Inhalte der Fläche des Rades. 

Von dem Barlow'achen Rade wird als Faradaj'schc Scheibe, be- 
ziehungsweise als Motor Anwendung gemacht. 

b) Rotation eines Magnetes. Da ein geschlossener Strom ^n 
magnetisches Feld erzeugt, in welchem die Kraftlinien um jeden 
Stromtheil in geschlossenen Curven laufen, so wird eine magnetische 
Masse in der Nähe eines solchen Stromes das Bestreben haben, läng» 
der betreffenden Kraftlinien um die Strombahn zu rotieren. Bei jeder 
Umdrehung würde auf eine magnetische Masse m die Arbeit ange- 
wendet 

Die bezügliche Erscheinung kann in der Weise erhalten werden, 
dass man einen Magnet mit einem Pole so um einen geradlinigen 
Strom als Achse drehen lässt, wie etwa eine Leitstange hei der Dampf- 
maschine sich mit einem Ende um die Achse des Schwungrades dreht. 
Während der eine Pol sich im Kreise um den Strom bewegt, mü&ste 
der andere geradlinig längs einer Schiene hin und her geführt werden. 
Der Stromleiter, der als Rotationsachse durch den Mittelpunkt des 
Kreise« geht, müsste natürlich durch einen beweglichen Contact dem 
Mognete bei jedem Umlaufe den Durchgang gestatten. In dom 
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Toratelienden Werte für die Arbeit eiaer Umdrehung wäre m die in 
dem rotierenden Pole vereint zu denkende magnetische Masse. 

Ein langer, fadenförmiger und zugleich biegsamer Magnet würde 
seine Enden in entgegengesetzter Richtung um den nächsten Strom- 
theil herumwinden und darnach die Form einer Spirale bilden. 

Ein gewöhnlicher starrer Magnet kann als Ganzes um einen 
starren Stromleiter nicht in Rotation versetzt werden. Es inUs-sten 
nämlich alle magnetischen Massen th ei Icheii des Magnetes eine gleiche 
Anzahl von Umdrehungen um den Strom ausführen; da jedes Massen- 
theilchen die Arbeit 4n ■ J ■ m beansprucht, so wäre die Arbeit der 
Umdrehung des ganzen Magnetes 

Denn jeder Magnet enthält gleich viel nord- und südmagnetische 
Massenth eilchen, die als positive und negative magnetische Massen 
zusammen genommen die algebraische Summe Null geben. Es tritt 
demnach in die.seui Falle keinerlei Arbeitsleistung ein. 

Eine Anordnung, bei welcher Magnete um Ströme rotieren, ist 
in dem bekannten elektromagnetischen Rotation sapparat von Faradaj 
gegeben. Die Möglichkeit einer Rotation eines starren, verticalen 
Magnetes um einen nahen verticalen Strom wird hierbei dadurch er 
reicht, dass ein Stromtheil (nämlich der im Bügel vom gemden Leiter 
zur Quecksilber rinne) mit dem Magnete bewegt wird und dass ein 
Magnetpol ausserhalb des Feldes des geradlinigen Stromes zu liegen 
kommt. Die Rotation imd die damit verbundene Arbeit erfolgt unter 
Einwirkung des geradlinigen Stromes und der Zweigströme in der 
Quecksilberrinne'), welche einen Theil einer Fläche begrenzen, die 
als magnetisches Blatt gedacht werden kann. 

§ 130. Magnetische Kraft der Spulen. Elektromagneta. (Arago 
und Seebeck 1820.) a) Wenn man einen Draht in Fonn einer Spirale 
auf einen Cy linde rmantel aufwickelt, ihn dann parallel zur Richtung 
der Achse zurückführt und einen elektrischen Strom hin durch sendet, 
HO hat man ein Solenoid zusamm engestellt. Dieses elektrische 
System besitzt eine magnetische Wirkung, die sich nach aussenhin 
nur auf die Wirkuug jener Theile des elektrischen Stromes reduciert, 
welche die beiden Di-aht Windungen um die Ojlinderbasen durchtli essen. 
Denn jede Drahtwindung kann durch einen der Baais parallelen Kreis 
ersetzt werden, und jeder Kreisstrom ist gleichwertig mit einem von 
ihm umflossenen magnetischen Blatte. Die beiden aneinanderliegenden, 
ungleichartig magnetischen Seiten je zweier benach baiien Blätter 
heben sich in ihren Wirkungen nach aussen auf, und es bleiben nur 

1) G. Wiedenmnn, Die Lehre t. d. El. III. 175, - Manwell, Lelirb. H. 175, 
— Wüllner, Eiperimentalphymk IV. — Httller eU'. 
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die Aussenflächen des ersten und letzten magnetischen Blattes wirksam« 
Die Wirkung des Solenoides ist dieselbe, wie die eines gleichmässig 
magnetisierten Cylinders von gleicher Länge und entiqirechendem 
magnetischen Momente. ' 

Aus der magnetischen Wirkung der Ereisströme lässt sich die 
magnetische Dichte bestimmen, die den Basen des gleichartigen Magnetes 
zukommt, ebenso die Stärke des magnetischen Feldes oder die Zahl 
der Kraftröhren. Die dem Strome i entsprechende Magnetisierungs- 
stärke der Basen ist im elektromagnetischen Masse 

wenn ä die magnetische Dichte und ö die Dicke des Blattes^ be- 
ziehungsweise die Entfernung je zweier Drahtwindungen angeben. 
Ist die Anzahl der Drahtwindungen auf der Längeneinheit n, so ist 
<y = 1/w, femer 

d = n ' i 

und die magnetischen Mengen auf den Endflächen S gleich 

-\- n • i ' S. 

Um die magnetische Kraftströmung im Inneren zu ermitteln, be- 
nützen wir die Arbeit, welche geleistet wird, wenn ein magnetischer 
Einheitspol die Ebene eines Kreisstromes durchsetzt. Dieselbe ergibt 
sich aus der Potentialdifferenz des Kreisstromes an seiner vorderen 
und hinteren Fläche; sie ist 2n:i — ( — 2ni) = Ani. Bei einer Be- 
wegung um die Strecke l von einer Cylinderbasis aus werden n • I 
Stromkreise durchsetzt, und die geleistete Arbeit ist nl - Ani. Ist die 
Feldstärke im Inneren des Solenoides ^, so ist dieselbe Arbeit auch 
gegeben durch ^ • l, und aus der Gleichheit beider Arbeitswerte folgt 
die Kraftströmung 

§ = 4;r • w • i. 

Damit wird die Anzahl der Kraftröhren durch einen Querschnitt S 
der Spule 

F = An ' n ' i ' S . 

Ist die Spule so lang, dass die Wirkung der Basen auf den betrach- 
teten inneren Punkt keinen merklichen Einfluss übt, so beschränkt 
sich die magnetische Wirkung des Solenoides auf den Ausdruck F^ 
und mit dieser Kraft wirkt die Spule auch auf ein Stück eingeführtes 
Eisen inducierend. 

Hat das Solenoid die Ringform, so fallen die beiden Endflächen 
zusammen, die innere Wirkung ist durch den Wert F gegeben, und 
die gesammte Wirkung nach aussen ist gleich Null. 

b) Magnetisierende Wirkung des Stromes. Beflndet sich in der 
betrachteten Stromspule ein cylindrischer Eisenkern, so wird dieser 
durch Induction magnetisch; der Magnet heisst nach Sturgeon ein 
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Elektromagnet. Der Nordpol desselben wird vom Strome im ent- 
gegengesetzten Sinne der Uhr7.eigerbewegitng umflossen. Ist k der 
CoefficJent der Magnetisierung (§ 112), so ist die Magnetisiernnge- 
stärke k - 4jttti und die magnetische Jnduction für den Querschnitt 8 

S9 = ft^S = 4Äni'(l + 4äA) S, 
oder wenn man von der praktischen Einheit Ampere durch Division 
der Stromstärke J durch 10 auf das absolute elektromagnetische System 
übergeht , 

SB=.1«hJ(1 +43tifc)S. 

Die Induction ist demnach der Stärke des magnetisierenden Stromes 
und der Anzahl der Draht Windungen auf der Längeneinheit propor- 
tional; sie ist unabhängig von der Dicke und dem Stoffe der Leitung.s- 
drähte. Das Gesetz ist jedoch nur giltig, solange der Magnet von 
seinem Sättigungspunkte, dem Masimum seiner Intensität, noch weit 
entfernt ist. Bei der Animherung au den Sättigungspunkt werden 
die Magnetiaierungsstärke und die Induction aUmählig constant. 

Elektromagiiete werden verwendet, weil der Eisenkern die mag- 
netischen Kraftlinien zu sammeln vermag. Wäre das Eisen nicht 
vorhanden, so würden viele Kraftlinien rings um die einzelnen Theile 
des Leitungsdrahtes verlaufen und neben einander bestehen; da jedoch 
das Eisen einen grossen magnetischen Inductionscoefficienten besitzt, 
so nehmen die Kraftlinien in der Nahe des Eisens eine andere Gestalt 
an, sie bilden zusammenhängende Linien, welche durch den Eisenkern 
von einem Pole zum anderen führen und ausserhalb der Spule wieder 
von dem letzteren zum erster en zurück. 

Aufg. 1. Durch die Spule eines Elektromagnetes wurde einmal ein 
Strom von 2-5 Ampere, das anderemal einer von 10 Ampere gesendet. 
Wie vielmal war das magnetische Feld im ^WHiten Falle starker als iui 
ersten? — (&,/4i, = 10/2-5 = 4.) 3. Ein Eisenkern wurde mit zwei 
SoLtchten Draht ä 60 Windungen amgeben und durch letztere ein Strom 
von 1*5 Ampire geleitet. Dann wurde derselbe Kern mit 5 Schichten 
B 50 Windungen umgeben und nur 1 Am]ifere durchgeleitet. In welchem . 
Verbültaisse hat sich sein magnetisches Moment gettndert? — 

(Jlfg/Jf, = 5 ■ 50 ■ 1/2 . 60 ■ 1-5 = 1-39.) 

3, Mau berechne die FolstKrke eines Elektromagnetes, dessen Keru 5 cm 

lang ist, der einen Querschnitt von 1 cm' und einen Coefficionten der 

magnetischen Induction ft ^ 200 hat, und dessen Spulen 50 Windungen 

tragen, wenn er durch einen Strom von 2 Ampire {= 2 - 10" 

L Einheiten) erregt wird. — (Für die Polstärke »» gilt 
inm = 11^8 = H-iani- 10-'S= 200 ■ 4n - ^ 
daraus wird m •= 400 absot. magn, Einh.) 
; 
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§ 131. Elektrodjrnamik. Potential zweier Ströme, a) Alsbald 
nach Oersteds Entdeckung (1821) fand Ampere die Einwirkung 
zweier Ströme aufeinander. Mittelst Stromkreisen, die an eiuem Rah- 
men beweglich aufgehängt waren, wies er folgende Gesetze nach: 
1) Zwei parallele nach derselben Richtung fliessende Strom theile 
ziehen einander an; 2) zwei parallele nach entgegengesetzter Rich- 
tung fliessende Strom theile stossen einander ab; 3) zwei Stromleiter, 
welche sich unter einem Winkel kreuzen, suchen sich parallel zu 
stellen: sie ziehen einander an, wenn beide Ströme entweder nach 
dem Kreuzungspunkte oder beide von ihm fortfliessen, und stossen 
einander ab, wenn einer nach jenem Punkte und der andere von ihm 
fortfliesst; 4) die Kraft der Wechselwirkung zweier Stromelemente 
ist dem Producte der Stromstärken, der Länge der Stromelemente 
direct und dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional. 
Ampere gab auch die Abhängigkeit der Kraft von den Lagenverhalt- 
nissen der Stromelemente genau an. 

Diese Gesetze lassen sich begründen, indem man die betreffenden 
Ströme durch magnetische Blätter ersetzt denkt und dereij Wechsel- 
wirkung betrachtet; z. B. zwei rechteckige, einander unmittelbar gegen- 
über befindliche Stromleiter mit gleichgerichteten Strömen werden 
ersetzt durch zwei in derselben Lagenbeziehung befindliche Blatter, 
die ihre ungleichartig magnetisierten Flächen einander zukehren. 
Beide Blätter ziehen einander an, daher ziehen auch parallele und 
gleich gerichtete Ströme einander an. In jedem Falle suchen sich 
die Stromkreise oder Leitertheile so zu stellen, dass jeder möglichst 
viele magnetische Kraftlinien des anderen umschliesst. 

b) Der mathematische Ausdruck für das Potential zweier Strome 
aufeinander hat dieselbe Form, wie das Potential zweier magnetischer 
Blätter, nämlich 

L ist ein von Form und Lage der Stromkreise abhängiger Coefficient; 
er bedeutet das Potential beider Ströme aufeinander, wenn deren 
Stromstärken gleich Eins sind; er wird aus später zu ersehenden 
Gründen auch Inductionscoefficient genannt. 

W heisst das elektrodynamische Potential der Ströme auf- 
einander; es bestimmt die Arbeit, um die beiden Ströme aus wirkungs- 
loser Feme in ihre gegenwärtige Lage zu bringen. i^L ist die Zahl 
der Kraftröhren des Stromes t\, welche auf die positive oder Nord- 
seite des anderen Stromes eindringen und von diesem umfasst werden; 
ebenso ist i\L die Zahl der Kraftröhren, welche der Strom i^ ein- 
schliesst. Die betreffenden Kraftströmungen sind bei gleich gerich- 
teten t\ und ?2 negativ, und daher ist auch W negativ. 

Die Änderung von W gibt die Arbeit an, welche bei einer Lagen- 
änderung der Ströme geleistet wird. Andern sich die Kraftstromungen 
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durch die LeiterHächen beziehiingsweiae um i,dL und i^dL, so ist 
die Arbeitsleistung rfW= — i^i^ • dL. 

Mittelst dea Arbeitswertes kann man die StÄrke F der Einwir- 
kung beider Ströme aufeinander ermitteln. Wird ein kleines Weg- 
element dx in der Kraftrichtung zurückgelegt, so ist die geleistete 
Arbeit 

dW=Fdx= — i\i,-dL 
und die Kraft 

F^-ii -^- 

^ ' S dx 

Bei Berücksichtigung der Vorzeichen von i^ und ^ ergeben sich 
daraus die oben angeführten Wechselwirkungen der Strome. 

Die Be.'stimmung des InductionscoefRcienten L kann in einem 
einfachen Falle in folgender Weise geschehen'): Wir nehmen zwei 
Stromkreise an und denken uns dieselben ersetzt durch entsprechende 
magnetische Blätter. Das eine Blatt möge ein homogene» magnetisches 
Feld erzeugen, in welches das andere gebracht wird. Die Arbeit der 
Einführung des zweiten Blattes in dieses Feld kann auch durch die 
Magnetisierung desselben im Felde selbst geleistet werden. Bei der 
Magnetisierung des zweiten Blattes denken wir uns auf jeder Flächen- 
einheit die magnetische Dichte ff um die Strecke a verschoben. Ist 
die Intensität des Feldes .§ und ihr Neigungswinkel zur Normalen 
des zweiten Blattes a, so wird die Arbeit S ■ a ■ ^ • cos « für jede 
Flächeneinheit geleistet. Sß=^ ist die Stärke des Blattes; ist femer 
die Blattdäche S, so ist die Arbeit * ■ § . S • cos a. Setzt man hierin 
3> = /'., so wird 

ir ,,.§ s cos«. 

Für einen Kreisstrom ist in der Nähe des Mittelpunktes ö = 2ä(\/»-,. 
Befindet sieh daselbst ein zweiter, kleiner Kreis vom Halbmesser r,, 
der vom Strome if umflossen wird, ao ist S = rj*Ä und 



' Winkel tt ist zugleich der Neigungswinkel beider Kreisebenen; daher 
, läset sich der luductionscoefficient leicht aus folgender Form be- 



Die Übereinstimmung zwischen Kreiastrßmen und magnetischen Blät- 
tern ist keine vollständige. Als Unterschied muss geltend gemacht 
werden, dass bei den Strömen die Zahl der Kraftröhren geändert 
werden kann, ohne die Leiter zu bewegen, indem man die Strom- 
Intensität ändert: der Fall tritt beim Offnen und Schliessen der 



1) E. Mach, GrondriBH der Natailehre. S. 336. 
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Ströme ein. Eiue ähnliche Ersuheiiiung fehlt bei den magnetischen 
Blättern. 

c) Potential eines Stromes auf sieh selbst. Man kanu 
annehmen, dass bei der ÄDnÜhemiig eines Stromes an einen anderen 
Kräfte des einen auf die einzelnen Elemente des anderen wirken und 
Arbeit leisten. Das Potential beider Ströme stellt dann die Summe 
aller diesbezttgliehen Arbeiten dar. Es wirkt nun auch ein Strom- 
kreis auf die Elemente seines eigenen Leiters, und alle die betreffen- 
den Kräfte haben ein Potential; sämmtliche Potentiale setzen das 
Potential des Stromes auf sich selbst ziusamraen. Der Ausdruck 
dafttr ist ähnlich dem des obigen Potentiales zweier Ströme, nämlich 

W^ — ^i'L. 

Der Factor -r- ist erforderlich, weil bei der Suinmiemng der Poten- 
tiale je zweier Stromelemente jedes Elementenpaar zweimul gezählt wird. 
Bei einer Deformation des Stromleiters durch Bewegung aeinw 
Theile wird eine Arbeit dW ^ ^i^dL geleistet. 

d) Das gesammte Potential zweier Ströme besteht, analog 
wie das gesammte Potential zweier elektrischer Conductoren, aus dem 
Potentiale jedes Stromes auf sich selbst und aus dem elektrodynami- 
Bchen Potentiale W^^; ea ist daher die absolute Grösse 

W-W,+W, + W„- i.-.'i, + i (,% + i,i,L„. 

Als Energiewert lässt sich der Ausdruck in die beiden auf die ein- 
zelnen Stromkreise entfallenden Theile zerlegen (vgl. § 99), nämlich in 

5r = i, Ifti, +>!A,) »ad W'-i,-^(i,L, + i,J^). 

Hierin sind die Klammergrössen, das sind die Zahlen der von den 
Strömen umflossenen Kraftlinien, die Intensitätsfactoren nnd die 
Stromstärken die Estensitätafactoren der Energie. 

e) Amperes Theorie des Magnetismus. Auf die überein- 
stimmende Wirkimg eines Solenoides mit der eines Magnetes gestützt, 
erklärte Ampere alle Magnete als Vereinigung von elektrischen Str&- 
men und stellte die Hypothese auf, dass um jedes einzelne MolecQl 
eines Magnetes beständig ein elektrischer Strom kreist. Die Dwiar 
des magnetischen Zustandes fordert die Annahme, dass die Ströme 
ohne Widerstand circulieren. Die Ampere'ache Hypothese ftthrt daher 
zu der Anschauung, dass die Molecüle — sie zeigen alle magnetisches 
Verhalten — aus rotierender elektrischer Materie bestehen. Damit 
steht die im § 72b vertretene Wirbeltheorie im Einklänge. (Vgl. 
auch § 125.) 
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§ 1.^2 Energie im Felde zweier Ströme. Elektrodynamisolies 
Orandgesetz u) Jeder elektrische Strom erzeugt eiu magnetisches 
Ft>l(I um sich, die Jazii erforderliche Arbeit kann man in der Weise 
verrichtet denken, dasa die auf jedes Raumelement des Feldes nach 
dem Bio t^Savart 'sehen Gesetz wirkende Kraft eine magnetische Ver- 
schiebung hervorbringt. Die betreffende Arbeitsleistung findet sich 
als potentielle Energie im Stramfelde vor, solange der conatante Strom 
kreist. Behufs Ermittelung des Ampere'schen elektrodynamischen 
Grundgesetzes sollen zwei Stromelemente betrachtet und die durch 
dieselbe 




Um die Lage der Elemente anzugeben, wählen 
daas die Ebene (Üds,) die X.2-Ebene 
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Arbeit der magneti- 
schen Verschiebung 
im Felde berechnet 
werden'). Die Ele- 
mente, deren Strom- 
stärken tj und ig sind, 
haben die Längen 
ds^ und dsj, (Fig. 87). 
Die Entfernung ihrer 
Mittelpunkte sei R. 
wir ein Coordinatensystem 
wird. Ferner sei 

^{Rds,) = &„ ^{Rds,) = ej, ^(fir,) = ),,, ^(Br,) = »lj. 
Dem Biot-Savart'schen Gesetze gemäss kann die Wirkung des Strom- 
elementes dsj ersetzt werden durch die Wirkung von zwei Com- 
ponenten, welche in die Achsenrichtungen fallen, deren Längen be- 
ziehungsweise sind: ds^ cos @j und ds^ sin ®[. Die Wirkung von 
rfSj kann ersetzt werden durch die drei Componenten längs der Achsen; 
deren Längen sind ds^cos®^, ds^ sin &^ cos lo und dSg sin ®j sin m , 
wenn ^ a = -^ [(^rfs,), {XZ)] ist. 

Jedes Stromelement wirkt mm auf ein Kaumelement m, ruft 
eine magnetische Verschiebung a hervor und wirkt mit einer Kraft f, 
die Kraft ist der Verschiebung proportional; daher kann für die ge- 
leistete Arbeit pro Raumeinheit gesetzt werden 



v==~ro=-k6'- 
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Der Ausdruck kann im rein magnetischen Sinne, aber auch im Sinne 
der Volum energie oder der Elasticitätstheorie gedeutet werden, 
(Vgl. § 53, § lOOd und § 113.) Die Kraft /' wird durch das Biot- 
Savart'sche Gesetz bestimmt. 

Wir fassen nun zuerst die beiden längs der Verbindungslinie B 
liegenden Stromcomponenten in dSi cos ®, und ds^ cos ©j ins Auge. 

I) J. Slefan, Wiener Her. Bd. 70, Heft 4 und 6. 
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Jede der beiden hat in m eine zu (XZ) normale Verschiebung zur 
Folge; beide Verschiebungen wirken in gleichem Sinne, wenn die 
Elemente in gleicher Richtung durchströmt werden. Sind die beiden 
Kräfte f^ und f^, dann ist die Resultierende 

und die Arbeit ist 

Wäre jedes Stromelement nur für sich allein vorhanden, dann wären 
die respectiven Arbeitsleistungen f^ßk und f^ßlc'^ mit Bezug darauf 
folgt, dass die beiden ersten Glieder der rechten Seite in der vor- 
stehenden Gleichung die jedem Stromelemente für sich zukommende 
Arbeit angeben, das letzte Glied aber die durch die Coexistenz beider 
Elemente bedingte Arbeit ist, die sich als Wechselwirkungsenergie 
im Kraftfelde wiederfindet. Es soll im Folgenden nur diese Wechsel- 
wirkungsenergie bestimmt werden. Die Kräfte sind nach dem 
Gesetze von Biot-Savart 



.. u • ds. ■ cos 0. . 
/i = U ~ sm ti. 



und 



^1 



,. f, • ds, ' cos 6>, . 
f2=- \rf -Sintis 



^« 



Dieselben Kräfte bestehen in allen Punkten eines Kreises, der von m 
bei einer Rotation um ü beschrieben wird; man darf daher die Kraft 
auf ein Raumelement beziehen, das auf einer unendlich schmalen Zone 
der Kugel mit dem Mittelpunkte in ds^ und dem Radius r^ gelegen 
ist. Das Raumelement hat die Grösse 2rj^n sin rj^ • di]^ • dr^ . Auf das- 
selbe entfällt die Wechselwirkungsenergie 

1 Li^ds.dSf cos 0, cos ©, . . n o • 7 , 

= -T- • '->-«— sm i/i sm t]^ . 2r^^7t sm ly^ • dtj^dr^ . 

Behufs Vereinfachung dieses Wertes lassen wir im A (^1^2-R) die Seite 
rg an r^ um die Strecke dr^ fortbewegen; alsdann vergrössert sich 
die Fläche des Dreieckes um 

diYr^B sin lyj = yU sin rj^dr^ , 

Der Zuwachs der Fläche ist aber auch y^g^di^g; daher ist 

R sin 7]^ . dr^ = r^^ • drj^ 
und damit wird 

2n I, Ld&i dSf cos R cos ^, . . ■» ■? 

Wj^ = -jT ' — ^22 — sm 7^^ sm r]^ • drj^d^. 
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Die Summierung dieser Elementararbeit ist auszuführen nach tj^ von 
bis TT und nach r^ von bis c»; darnach bestimmt sich die Grenze 
von rj^i fiir r^ = wird ly^ = und für r^ = cx) wird bei bestimm- 
tem rji Winkel rj^ = rj^, J^un erhält man 



2n 

«'i = X 



u L ds. ds^ cos G. cos O, / . , / . , 

jg — I sm % drjij sm % rfi^j 



4 jr »\ t, df«, ds, cos Ö, cos O, 

Dies ist der Wert der Energie, welche durch die Coexistenz der zu 
X parallelen Stromelemente bedingt ist. 

Wir bestimmen nun die Energie des Feldes infolge der Strom- 
elemente, welche zur Z- Achse parallel sind. Die Längen derselben 
sind: ds^ sin ®^ und ds^ sin @^ cos es . Die magnetischen Enifte im 
Raumelemente m sind nach dem elektromagnetischen Grundgesetz, 
und zwar die des ersteren Stromelementes 

/i'= i^'^ sin r,,', ^ 1,;= ^ (ZrO . 

Die Kraft wirkt normal zur Ebene (mZ) im. Sinne einer Rotation 
um Z, — Die Kraft des zweiten parallelen Elementes ist 

- , t, ds^ sin 6?, cos od . , v^ / \^ / fT\ 

Die Kraft wirkt im Sinne einer Rotation um die zu Z parallele 
Stromcomponente von rf^g. 

Die Kräfbe /"/ und f^' wirken in einer zu Z normalen Ebene. 
Der Neigungswinkel ihrer Richtungen ist gegeben durch die zu ihnen 
normalen, vertical projicierenden Ebenen, welche beziehungsweise 
durch den Punkt m und die beiden verticalen Stromelemente hindurch- 
gehen; schliessen diese Ebenen mit der Ebene (XZ) beziehungsweise 
die Winkel cc^ und a^ ein, so ist 

und die Resultierende von f^' und f^ ist 

/i' * + /•,'* + 2/;?,' • cos («1 + «,). 

Analog wie oben sind auch hier dem Quadrate der Kräfte die Ar- 
beiten derselben proportional. Die beiden ersten Glieder bestimmen 
die Arbeitswerte der betrachteten, zu Z parallelen Stromelemente, 
wenn jedes Element für sich allein im Felde vorhanden wäre; das 
letzte Glied gibt den Arbeitswert infolge der Coexistenz beider Ele- 
mente, dessen äquivalente Energie die Wechselwirkungsenergie be- 
stimmt. Für diese besteht daher pro. Volumseinheit der Ausdruck 
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X • f\U • COS («1 + Oj) 

1 }, u ds. dSf sin O, sin O« cos os . , . , ^ . . 

= y • y^SyS ' sm i?i sm % • cos (a, -f- a^) . 

Zum Ersatz der Winkel iy/, %', «^ und ofg durch <^ (-R^i) = ly, , 
<^ (iJrg) = 1^2 ^ind ^ ^, welchen die Ebene des Dreieckes (rj^r^B) 
mit (XZ) bildet, suchen wir Beziehungsgleichungen aus dem sphäri- 
schen Dreiecke (R, r^, Z) (Fig. 88). Wir erhalten 

cos 1^1 = cos rii' cos 90 -f- sin iy/ sin 90 cos «j 



Fig. f8. 



= sin 1^1 cos «1 . 

Analog ist 

cos 1^2 = sin 1^2' cos «2 
Femer ist 



also 



sin rj^ : sin 1?/= sin a^ : sin ^, 




sm «1 • sm 1^1 = sm rj^ • sm ^ 

und analog 

sin «2 • sin %'= ^^^ % • sin ^ . 
Daraus erhält man 

sin rj^' sin rj2 cos (a^ -f- a^) = cos t^j cos rj^ — sin ly^ sin rj^ sin^ ^ . 

Als Raumelement setzen wir ein Prisma, dessen Seiten sind 

r^ HUI rj^dil; , ^i^^i nnd dr^. 
Für ein solches ist die Energie 

1 tj i, sin G^ sin (9, cos od , , 



w, 



• (cos rj^ cos 1^2 — sin rj^ sin 1^2 sin* tp) • r^^ sin tj^dri^ dtp dr^ . 

Wie oben ergibt sich auch hier für eine kleine Drehung der Dreiecks- 
seite r2 die Beziehung 

B sin rj^dr^ = r^dri^ 
und damit wird 



Wc 



1 tj », sin 0j sin (9, cos o , , 



• ] /cos rjj^drjij cos rj^drj^ — /sin* tl;dtl;J ßinrj^dri^Jain ly^rfiyg [ 
U J 

2« fj tj sin (9, sin 0, cos « , , 

= __ ^ as, ' ds^ . 

In ähnlicher Weise kann man die Wechselwirkungsenergie der übrigen 
Paare von Stromelementen berechnen; bei jedem derselben ist eines 
normal zum anderen. Für solche Stromelemente ergibt nun die Rech- 
nung, übereinstimmend mit dem Versuche, dass die Wechselwirkungs- 
energie gleich Null ist. 
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Die gesammte Wechselwirkiuigsenergie der gepebenen Strom- 
elemente reduciert sich daher auf die abgeleiteteu Energiewerte w, 
und w^; ihre Summe gibt das Resultat: 

4it LLds.ilt, I 



(cos e 



] &, sin 0, cos ü 



Führt mau anstatt oj den Winkel e ein, welühen die Richtungen der 
beiden Stromelemente mit einander ei nschli essen , und welcher durch 
die Gleichung 

cos £ = cos ®[ cos &2 -\- sin @^ sin 0^ cos ra 
bestimmt ist, so kann man w auch wie folgt ausdrücken: 
4» i,i,ds,ds,, 



iH 



- (cos E -|- cos 0, cos 0j) . 



Um die Energie zweier geschlossener Stromleiter zu erhalten, hat 
man den Ausdruck längs der Stromleiter s, und Sj zu summieren. 
Für geschlossene Stromleiter haben die Integrale 
C08 ( ■ ds. ds, , POB ©, COB e, ■ dt, dg. 



und 



M 



gleiche Werte, 
schreiben 



daher kann man ftir den Fall geschlossener Leiter 
4« t,i, datrfa, coBt 



Dies ist der von F. Neumann angegebene Potentialaiisdruck für zwei 
Elemente zweier geschlossener linearen Ströme, wenn man 4m/ä=1 
setzt; diese Special isienmg stimmt mit den Lehren des Magnetismus 
§ 113 und ebenso auch mit der Theorie der Atherverachiebimg (§ 53) 

Für YolLständig geschlossene Strdme erhält man das Potential 

Vergleicht man diesen Wert mit dem für dieselbe Grösse in § 131b, 
so folgt für den Coefficienten der gegenseitigen Inductiou 

b) Das Neumann'sche Potential kann leicht gewonnen werden, 
wenn mau annimmt, dass in der Stromrichtung eine zur Stromstärke 
proportionale elektrische Verschiebung oder Elektrisierung stattfindet. 
In Fig. 89 seien rfs, und ds^ zwei Stromelemente in der Entfernung B. 
Denken wir uns den Strom »\ als Convectionssti-om , hervorgebracht 
durch Bewegung eines kleinen elektrischen Oonductors länga dSj, 
so ist ersichtlich, dass die Beziehungen zwischen den beiden Strom- 
elementen dieselben bleiben, wenn der Conductor in ds^ festgehalten 
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und ein Conductor längs ds^ in entgegengesetzter Richtung von i^ 
bewegt wird; wir wollen deshalb die Einwirkung des ersten auf das 
zweite Stromelement durch Bewegung von 
ds^ parallel zu ds^ in entgegengesetzter ^s- 8». 

Richtung von i\ ersetzt denken. Die elek- 
trische Verschiebung des zweiten Elementes 
in dieser Richtung ist i^ds^ cos s, und för ^^ 
jede Elektricitätseinheit ist die Kraft des 
Conductors ds^ in dieser Richtung 

i\dsj^ cos ©i/J?*; 

die gesammte Kraft ist daher \i^ds^ds^ cos e cos ®JR^. 

Wirkt nun in der Richtung JR die Kraft /) so ist die Componente 
in der gedachten Verschiebungsrichtung f cos 0^, und diese ist der 
berechneten Kraft gleich; daher erhält man die der gesuchten Form 
entsprechende Kraft 

f= ^-^— ^COS£. 

c) Aus den Kräften im Felde erklärt sich die Wirkungsweise 
zweier Ströme aufeinander analog wie die Einwirkung eines Magnet- 
poles auf ein Stromelement oder umgekehrt (§ 125)^). Fliessen die 
Ströme in den Elementen s^ und s^ (Fig. 90) in gleicher Richtimg 
normal zur Zeichnunffsebene von oben nach 

unten, dann verlaufen die Kraftlinien um 44 /'^\\ /^-^ 

jedes Element im Sinne des Uhrzeigers und \vvi/)// \^ 

man sieht bald, dass die Kraftwirkungen der 

beiden Elememente auf ihren inneren Seiten sich gegenseitig ab- 
schwächen, auf ihren äusseren Seiten dagegen verstärken. Die Über- 
drucke der äusseren Kräfte treiben die Stromelemente zu einander, die 
Ströme scheinen einander anzuziehen. — Für Ströme in entgegengesetzter 
Richtung ergibt sich in ähnlicher Weise die Tendenz der Abstossung. 

§ 133. W. Webers Elektrodynamometer (1846). Um das Princip 
dieses Apparates zu erklären, nehmen wir einen festen elektrischen 
Kreisstrom an, in dessen Mitte ein zweiter, bedeutend kleinerer Kreis- 
strom sich befindet. Der letztere Stromkreis ist an einem Cocon- 
faden beweglich aufgehängt. Wir bestimmen die Arbeit, welche bei 
der Drehung des zweiten Kreises geleistet wird. In der Mitte des 
ersten Kreises ist die Intensität des magnetischen Feldes, wenn die 
Stromstärke i^ und der Kreishalbmesser r^ sind (nach § 128), 

4> = — 1. 

Das Potential beider Kreisströme ist (§ 129 und § 131) 

1) Siehe meine Schrift über da« Energieprincip in d. El. S. 164. (1887.) 
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Nach einer Drehung des kleinen Kreises um den Winkel (p ist das 
Potential 

W = — ^-^ cos w . 

Die auf die Winkeleinheit entfallende Arbeitsleistung gibt das Drehungs- 
moment D; dasselbe ist somit 

IJ = -j — = — t. %8m w. 

Sind anstatt der Stromkreise Spulen^ die beziehungsweise mit n^ und 
Wg Drahtwindungen umwickelt sind, in Verwendung, so wird 

D = • WjWg • i^t2 • sin 9 . 

Webers Elektrodynamometer. besteht nun aus zwei Spulen von der 
angegebenen Art, von denen die kleinere die Rolle einer Galvano- 
metemadel übeminunt. Zu Anfang des Versuches werden die Achsen 
heider Spulen normal zu einander eingestellt, sodann wird derselbe 
.Strom durch die Drahtwindungen beider Spulen gesendet. Die zweite 
Spule wird sich der ersten parallel zu stellen suchen und eine Drehung 
um ^ö = 90^ — g> erfahren. Der Stromwirkung wird durch die 
Torsionselasticitat C • d des Auf hängefadens und die Horizontalcom- 
ponente des Erdmagnetismu3 ^, welche in der ursprünglichen Achsen- 
richtung der Spule wirkt, das Gleichgewicht gehalten. Daher besteht 
die Gleichung 

— • fij^n^i^ • cos d = Cd -j- r^^ni^ sin d. 

Daraus kann die Stromstärke i bestimmt werden. 

Um die Drehung der beweglichen Spule leicht ablesen zu können, 
wird dieselbe mit einem Spiegel verbunden, der die Bewegung eines 
Lichtbildes erzeugt. 

Nach dem Principe des Elektrodynamometers werden auch elek- 
trodynamische Wagen construiert: Eine Spule ist an dem Wagebalken 
einer Wage aufgehängt; die andere bleibt fest. Werden die Draht- 
windungen beider Spulen von demselben Strome durchflössen, so ist 
die Kraft der Wechselwirkung, welche durch ein Gewicht am Ende 
des anderen Wagebalkenarmes bestimmt wird, dem Quadrate der 
Stromstärke proportional. 
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§ 134. QnmdTersuclie. Furadny machte (1831) die Entdeokunf 
dasB in einem geacMossenen Leiter Ströme erregt werden, wenn man 
in seiner Nälie Magnete bewegt, oder wenn man Stromleiter einem 
Magnete nähert oder von ihm entfernt. Faraday verfolgte diese Ent- 
deckung weiter und stellte bald auch fest, dass sich durch elektrische 
Ströme secundare Ströme in du eieren lassen. Die betreffenden Ver- 
suche lassen sich deutlich und he({uein mit einer Spule, die mit einem 
isolierten Draht iimwickelt ist, ausfuhren. Der Draht ist mit einem 
Galvanometer verbunden. In die Spule kann eine andere, kleinere 
Spule, durch deren Drahtwindungen der Hauptstrom geleitet wird, 
oder ein Magnet oder ein Stück weiches Eisen eingeführt werden. 
Mit Hille dieser einfachen Mittel la,ssen sich nun folgende Erregunga- 
weisen der InductionsstrÖme demonstrieren: 1) Beim Annähern des 
die kleinere Spule umÜi essen den Hauptstromes entsteht im Draht« 
der äusseren Spule ein Inductionsatrom in der entgegengesetzten Rich- 
tiujg des Hauptstromes; 2) heim Entfernen des Hauptstromes kreist 
ein Inductionastrom mit dem ersteren in gleicher Richtung; 'i) heim 
Schliesstiu des Hauptstromes entsteht ein Inductionastrom in der ent- 
gegengesetzten Richtimg des Hauptstromes; 4) beim Offnen des Haupt- 
stromes kreist ein Inductionastrom mit jenem in gleicher Richtung; 
ö) beim Annähern eines Magnetes, 6) beim Entfernen eines Magnetes, 
1} beim Erregen von Magnetismus und B) beim Verschwinden von 
Magnetismus entsteht jedesmal ein Induetionsstrom von kurzer Dauer. 
Die Richtung der InductionsstrÖme in den letzten vier Fällen läast 
sich nach den ersten vier Fällen bestimmen, wenn man den Magnet 
durch ein Solenoid ersetzt denkt. 

Die Induction durch elektrische Ströme heisst (falranische 
oder Volta-Induction und die durch Magnete Magneto-Induction. 
InductionsstrÖme im Leiter des eigenen Stromes werden Estra- 
ströme genannt. 

Zieht man die Wechselwirkung der IndTictionaströme mit den 
Hauptströmen, beziehungsweise mit den inducierondon Magneten in 
Betracht, so wird man leicht auf die Geltung des Energieprincipes 
getilhrt. Mit Uiicksicht auf diese Wechselwirkung hat Lenz t^lS34) 
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j folgendes allgemoiiie Gesetz aufgestellt: In allen Fällen der Inductiun 
haben die iuducierten Ströme eine solche Uichtung, dHfls ihre Gegen- 
wirknng die siti erzeugende Beweguug zu hemmen strebt, Ea muas 
also bei der Erregung jedes Inductionsstromes eiue Arbeit geleistet 
werden und die elektrische Euei^ie des Inductionsstromes erscheint 
als das Äquivalent der geleisteten Arbeit. 

Setzt man das Energieprin(^ip als giltjg voraus, so kann daraus 
die Richtung der Inductionsströme gefolgert werden. Es kann dann 
ohneweit-ers geschlossen werden, dass bei Annäherung eines Leiters 
an einen Hauptstrom ein Strom in entgegengesetzter Kichtung in- 
duciert werden inuss, weil nur bei parallelen und entgegengesetzt 
gerichteten Strömen eine Abstossung besteht, die bei der Annäherung 
durch eine Arbeit zu überwinden ist. Beim Entfernen des Leiters 
vom Hauptstrome rauss ein gleich gerichteter Strom induciert werden, 
weil dieser angezogen wird und eine anziehende Ki-aft durch die Arbeit 
des Entfemeus der Ströme von einander überwunden werden muss. 

Die Kichtung des Inductionsstromes kann auch aus der Richtung 
der ra^netischen Kraftlinien im Felde und aus der Bewegiingsrich- 
tung des secundären Leiters ermittelt werden. J. Stefan hat hierfür 
eine der Ampere'sehen Schwimmeri'egel ähnliche Kegel angegeben, die 
eine menschliche Figur ziüiilfe nimmt. Auch die Fleming'sche Urei- 
finger-Regel kann benützt werden, nur muss man die rechte Hand 
anwenden, um dem Lenz'schen Gesetze zu entsprechen; die Regel 
lautet alsdann: Weist der Zeigefinger der rechten Hand in der Rich- 
tung der magnetischen Kraftlinien, der Daumen in der Bewegunge- 
riehtung des Stromleiters, so gibt der normal zu beiden Fingern ge- 
richtete Mittelfinger die Richtung des Inductionsstromes an. 

§ 135. Indactionsgesetze. a) Sowohl bei der Volta-, als auch 

bei der Magneto -Induction besteht ein magnetisches Feld, und in 
demselben befindet sich ein Stromleiter, in welchem der Inductions- 
strom entwickelt werden soll. Wir nehmen an, der Leiterkreis werde 
in einem bestimmten Augenblicke bereits von einem Strome i durch- 
flössen und werde im magnetischen Felde bewegt, oder es werde das 
magnetische Feld in seiner Stärke verändert. 

Ist die Intensität des magnetischen Feldes § und die Zahl der 
vom Leiter umschlossenen Kraftlinien N= ^S, so ist die Energie 
des Stromes 

Ändert sich nun die Kraftlinienzahl N, so wird im Leiter ein Strom 
induciert, der den ursprünglichen vei-stärkt oder schwächt Ist die 
elektromotorische Kraft des Inductionsstromes E und die infoige dieser 
circulierende Elektricitätsmenge dQ, so ist die zum Vorschein kom- 
mende elektrische Energie £dQ-y dieselbe ist ein Äquivalent der 
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Änderung der potentiellen Energie im Felde, beziehungsweise der 
geleisteten Arbeit; daher besteht die Gleichung^) 

dW=E'dQ = i'dN. 

Setzt man für dQ = * • dt, so folgt das Inductionsgesetz : 

dN 



E = 



dt 



Die elektromotorische Kraft der Induction ist gleich der Änderong 
der Zahl der umschlossenen Kraftlinien (des Inductionsflusses oder 
des elektrokinetischen Momentes) in der Zeiteinheit; oder — wenn 
die Zahl der Kraftlinien dadurch geändert wird, dass die Kraftlinien 
vom Stromtiäger geschnitten werden — die elektromotorische Kraft 
ist gleich der Zahl der in der Zeiteinheit geschnittenen Kraftlinien. 

Das Gesetz ist von Wichtigkeit für magneto- und dynamoelek- 
trische Maschinen, die dazu dienen, Inductionsströme zu erzeugen. 
Im Folgenden sollen noch die Gesetze für einige specielle Fälle un- 
mittelbar und mit Rücksicht auf die Wärmeentwickelung und die 
Selbstinduction abgeleitet werden. 

b) Helmholtz hat (1847) folgenden Fall näher betrachtet: Ein 
Strom und ein Magnet befinden sich gegenseitig innerhalb ihrer 
magnetischen Felder, und der Magnet folge während einer sehr kleinen 
Zeit dt der Einwirkung des Stromes. Die Arbeit, die dabei geleistet 
werden muss, ist gegeben durch das Product aus der Stromstärke in 
die Änderung der Zahl der vom Stromleiter umschlossenen Kjaflr 
linien. Die Energie der Stromquelle hat die Erwärmung des Leiters 
und die angegebene Arbeit zu leisten; sie ist daher 

e'i'dt = i^'Bdt + i'dN, 

Daraus folgt 

dN . j. 

dt 

Die elektromotorische Kraft e des Stromes wird demnach um die auf 
die Zeiteinheit entfallende Änderung der Kraftlinienzahl, nämlich um 
dN/dt vermindert; die letztere Grösse entspricht der elektromotorischen 
Kraft des Inductionsstromes. Der Inductionsstrom fliesst demnach 
dem ,Hauptstrome entgegen. 

Wird der Magnet durch eine äussere Kraft der Kraft des Stromes 
entgegen bewegt, so ist ein Arbeitsaufwand nothig, welcher der Grösse 
— i ' dN gleich ist. Man hat in diesem Falle die Gleichung 

e - i ' dt -^ i • dN = i^ - B - dt 

und darnach 

. dN ,j. 



dt 



1) H. Kbert, Ableitung der Inductionsgesetze auf energetischein Wege. 
Ostwalds Zeiisch. für phys. Chem. 18. S. 327. 
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Die elektromotoriaclie Kraft c des Haiiptstroinea wird um die ßlektro- 
motorisclie Kraft dN/dt dea Inductionastromes vermehrt; der In- 
ductioiisstrom ist mit dem Hauptstrome gleich gerichtet. 

Aus den Gleichungen folgt auch, Jaas die Stromintenaität ver- 
kleinert oder vei^rössert wird, je nachdem da.s magnetische System 
den Wirkungen des Stromes folgt oder denselben Widerstand leistet, 
daaa also die inducierende Kraft stets die Eigenschaft besitzt, der 
Bewegung Widerstand zu leisten; diese Thatsache drückt das Lonz- 
sche Gesetz aus, nach welchem der Inductionsstrom stets die ent- 
gegengesetzte Richtung von dem Strome hat, der die Bewegung dea 
Systemes zu erzeugen vermöchte. 

Ist in dem Leiterkreise keine Stromquelle eingeschaltet, dann ist 
e ^ und die vorstehenden Gleichungen ergehen übereinstimmend 
mit obigem (a) 

Bei dieser Darstellimg wird auf die Selbstinduction des Stromes 
keine RDcksicht genommen. Eine allgemein giltige Darstellung des 
Problems der Magneto-Induction nach dem Principe der Erfialtung 
der Energie hat J. Stefan gegeben'). 

c) InductioDsstrÖme entstehen auch in einem stromlosen Leiter- 
kreise, wenn in dessen Nähe ein elektrischer Strom geschlossen 
oder geöffnet wird. Der Inductionsstrom, der als secundärer Strom 
oder ffebenstrom beim Sc.hliessen eines Hauptstromes (primären 
Stromes) entsteht, läset sich in folgender Weise bestimmen'). Für 
den primären Strom gilt, wenn dessen Leiter von fester Form und 
in Folge dessen die Potentiale ü", und V, die für die Inductions- 
coefficienten yA "od -^^-üja gesetzt werden mögen, constant sind, 
die Gleichung der potentiellen Energie (§ 131 d) 

(ci - ü,i,)rf( = 2Ü^ ■ d(, + K- d/,. 
Für den secandären Strom ist die elektromotorische Ki-aft Cj ^ 
und daher ist 

Die Intensität /, des InductioDsstromes im secundären Leiterkreise 
hat nur einen endlichen Wert, solange di^ einen gewissen Wert hat, 
d. h. solange unmittelbar nach Schliessen des Hauptstromes dessen 
Intensität wächst. Sobald i^ constant geworden ist, wird i/t, = Ü 
und damit auch /, = 0. Die Gleichung e, =^ if, - i, bestimmt dann 
den grössten Wert, bis zu welchem die Stromstärke *\ wäahst, 

1) J. Stefan, Wiener Acad.-Ber. Bd. C4. S. aiO. Siehe anch meinp Schrift 
nber dae Eaergieprincip in d. El. 8. Ifl9. 

a) .). Stefan, Wiener Acad.-Ber. Bd. 64. Heft 1 und 8. S. S07, 
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Aus der Gleichung für die Intensität i^ folgt zugleich, dass das 
Vorzeichen von i^ stets negativ ist, wenn di^ positiv ist, d. h. wahrend 
des Anwachsens des Hauptstromes ist der Inductionsstrom dem Haupt- 
strome entgegengesetzt gerichtet. 

Die Elektriciiätsmengen, welche im Haupt- und Nebenstrome 
während des Schliessens des ersteren durch je einen Querschnitt 
fliessen, sind gegeben durch die respectiven Summen fi - dt = Q. 
Aus den vorstehenden Gleichungen erhält man dafür 

Hierin sind die Anfangswerte ij^ = i^^ == . 
Für den secundären Strom ist 

B, fi, dt = Ii,'Q, = -{2U,'H + r^ i,) . 

Die Verwendung der von der Stromquelle gelieferten Energie ergibt 
sich aus den obigen allgemeinen Gleichungen, indem man die för den 
primären Strom mit i^ und die für den secundären Strom mit i^ 
multipliciert. Man erhält für den primären Strom 

Je, . t'i ^dt=J R,' i,^ . dt + 2Ü, -J^ • di, + V'j\ . di^ . 
Demnach wird 

Je, . i^ .dt = R, .Ji^ 'dt-^-ü,' i,^ + V'Ji, . rfig . 
Für den secundären Stromkreis wird analog 

= 22, . J"v 'dt + ü,' V + V'Jh • d'i. 

Wenn man die Summierung auf die Zeit ausdehnt, bis i, wieder 
constant und i^ = wird, so ist für diese Zeit U^ - i^^ = und 
V ' i, ' i^ = 0] durch Addieren der Gleichungen fiir beide Stromleiter 
erhält man 

fe, . i, •dt = R, 'Ji,^' dt + i?, • / ^ -dt + U- 1\*, 

d. h. aus der Energie der Stromquelle des primären Stromes ist sowohl 
die Wärme des Hauptdrahtes als auch die des Nebendrahtes und 
ausserdem noch das Potential der ersteren Leitung auf sich selbst 
erzeugt worden. 

d) Beim Schliessen und Offnen eines Stromes werden auch 
im eigenen Stromleiter Ströme induciert, welche Extraströme ge- 
nannt werden. Die nähere Bestimmung derselben ergibt sich wieder 
aus den allgemeinen Gleichungen. Da wir hier nur einen Strom- 
kreis betrachten, so gilt für denselben 
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(e — Ei)dt=2U-di 

rJ i -dt = }iQ =Je ■ dt — 2ufdi, 



also die Elßktrieität 

«-i ' + 2P-P- 

Beim Schüessen des Stromes ist zu Anfang »„ = und »»=^1; 
nach einer kurzen Daner ( der Strömung wird » ^ p ■ Die Elek- 
tricitätsmenge Q, welche während des Schliessens durch einen Quer- 
schnitt geflossen, ist 

Der Subtrahend in der Klammer entsteht aus dem Gliede mit 
der Änderung di der Stromintensität imd entspricht demnach dem 
Einflüsse des Extrastromes; heim Schliessen der Leitung vermindert 
nlao der Extraatrom die durch einen Querschnitt strömende Elektri- 
cität, der Extraatrom kreist dem Hauptstrome entgegen. Durch welche 
Arbeitsleistung der Extrastrom veranlasst wird, ersieht man, wenn 
man die allgemeine Gleichung mit i multipli eiert. Man erhält 



«■/■■"'"-/' 



■dt — 2U 



ß--ß- 



■dl- 



U(i. 



-i."). 



l 



Für den Schliesaungsstrom ist i^ ^ und die Gleichung lehrt, 
dasa die Wärmeentwickelung im Stromleiter gleich ist der Differenz 
der von der Stromquelle gelieferten Energie und dem Potentiale des 
Stromes auf sieh selbst. Dieser Energieverlust im Leiterkreise, der 
durch das Potential des Stromes bestimmt wird, entspricht dem gegen 
den Hauptstrom gerichteten Extrastrome. Das Potential gewinnt 
hiernach augenscheinlich die Bedeutung einer Energie. Nach der 
Theorie der Verschiebung ist es die potentielle Enei^e des elastischen 
Raummediums, mit welcher das Stromfeld auf andere Ströme oder 
Magnete einzuwirken vermag. Die bezügliche Energie ist von der 
Stromquelle zn liefern und wird die Arbeitsleistung des Stromes im 
Leiter um diesen Betrag vermindert. Bis das Potential vollständig 
erzeugt, das Feld maguetisiert ist, hat der Extraatrom beim Schliessen 
sein Ende erreicht und die Strömung entspricht dem Ohm'achen und 
Joule' sehen Gesetze. 

Der Extrastrom beim Offnen eines Stromkreises bestimmt 
sich durch Einführung der entsprechenden Grenzen (nämlich »o = » 
und i» ^ 0) in die vorstehenden Snmmenformeln für die Elektricitäts- 
menge und die Arbeit im Stromkreise Man erhält 
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. A« . dt =fe 'i'dt+U* i\ 



Beim OiBPaen des Stromkreises hat demnach der Extrastrom eine 
Vermehrung der in ^iner bestimmten Zeit durch einen Querschnitt 
strömenden Elektricität zur Folge; man schliesst daraus^ dass der 
Extrastrom mit dem Hauptstrome in gleicher Richtung fiiesst. Der 
Extrastrom beim Öffnen des Stromes hat auch eine Vermehrung der 
Wärmeentwickelung im Leiter zur Folge, deren Arbeitswert durch 
das Potential des Stromes auf sich selbst gemessen wird. Die poten- 
tielle Energie des magnetischen Feldes wird beim Aufhören des 
Stromes wieder gewonnen, indem sie im Leiter in Wärme ver- 
wandelt wird. 

Aufg. 1. Auf einer Ruhmkorff 'sehen Inductionsspnle sind 100 km 
dünner Draht aufgewickelt; derselbe gibt 15 cm lange Funken (40000 Volt); 
der Durchmesser der äussersten Schichte beträgt 14 cm. Wie gross ist die 
Potentialdifferenz, welche zwischen zwei möglichst nahegelegenen Punkten 
zweier aufeinander folgenden Windungen herrscht? — (Die Potentialdifferenz 
auf die ganze Drahtlänge von 10' cm ist 40000 Volt; auf eine Draht- 
windung von 147C cm entfällt 147r • 4 • lO""» = 0*176 Volt.) 2. Ein 
kreisförmiger Rahmen von 30 cm Halbmesser mit 9 Drahtwindungen wird 
um einen verticalen Durchmesser 16 mal in der Secunde gedreht. Die 
entstehenden Wechselströme werden durch einen Stromwechsler gleich ge- 
richtet. Die Horizontalcomponente des Erdmagnetismus ist 0*208 Dyn. 
Wie gross sind die elektromotorische Kraft und die Stärke des Inductions- 
Stromes? Der Widerstand des Drahtes = 0*06 Ohm. — 

(^ = 16 • 2 • 30^ • Tt . 9 • 0*208 = 169371 absol. Einh. = 00016937 Volt, 

i = E/R = 002823 Ampere.) 

8. Auf einen ringförmigen Rahmen ist ein Draht in 18 Windungen auf- 
gewickelt; derselbe hat 15 cm Halbmesser und kann um eine verticale 
Achse gedreht werden. Der Widerstand des Drahtes beträgt 0*04 Ohm. 
Welche elektromotorische Kraft und welche Stromstärke kann in ihm 
durch Rotation im erdmagnetiscben Felde erzeugt werden, wenn die 
Horizontalcomponente = 0*2 Dyn ist und der Rahmen mit der Geschwin- 
digkeit (0 = 8 (Zahl der Umdrehungen) rotiert? — 

(je; = 2 • 7t • 15* • 0*2 • 1 8 • 8 = 40714 elektromagn. Einh. = 0*0004072 Volt 

und i = 00 101 8 Ampere.) 4. Ein kreisförmiger Rahmen von 14 cm 
Halbmesser und 8 Windungen macht 100 Umdrehungen in der Secunde; 
das homogene magnetische Feld hat eine Stärke von 0*2 Dyn und der 
inducierte Strom soll eine Intensität von 0*001 elektromagn. Einheiten 
= 0*01 Ampere besitzen; welchen Widerstand muss der aufgewundene 
Draht haben? — (1*238 • 10* elektromagn. Einh. = 1*238 Ohm.) 6, Ein 
Metallstab von 3 m Länge fällt gleichförmig mit 200 cm Geschwindigkeit 
an einem Orte, wo die Horizontalcomponente des Erdmagnetismus 0*2 Dyn 
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I betrügt; der Stab beb&lt immer seine horizontale Richtung bei. Welche 

I elelctroniotoriache Kraft wird im Stabe erzeugt? — 

I {E = 02 ■ 200 ■ 300 = 12000 alektramagn. Einh. = 000012 Volt.) 
[B. Weber.J 6. Ein Transformator überführt die elektrische Energie 
einea Hanptstromea fast vollständig auf den indueierten Nebenstrom; in 
welcher Beziehung stehen die elektromotorischen Krilfte and Widerstünde 
lieider Ströme? — (Aus Ji^ t^ = E^-i^ folgt E^' : E^^ = Ä, : 7?^ .) 

§ 136. Magnetelektriselie nnd dynamoelektrlsohe Maschinen. (Pixii 
1831, Gramrue 1871, Hefner-Alteneck lf<Tl,) Die magnetoelek- 
trische und elektrodynumische Induction wird benutzt, um mittelst 
Maschinen elektriache Strome zu erzeugen. Je nachdem man es dabei 
mit der einen oder der anderen Art Induction zu thun bat, heisseu 
die Maschinen maguetelektriscbe oder dynamoelektrische Maschinen. 
Beide beruhen auf demselben Principe, oämlicb durch Bewegung 
eines geschlossenen Stromleiters im magnetischen Felde Indoctions- 
ströme zu erzengen. Bei den magnetelektriscben Maschinen wird 
das Feld von permanenten Magneten, bei den Dynamomaschinen 
von Elektromagneten erzeugt. Bei den letzteren wird der Strom der 
Maschine selbst dazu benutzt, um durch die Umwiekelung des Elek- 
tromagnetes geführt zu werden. Nach dem Energieprineipe folgt 
sofort, dass die Leistungsfähigkeit des erzeugten Stromes ihr Äqui- 
valent in der Arbeit hat, welche zur Bewegimg des Leitersystems im 
magnetischen Felde verbraucht wird. Die bezüglichen Entwiekelungeu 
sollen an dem einfachsten Repräsentanten einer magnetelektrischen 
Maschine, nämlich an der Faraday'schen Scheibe durchgeführt werden. 

Dieser Elektromotor ist nach demselben Principe wie das Barlow'sche 
Rad constniiert und wird iu der umgekehrten Weise wie dieses be- 
nutzt. Wir denken uns eine Metallscbeibe im gleichförmigen Felde 
um eine Axe rotieren, welcJie mit der Richtung des Feldes parallel 
ist. An den Umfang der Scheibe sei an einen Punkt eine fedt^mde 
Platte leicht angelegt und ein Leitungssystem verbinde die Platte mit 
der Rotationsase der Scheibe. Durch die Rotation der Seheibe im 
magnetischen Felde wird ein Inductionsstrom erzeugt, dessen elektro- 
motorische Kraft £ und dessen Intensität i sei. Die Arbeit der 
Drehung der Scheibe im Felde findet ihr Äquivalent in der Energie 
E-i der durch Induction getrennten Eloktricitäten, welche im Strome 
Bich wieder vereinigen. Der Strom wird stationär, wenn die Energie 
E-i der im Leiter entwickelten Wärme gleich geworden ist, bis man 
also hat 

£-j = i* ü oder E = i-B. 

Wie beim Bariow'schen Rade i.st die Arbeit für die Drehung des 
Radius, durch welchen eben der Strom fliesst, um den kleinen Winkel 
d^ reapective die Sectorfläcfae äS (§ 129) 






iS^. F^ 






^ T«- - - - - ' ■ im , , 

E = \ F ^ a. 



rcofraDOSL Söiä^ IiBf V^kcrK ä» £»£» s da- F&cifee und 



W>t •)•« der FikTUftTficikeL Scäsfiig^ is säet bä 

tiriijriJ«ÄL M^fcWÜSÄ: irr •=iÄir:!=rÄ:ciacÄt Kzsfi IT der TomemaU 

verdKL- B« w::a«»r>r G<!ÄJciwiriiafeä TpHuhwi sdi soldie Mi- 
=<:iir«» ;W5«''* *</ »>^ «Tnf prwSizlÄ^e Vohi'sdbe Bsnaie: sie sind 
st<etft isxi.^ULA^f ii: fibes seciLlisicbcc Ersse eiasi coosUnten S^m 

]>ie& iiet «iber i::cht isairr der Fs3 l^ dai DrnaincHiiasclunen. 
Bei di^sie^ t^^^ ^^ LruecLStiii der Mügrsefe nEspectiTe die des mag- 
-^schr- Fddcs Tor der Scvmssirfcr sribs« ab T:nd IT BsBt ach aos- 
dr^ckri: in der Form £" = Jl - « i\ w«:z: A eine Ton der Form der 
Slfts^bine abkazudire Conssuifee bedeciec 

Für den consiantefi Stzv^m güi dazin laicii dan Joak'achen Cieeetze 

fV^Tor die Intensitis den cocstanien Weit i erreidit« muas die Energie 
vWr Suromquelle respecrire die Arbeil der Mascbine grosser «ein, als 
vUe ^^'i^neentwickelTIng im Strv^mleiter: d&ber mnss wahrend dea 
AuUädens der Maschine ^ _ - 

>(vvi wexui diese Bedingung ertSLllt i:>t. kann die Maschine einen Strom 
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erzeugen und unterhalten. Für jeden Wert von w > -j- wird die 

Stromintensität schnell wachsen, bis der Widerstand des Kreises in- 
folge der entwickelten Wärme den Wert nA erreicht hat. 

Die magnetelektrischen Maschinen und Dynamomaschinen werden 
in der Praxis allgemein zur Stromerzeugung verwendet; so zum elek- 
trischen Licht, zur Galvanoplastik, bei der Telephonie, zur Kraft- 
übertragung etc.^). 

§ 137. Elektrisclie Schwlngimgen. Das Vorhandensein elektri- 
scher Schwingungen wurde durch Versuche zuerst von Feddersen 
(1859) nachgewiesen; derselbe beobachtete die Funkenentladung einer 
Leydener Flasche in einem rotierenden Spiegel und fand, dass das 
Bild bei grossem Luftwiderstande aus Lichtlinien bestand, — jede 
Partialentladung lieferte eine solche Linie von entsprechender Stärke — , 
bei geringem Widerstände aber aus Lichtperlen, die gleich weit von 
einander entfernt waren und elektrischen Schwingungen entsprachen. 
Das Gesetz dieser Erscheinung kann mittelst des Energieprincipes 
gewonnen werden. 

Wird ein Condensator, von dem eine Belegung das Potential V und 
die andere Belegung das Potential Null besitzt, durch einen Leitungs- 
draht entladen, so wird die elektrische Energie des Gondensators 
V - i ' dt dazu verwendet, in dem Drahte die Wärme i? II - dt und 
die potentielle Energie des Entladungsstromes zu entwickeln; daher ist 

und 

V^i.R + L-i^). 

Die Stromstärke i ergibt sich aus dem Potentiale V und der Gapacität 
C des Gondensators; ist nämlich die elektrische Ladung CV, so ändert 
sich dieselbe in der Zeit dt um 

C'dV='-i'dt. 
Daraus ist 

Setzt man hierin für V den vorhergehenden Wert ein, so erhält man 
die Gleichung 

Eine Losung dieser Gleichung ist 

i = er-Ä'/«^. r^sin -== + JBcos -== • 

L Vlc Vlc] 

1) Eine eingehende Theorie der elektrischen Maschinen siehe in Wallentins 
moderner £1. S. 426 ff. 
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Die Stromstärke äudert sich also mit deii periodischen Fimctionen 
sin und cos von l/YLC, und wird, da der Exponent von e aegatir 
ist, mit wachsünder Zeit t immer kleiner. Die Schwingungsamplitude 
ist jiroiiortiouftl e^"'*''. Die Schwingimgsdauer folgt aus der Glei 
chimg TjYL^C = 2«; sie ist also 

T=2xYLC; 
die Schwingungazeit wächst demnach proportional der Quadratwurzel 
aus dem Selbstindiictionscoefticienten und der Capacität des Con- 
densators. 

H. Hertz benutzte (18*^8) zur Erzielung sehr Bchneller elektrischer 
Schwingungen einen Funk enindii clor, von welehem die Enden des 
dünnen Nebendrahtee zu zwei Conductoren führen, deren jeder aus 
einer Knpferstange mit einer grossen Kugel am äusseren Ende und 
einer kleinen Entladungskugel in der Mitte des Apparates besteht. 
Für den elektrischen Strom längs der Conductoren von einer grossen 
Kugel zur anderen gilt vorstehende für den Entladungsdraht eines 
Condensators aufgestellte Gleichung. Durch Einführung der Capacität 
der grossen Kugeln und des SelbstinductionscoefBcienten des Leiters 
erhielt Hertz die Schwingnngsdauer und die entsprechende "VVellen- 
liinge in der Ltift. Die Schwingiingsdauer ist um so kleiner, je kleiM 
die Dimensionen der Metalltheile sind. Die Versuchsanordnung i 
von Leeher verbessert. 

Die rasch aufeinander folgenden Ströme erregen in ihrem Feld 
elektromagnetische Kräfte, die mit den Strömen wachsen und 
schwinden. Hertz hat mittelst eines secundären Leiters (des „eleld 
sehen Resonators") die Ausbreitung dieser Kraft* im Felde geni 
untersucht und ist zu einem sehr interessanten, hochwichtigen F 
täte gelangt-. Der secundäre Leiter besteht aus einem Drahtkrein 
der an einer Stelle durch eine kleine Punkenstrecke unterbrochei 
Wird die Ebene deaselhen normal zur Fortpflanzungarich hing der 
elektromagnetischen Erregung im Felde gehalten, so machen sich 
elektrische Verschiebungen längs des Leiters geltend, es entstehen 
elektrische Strömungen und bei hinreichender Potentialdifferenz an 
den Drahtenden auch kleine Funken. Verschiebt man den secundären 
Leiter, so kann man das Vorhandensein von elektrischen Wellen nach- 
weisen, nachweisen, dass diese Wellen denselben Gesetzen folgen wie 
andere Wellen (§§ 54, 55, 56). Bei stehenden Wellen treten an der 
Stelle der Schwingungsknoten keine Fünkchen auf, wohl aber in der 
Nähe der Bäuche. 

Hertz hat ans der berechneten Schwingungsdauer und aus der 
gemessenen Wellenlänge die Fortpflanzungsgeschwindigkeit berechnet 
and gefunden, dass dieselbe der Lichtgeschwindigkeit gleichkommt. 
Mit Hilfe von parabolisch gekrümmten Hohlspiegeln hat er auch 
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das Reflexionsgesetz, mit Hilfe solcher Spiegel und eines dazwischen 
gestellten Asphaltprismas die Brechung, und mittelst eines Gitters 
Hus parallelen Metollstäbeu die Polarisation nachgewiesen. Sind 
die Drähte des Gitters parallel mit dem primären Leiter, so werden 
die elektrischen Hchwingungen absorbiert, sie treten nicht durch das 
Gitter hindurch; wird das Gitter aber in seiner Ebene um ÜO" ge- 
dreht, so geht die elektrische Welle hindurch. Die elektrischen 
Schwingungen erfolgen also parallel der Strom richtung. 

Aus den Versuchen folgt, dass die elektrische Kraft sich nach 
denselben Gesetzen ausbreitet, wie die strahlende Wärme mid das 
Licht. 

In der Elektrici tätsieh re werden die elektrischen Wellen zur Be- 
stimmung der Dielektricitätsconstanten und zur Erklärung der Er- 
scheinungen in den Geissler' sehen Röhren (nach E. Wiedemann und 
Ebert) verwendet. 

§ 138. Maxwell-Hertz'sche Grundgleichnngeii des elektromagneti- 
Bchen Feldes, a) Wenn iti einem Leiter ein elektrischer Strom fliesst, 
BO erzeugt derselbe rings um sich ein elektromagnetisches Feld. Ist 
das Medium isotrop, so treten parallel zur Stromrichtung elektrische 
Kräfte, elektrische Verschiebungen, und normal dazu magnetische 
Kräfte auf. Die betreffenden Kiäfte machen sich durch Inductions- 
wirkungen geltend. Mas well inid Hertz haben die Bezieh uugaglei- 
chungen zwischen den elektrischen und magnetischen Kräften auf- 
gestellt uud gezeigt, dasa dieselben als örundgleichungen tiir alle im 
elektromagnetischen Felde vorkommenden Erscheinungen zu betrachten 
seien. 

Behufs Ableitung der Gleichungen unter einfachen Bedingungen 
betrachten wir ein Flächenelement dxdy im Felde; auf demselben 
stehen Ndxdy magnetische Kraftlinien normal auf. Nun bestimmen 
wir die Kräfte eines Inductioiiastromes , der längs des Umfangea er- 
zeugt werden konnte'). Zu diesem Zwecke denken wir uns eine 
Elektricitätseinheit längs des TJmfanges des Flächenelementes fort- 
bewegt. Die Kraft längs einer Seite dx sei X, längs der gegenüber- 
liegendeu Seite X-\-idX/dy)dyy femer längs einer Seite dy gleich Y 
und auf der gegenüberliegenden Seite r"-f- {dY/dx)dx. Die Arbeits- 
leistung ist alsdann für eine Bewegung im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers 

dW--Xd:c + rd!,+ (K+^dy)dx-(r+ grfx) d,j 

oder 



äy" 



dW = 



/dX dY' 
\dy ' 



— ^jdxdy. 



1) Siehe meine Schrift, Sber den Itherdnick S. 42; 1899. 
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Diese Arbeit ist gleich der auf die Zeiteinheit entfallenden Änderung 
der durch die Fläche dx • dy hindurchgehenden magnetischen Kraft- 
linien, also im magnetischen Masse 

dN ^dX dY 
dt dy dx 

Analog gelten nach den Achsenrichtungen X und Y des gedachten 
Coordinatensystemes für die magnetischen Kräfte L und AI 

dL^dY dZ 

dt dz dy 

und 

dM ^ dZ dX 

dt dx dz 

Ist die magnetische Inductionsconstante nicht gleich Eins^ so 
sind die magnetischen Kräfte noch mit dieser Constanten fc zu mul- 
tiplicieren. 

Für die elektrischen Kräfte gewinnen wir die Werte, wenn 
wir um eine elektrische Kraftströmung, zunächst etwa um die Rich- 
tung der X-Achse einen Einheitspol bewegt denken. Derselbe werde 
längs des Umfanges des Rechteckes dydz geführt. Ist die Krafk 
längs einer Seite dy gleich M, so ist sie längs der gegenüberliegen- 
den Seite M -\- {dM/dz) dz] die Kraft längs dz sei N und längs der 
gegenüberliegenden Seite N -{• (dN/dy)dy. Die Arbeit bei der Be- 
wegung des Einheitspoles im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers, 
von der positiven X-Seite betrachtet, ist 

dW= - Mdy + Ndz -f (m+ ^dz)dy-{N+ '^dy)dz 
oder 

Diese Arbeit ist im elektromagnetischen Masse (§ 126) gleich 43ri, 
oder wenn wir i durch die Elektricitätsmenge q - dy • dz, nämlich 
durch (dq/dt)dy • dz ausdrücken und die elektrische Verschiebung 
der elektrischen Kraft X proportional setzen, ==^Jc(dX/dt)dyde] und 
damit erhält man für die elektrische Kraft 

i^dX^dM dN 
dt dz dy 

und analog • 

]c— = — — — 
dt dx dz 

und 

jdZ ^ dL dM 

dt dy dx 

Beide Gleichungsgruppen für die elektrischen und magnetischen Kräfte 
können nun z. B. dazu verwendet werden^ die Gleichungen f&r die 
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elektrischen Wellen zu ermitteln. Man hat zu (üeaem Zwecke nur 
die magnetischen Kräfte zu eliminieren und erhält die Gleichungen 
für transversale elektrische Wellen in völliger Übereinstimmung mit 
den Versuchen von Hertz. Auch Biot-Savarta Gesetz Ksst sich daraus 
gewinnen. 

b) Eine mechanische Deutung der gewonnenen Grundglei- 
chungen ergibt sich aus den §§ 52b und 125. In § 52b wurde nach- 
gewiesen, dass das Gleich ungssjstem für die Kräfte im elastischen 
Felde in die Maxwell-Hertz'Bchen Gleichungen übergeht, wenn man 
die elastischen Kräfte nicht der relativen Verschiebung rf§, son- 
dern der absoluten Verschiebung | der Raumelemente proportional 
setzt. Diese Verschiebung kann man auf eine Polarisation der Mole- 
eule bezieben, die durch eine Oberflächen Verschiebung erreicht gedacht 
werden kann; demnach dürfen die eigenen elastischen Kräfte der 
Ranmelemente, die Kräfte des Selbstpotentials der MoIecUle 
als elektrische Kräfte betrachtet werden, (Vgl. §§ 53 und lOOe.) 

Im Sinne der mechanischen Deutung der elektromagnetischen 
Kräfte nach § 125 kann man die Beziehung zwischen den elektrischen 
und magnetischen Kräften in folgender einfacbeu Weise gewinnen. 

Bewegt sich eine Elektricitätsmenge q (Fig. 91) in der Richtung 
V mit der Geschwindigkeit m, so ist die drehende Kraft f in einem 
Elemente Ä des Feldes 
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und das Drehungsmoment, beziehungsweise 
demselben proportionale magnetische Kraft. 



iV = 



x^k 



qiodt rfr 




Hierin ist q/r* die elektrische Kraft aut die 

Elektricitätseinheit in Ä; setzt man agdt/r' der 

zu if parallelen elektrischen Verschiebung in Ä 

proportional, so entspricht agdt sin a/r' der Verschiebung längs f. 

Bezeichnet F die Kraft dieser Verschiebung, so kann man setzen 

N=k'F. 
Daraus folgt 

und 
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Zu dem Werte für J^ gelangt man auch, wenn man für die durch 
das Biot-Savart'sche Gesetz gegebene magnetische Kraft W die Ände- 
rungen nach der Zeit und der Entfernung direct berechnet und daraas 
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die gemeinschaftliche Function F erschliesst. Die physikalische Be- 
deutung lässt sich ausser der angegebenen Weise noch wie folgt an- 
geben: qtodtmn a ist das zu r normale Verschiebungsmoment von q\ 
nur dieses wirkt elektromagnetisch. Es wird relativ ersetzt durch 
das Verschiebungsmoment ^fodtsAna/r^ in A^ und diesem proportional 
ist F, 

Die beiden letzten Werte stimmen der Form nach mit den obigen 
allgemeinen Gleichungen überein, wenn man diese entsprechend spe- 
cialisiert. v ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
und magnetischen Erregungen. Seine Bedeutung geht auch aus der 
Gleichung für die elektrischen Schwingungen hervor, welche durch 
Elimination der magnetischen Kraft gewonnen wird; man erhält dafür 

Die Gleichung entspricht transversalen Schwingungen, beziehungsweise 
transversalen Wellen. In der Form von solchen Wellen pflanzen sich 
die elektrischen Kräfte im Felde fort. Für die magnetischen 
Kräfte erhält man eine Gleichiuig von derselben Form, und daher 
pflanzen sich auch diese durch transversale Wellen mit gleicher Ge- 
schwindigkeit fort. 

c) Die Energie der elektrischen und magnetischen Verschie- 
bungen lässt sich in ähnlicher Weise wie die einer elastischen Ver- 
schiebung berechnen (§ 53). Wir setzen die Verschiebungsarbeit 
gleich dem Producte der Verschiebung in die wirkende mittlere Kraft, 
die der Verschiebung selbst proportional ist, für die elektrische 

Verschiebung also —Ic^^F^ und für die magnetische -^j-fi^N^, — 

F und N seien beziehungsweise die elektrischen und magnetischen 
Kräfte. Die Grösse iTcJc^ bedeutet die Dielektricitätsconstante (§ 100), 
für die kurz 1c gesetzt werden soll; und 43r|Lti ist die magnetische In- 
ductionsconstante, die kurz fi heissen mag. Damit werden die beiden 
Arbeitswerte IcF^/STt und fiN^ßTt, 

Mit Benützung der Componenten X, Y, Z der elektrischen Kraft 
und der Componenten L, ü/, iV der magnetischen Kraft ist die Energie 
für eine Raumeinheit 

Tr= A(X8 + pi + z^*) + ^(L» + M* + i^). 

Das Theorem von der Fortpflanzung der Energie und den Beziehungen 
der Fortpflanzungsrichtung zur Richtung der elektrischen und mag- 
netischen Kräfte vnirde von Poynting behandelt^). (Vgl. hierzu das 
Capitel über Doppelbrechung des Lichtes.) 

1) J. G. Wallentin, Festschrift zur Philologenversammlung in Wien 1893. 
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§ 139. Elastldtätstlieorie. Mit Ausnahme von Aristoteles und 
vielleicht noch Leonardo da Vinci und Galilei hielten die Gelehrten 
bis zum 17. Jahrhunderte das Licht für einen unwägbaren Stoff ^). 
— Erst nachdem Hooke (1635 — 1703) und die Jesuiten Paradies 
(1636 — 73) und Ango (1682) das Licht verglichen hatten mit einer 
Bewegung des Pendels und mit den Wellen, welche durch einen ins 
Wasser geworfenen Stein entstehen, legte Huygens durch seine 
Feststellungen (1683 und 1690), dass das Licht eine moleculare 
Vibrationsbewegung und der Äther der Träger der Lichtschwin- 
gungen sei, und femer durch das nach ihm benannte Princip der 
einhüllenden Wellen den Grund zu der heute allgemein anerkannten 
Wellentheorie oder TJndulationstheorie. 

Gegenüber der von Newton (1642 — 1727) vertretenen Emissions- 
hypothese arbeiteten Euler, Young und Fresnel an der Vollendung 
einer sicheren Basis für die Wellentheorie. Euler lehrte den Ver- 
gleich zwischen Licht und Schall; er erkannte die Periodicitöt dey 
betreflPenden Schwingungsbewegungen und die Analogie zwischen Ton- 
höhe und Farbe; er zeigte durch sinnreiche Vergleiche zwischen 
Farben dünner Blättchen und Tönen von offenen Röhren, dass die 
Farben gleichwie die Töne in der Wellenlänge beziehungsweise 
in der Schwingungszahl begründet seien, dass dem rothen Lichte 
die tiefsten Töne (die längsten Wellen), den blauen und violetten 
Farben die höchsten Töne (die kürzesten Wellen) entsprechen. 
Young war der Erfinder des Interferenzprincipes und Fresnell voll- 
endete den Ausbau des Fundamentes durch eine glückliche Verbindung 
des Principes der einhüllenden Flächen mit dem Interferenzprincipe 
sowie durch die Annahme transversaler Lichtschwingungen; er zer- 
störte zugleich endgiltig das durch zahlreiche Nebenannahmen gross 
gewordene Gebäude der Emissionstheorie. — Nachdem nämlich durch 
Spiegelversuche und durch Experimente mit dem Interferenzprisma er- 
wiesen war, dass zwei Lichtstrahlen mit entsprechenden Phasenunter- 



1) Verdet, Vorlesungen über die Wellentheorie des Lichtes. Deutsche Be- 
arbeitung von Prof. Dr. Karl Exner. I. Bd. S. 9—25. 



430 XL Licht. [§ 139—140. 

schieden sieh gegenseitig yemichten können^ dass also Licht zu Licht 
hinzugefügt Dunkelheit zu erzeugen imstande ist, konnte nicht weiter 
geglaubt werden^ dass das Licht ein Stoff sei; es musste fortan als 
Thatsache angenommen werden, dass das Licht in einem Bewegungs- 
zustande begründet sei. Die Undulationstheorie ist seither mit 
grossem Aufwände von Genialität ausgebaut und zur Erklärung der 
Fortpflanzung, der Beugung, der Reflexion, der Polarisation, der ein- 
fachen und doppelten Brechung verwertet worden. 

Da diese Theorie das Licht als einen Bewegangszustand der 
Theilchen eines im Räume überall ausgebreiteten Mediums erklart, so 
stützt sie sich selbst auf die Principien der Mechanik. Von ganz 
besonderer Bedeutung unter diesen ist auch für die Optik das Princip 
der Erhaltung der Energie. Dasselbe lehrt die Leistungs- 
fähigkeit der bewegten Massentheilchen und stellt das Licht als 
eine lebendige Kraft oder kinetische Energie dar; es zeigt die 
Ursache respective die Äquivalenz dieser Bewegungsenergie in der 
Arbeitsleistung einer potentiellen Energie, welche durch den Beleuch- 
tungsprocess der Lichtquelle zur Auslösung gelangt. Li mathematischer 
Form gibt das Energieprincip meist sehr einfach die genauen Gesetze 
der Ausbreitung und der Intensität des Lichtes. 

§ 140. Elektromagnetische Lichttheorie. (Maxwell 1861.) a) Er- 
scheinungen. In den letzten Jahrzehnten sind eine Reihe von Er- 
scheinungen bekannt geworden, welche auf eine innige Beziehung 
zwischen Licht und Elektricität hinweisen. Faraday entdeckte (1845), 
dass jede durchsichtige Substanz in einem magnetischen Felde die 
Polarisationsebene eines Lichtstrahles zu drehen, nämlich die Licht- 
schwingungen aus ihrer Richtung abzulenken vermag. Die Ablenkung 
erfolgt bei den meisten magnetischen Körpern im entgegengesetzten 
Sinne desjenigen Stromes, der das magnetische Feld zu erzeugen im- 
stande wäre. Zu den Versuchen benützt man einen starken Elektro- 
magnet von Ruhmkorff, in welchem der Eisenkern hohl ist, und 
dessen Höhlung von polarisierten Lichtstrahlen durchsetzt wird. Eine 
besonders starke Drehung erhält man mittelst eines aus Bleiborsilicat 
bestehenden schweren Glases und auch mit Schwefelkohlenstofifflüssig- 
keit. Eundt führte (1884) den Nachweis, dass eine dünne durch- 
scheinende Eisenscheibe, normal zu den Kraftlinien eines magnetischen 
Feldes gehalten, die Polarisationsebene eines Lichtstrahles nach der 
Seite dreht, nach welcher der magnetisierende Strom fliesst. Kerr 
beobachtete (1876), dass die Polarisationsebene eines polarisierten 
Lichtstrahles, der von einem Magnete reflectiert wird, ebenfalls ge- 
dreht wird. 

Becquerel construierte (um die Mitte dieses Jahrhunderts) photo- 
elektrische Elemente, indem er zwei mit frischem Niederschlag von 
Silberchlorür überzogene Silberplatten in einem mit Wasser gefüllten 
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Oefässe aufstellte und die eine Platte beichtete. Die Zusammen- 
stellung wurde von Börustein, Kalischer, Ünllwaclis u. b, verbesaert. 

Willoughby Smith machte (1875) die Entdeckung, dass Selen 
unter dem EinHiisae des Lichtes den elektrischen Leitungs widerstand 
bedeutend yermindert. Darauf gesttltzt haben Graham Bell und 
Summer SelenKelleu constnüert, die zur Construction des Photo- 
phons benützt wurden. 

Im Jahre 1876 machte Kerr die Entdeckung, dass Glas eine 
wirkliche Spannung erleidet, wenn es einer elektrostatischen Spannung 
unterworfen wird, und daas das Glas in diesem Zustande Doppel- 
brechung hervorruft. Bei den betreffenden Versuchen wurde in je 
einer Vertiefung zu beiden Seiten der Glasplatte ein Leitungsdraht 
von einer elektrisch geladenen Verstärkungaflasehe befestigt. Das 
Glas verhielt sich so, als wenn es sich in der Richtung der elektri- 
schen Kraftlinien ausgedehnt hätte. Ändere Isolatoren »eigen ein 
ähnliches Verhalten. 

Hertz beobachtete (1887), dass die Funken eines Inductions- 
Qp parates eine bedeutende Si'hlagweite erlangen und einen regel- 
mÜssigeren Verlauf nehmen, vcenn sie belichtet werden. E. Wiedemann 
und Ebert fanden (1888), dass zwischen den Elektroden einer in Be- 
wegung befindlichen Influenzmaschine ein Funkenstrom veranlasst 
werden kann, wenn die negative Elektrode belichtet wird. Elster 
und Geitel zeigten, dass negativ elektrische Conductoren durch Be- 
lichtung entladen werden können; sie fanden, dass die Amalgame des 
Kaliums und Natriums in verdünnten Gasen zu den Versuchen be- 
sonders geeignet seien. Aber auch viele Mineralien lassen sich durch 
Belichtung elektrisch entladen. 

b) Gestützt auf die im Gebiete der Elektricitütslehre ausgeführten 
Untersuchungen und dargelegten Anschauimgen Faradajs stellte Maxwell 
seine berühmte Theoriq der Elektricität auf und zeigte, dass die 
Gnmdgleichungen des elektromagnetischen Feldes (§ 138) auch die 
Gesetze der Lichterscheinungen enthalten; die damit begründete Theorie 
heisst die elektromagnetische Licbttheurie'). Dieselbe hat gegen- 
über der bisher gebräuchlichen Elasticitätstheorie Vorzüge, die ihr 
bald die allgemeine Anerkennung verschaffen werden; sie entscheidet 
den nach der elastischen Theorie bestehenden Zweifel, ob die Schvrin- 
guugsrichtung eines durch Heäexion polarisierten Lichtstrahles nach 
F. Neumann in der Einfallsebene liegt oder nach Fresnel normal 
dazu steht, durch die Feststellung, dass beide Schwingungsrichtungen 
vorhanden sind, nämlich die zu einander senkrechten Richtungen der 

1) Maxwell, Lehrbuch der KlektricitUt. Deutsch von Weiiutetii. A. Uertz, 
Cber d. GrundgL d. Elektrodjmamilc. Wied. A. 10. P. Volkmaim, Yorlesuugua 
er lue Theorie des Lichtes. 1891. H. FoiniMirä, Elektricität u. Optik. Deutsch 
a JTigct n. Gumlich. 0. l'umlira, Elektromagn. Lichttheorie. ISäU. 
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elektrischeD notl mi^^etischea Schwitiffungen. Die Gmiid^leicfai 
geben ferner die Grenzbedingungen für die Reflexion und Brechi 
welcbe nach Helmholtz mit der Elaäticitätstheorie oicht im Einklang 
stehen. Endlich wird durch Entst«bnDg der Leitungsströme und Eut- 
wiekelung Joüle'scher Wärme die Absorption und auch die Erschei- 
nung der Farbenzerstreuung erklärt'), für deren Entstehung die reine 
Ehistiüitätstheorie keinen Grund anzuführen hat. 

Von besonderer Wichtigkeit ist, dass dieselben Gleichnngen die 
Erscheinungen der Elektricität, des Magnetismus, des Lichtes und der 
strahlenden Wärme erklären, und dass die bei den Terschiedeuen 
physikalischen Phänomenen auftretenden coustanten Grössen 
Ikältuiss der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, Brechungaexponenl 
Wurzeln aus der Dielektricitätsconstantea) zifl'ermäsaig gleich sind. 

Die Maxwell'schen Gleichungen (g 138J enthalten ausser den eh 
trischen Kräften X, Y, Z auch die magnetisches Kräfte i, M, K 
In der Berücksichtigung dieser liegt ein hauptsächlicher Unterschied 
der elektromagnetischen gegenüber der elastischen Lichttheorie. Die 
Gleichungen ergeben leicht, dass periodisch veränderliche elek- 
trische oder magnetische Zustände der Körper sich im Kraftfelde 
fortpflanzen und daselbst elektrische und magnetische Wellen erzeugen. 
Die Existenz solcher durch rasche Stromunterbrechungen hervorzu- 
rufenden Wellen und deren Fortpflanzung, Reflexion, Brechung und 
Polarisation hat Hertz durch seine berühmten Versuche (Wied. A. 
1889) nachgewiesen. Die elektrischen WeUen verhalten sich demnach 
ebenso wie die Wellen des Lichtes und der strahlenden Wärme; der 
Unterschied kanu nur in den Schwingungszahlen der betreffenden 
WeUen zu suchen sein. Die Schwingungszahlen dos Lichtes liegen 
innerhalb der Grenzen 1 Bill, und KXH) Bill. Hertz verwendete bis 
ICM-t Mill. Schwingungen^ die durch rasch aufeinanderfolgende Induc- 
tionsstrÖme eines Ruhmkorif erzeugt wurden. 

Auf Grund der Versuche über schnelle elektrische Schwingtmgen 
wurde von einigen Physikern die Elektncität überhaupt als ein 
Seh wingungsKU stand des Äthers mit bestimmten Schwingungszahlen 
betrachtet. Die Femewirkung müsste danach durch fortschreitende 
Wellen erklärt werden. Nach der Theorie der Verschiebung ist eine 
solche Annahme nicht nöthig; es genügt bei statischen Zuständen 
im Kmftfelde die behandelte einfachere Annahme, dass die Kräfle 
durch eine Verschiebung des Äthers, die als eine Viertelschwingung 
zur Erreichung einer dauernden Amplitude aufgefasst werden 
entwickelt werden. Die Kraft selbst mag allerdings durch Wi: 
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1) Kolticek, Diapersionatheorie. Wied. A. 84 ii, 37. Helmiioltx, Wied. d 
Bil. 4B. B. 989. GoUlliiimmpr Bil. 37. 8. Sil. Drude Bd. iS, 8. 53G nod DniÄ 
Physik des Ätherit. 11, Elivrt, Mii)^. uud eleklr, Krscbeinuugen, Wied. A. IM 
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t^eäuasert werden, deren Projectionen nach gewisser Richtung hii 
Schwingungen darstellen. 

§ 141. Fortpflanznng des LlcbteB. Wir setzen Tomus, da»a im 
Ursprünge eines Coordinatensyatems periodisch veränderliche ÄtheP« 
Verschiebungen, also Schwingungen der Atberth eilchen stattfinden] 
wir nehmen die Verschiebungen tj parallel der T- Achse an und he* 
trachten deren Fortpflanzung länga der X-Achse. In diesem Falle 
sind io den Maxwell 'sehen Grimdgleichungen die elektrischen Vei^ 
Schiebungen, also auch die elektrischen Krattcomponenten X^Z=0, 
femer die magnetischen Kräfte L^JVf=0; es bleiben nur die| 
elektrische Kraft T und die zur .^-Achse parallele, alao zu T nor- 
male magnetische Kraft N. Die Gleichungen reducieren sich auf 
folgende Formen 



Durch Elimination folgen leicht die Gleichungen für die Schwin- 
gungen der elektrischen und magnetischen Kraft 



Es kann für Y auch die elektrische Verschiebung ■>] gesetzt 
werden und die erste Gleichung ninunt die gewöhnliche Form an, 
welche die Elasticitätstheorie für Transversal wellen liefert; es ergeben 
sich demnach auch die för diese Wellen geltenden Folgerungen. Der 
Gleichung genügt der für transversale Wellen giltige Wert 

r=o ain 2re(j, — y)- 

Durch Einführung desselben wird ersichtlich, dass die Fortpflanzu 
gesch windigkeit der elektrischen Schwingungen (A/Z*) durch den Weri 
yl/Afi bestimmt ist. Die magnetische Kraft N, welche zur Z-Acbse 
parallül ist, folgt denselben Gesetzen; sie ist zur elektrischen Kraft Y 
normal und pflanzt sich mit derselben Geschwindigkeit yi/fc(i fort, 
Jeder polarisierte Lichtstrahl besteht demnach aus den zu einander 
senkrechten elektrischen und magnetischen Schwingungen. 

Bezüglich der Constanten ist zu bemerken, dass h mit der Dielek- 
tricitÄtsconstanten Übereinstimmt, fx ist die Magnetisierungsconstante, 
Da in den verschiedenen Körpern k verschieden ist, während /* bei 
den meisten Körpern fast gleich, und zwar gleich Eins ist, so sind 
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hauptsächlich die elektrischen Eigenschaften der Körper für ihr 
optisches Verhalten bestimmend. 

Das gewonnene Gesetz der Lichtwellen gestattet ^ die Erschei- 
nungen der geradlinigen Fortpflanzung^ der Beugung und der ver- 
schiedenen Interferenzen abzuleiten. 

§ 142. Grenzbddingmigen. Reflexion und Brechimg. a) Die Grenz- 
bedingungen, welche in der Berührungschichte zweier yerschiedener 
Medien / und // beim Durchgange des Lichtes in Betracht kommen, 
lassen sich aus den elektromagnetischen Grundgleichungen entwickeln, 
indem man dieselben auf ein Raumelement der Grenzschichte bezieht 
Die Grenzfläche selbst sei die a;y- Ebene. Findet in der Richtung 
der Grenzebene keine plötzliche Änderung der Kraft statt, so müssen 
an jeder Stelle dieser Ebene die elektrischen Kräfte beider Medien 
gleich und die magnetischen Kräfte beider Medien ebenfalls gleich 
sein; also muss 

x^ = x„ r, = r„ 4 = 4, M, = M, 

sein. 

Daraus folgen auch die Bedingungen für die Verschiebungen und 
die Kräfte normal zur Grenzfläche. Zur Bestinmiung derselben be- 
nützen wir die Grundgleichungen (§ 138) in den allgemeinen Formen 

,dLZ _ dM dL 

dt dx dy 
und 

dN_dY dX 

^ dt dx dy 

Wenden wir jede Gleichung auf beide Mittel an und beachten 
die Gleichheit der bezüglichen Differentialquotienten in beiden Medien, 
so folgt 

Äj • Zj == k^Z^ und jüi^i = ^N^y 

d. h. in der normalen Richtung zur Trennungsebene sind nicht die 
Kräfte, sondern die elektrischen Polarisationen untereinander 
und die magnetischen Polarisationen untereinander gleich. 

Für die Reflexion und Brechung lässt sich unmittelbar das 
in § 57 abgeleitete Gesetz geltend machen. 

Dieselben Gesetze ergeben sich auch aus der yorstehenden Grenz- 
bedingung. Erfolgen die Schwingungen normal zur Ein&llsebene, 
also parallel zur Trennimgsfläche, und setzt man für die elektrischen 
Kräfte Y die Verschiebungen iy, die von jenen durch einen constanten 
Factor 1/k verschieden sind, so hat man die Bedingung 

Dieselbe gilt nicht nur für Elongationen in der Trennungsfläche, 
sondern auch für Elongationen, die in gleich langer Zeit r entstanden 
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sind. Mit Berücksichtigung dessen lässt sich nach Einführung der 
Werte für rj^, iy/ und % in § 57 die dort angegebene Schlussweise 
auch hierher übertragen, und es ergeben sich so wieder die Gesetze 
der Reflexion und Brechung. 

Die Annahme, dass die Schwingungen eines polarisierten Licht- 
strahles normal zur Einfallsebene erfolgen, entspricht der Fresnel- 
schen Anschauungsweise. F. Neumann nahm die Schwingungen in 
der Einfallsebene an; auch diese Annahme führt zu denselben Re- 
flexions- und Brechungsgesetzen. Die betreffenden Schwingungen 
eines polarisierten Lichtstrahles entsprechen nach der elektromagneti- 
schen Lichttheorie den magnetischen Schwingungen. 

b) Aus den Grenzbedingungen erhält man auch die Grösse der 
elektrischen Kräfte für die reflectierte und gebrochene Welle. 

Wir betrachten zur Einfallsebene normale elektrische Schwin- 
gungen und benützen die Grenzbedingungen 

Y^ + Y^=Y^ und Li + L/ = 4. 

Aus der letzten Bedingung folgt (nach § 138), da X= Z =0 ist, 

dz "^ dz dz 

Für die elektrischen Kräfte dreier entsprechenden Punkte in den drei 
Strahlen gilt wegen des gleichzeitigen Schwingungsbeginnes 

Y, = 2)i Sin 2« [y J- j, 

V cn ' • o / * a: sin a + £? cos a\ 

Fl = 3)i sm 2ä [^ ^ ) , 

Yi = V2 sm 2n [^ ^ -) ' 

Darnach ist 

dY, a\ 2xpco8a ^ /* X sm a -\- z coa a\ 29r cos a ^^ 

Hierin ist Y^ ebenfalls eine elektrische Kraft von beliebiger Allgemein- 
heit, die von Y^ um ein Vielfaches einer Viertelwellenlänge entfernt 

ist; esL darf demnach auch F^ und die zugehörigen Kräfte F^' und Fg 
in die Grenzbedingung eingeführt werden. Die oberen Unterschei- 
dungsstriche dürfen dann wieder fortgelassen werden. Durch Sub- 
stitution der Werte {dYJdz) etc. und Beachtung, dass dz für den 
einfallenden und gebrochenen Strahl gleiche Vorzeichen und für den 
reflectierten entgegengesetztes Vorzeichen haben muss, erhält man 

(Fl — F/)^cosa=F,^cosj3 
oder, weil 

28* 
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Ii sin er 

(I\ — F/) COS a sin j3 = Y^ cos /3 sin et . 

Durch Verbindung dieser Gleichung mit Y^ -(- y/ = Y^ folgen leicht 
die Kriifte 

F/=F.?i"fc''i und T, = Y,^-^^. 

* 1 Sin ((J + «) 811^ (« + W 

In ähnlicher Weise lassen sich die elektrischen Kräfte der Re- 
flexion und Brechung berechnen, wenn die elektrische Kraft jP in 
der Einfallsebene normal zum Lichtstrahle wirkt. Es sind alaHann 
die elektrischen Kräfte 

X = F cos a und Z = jF sin a 

und die magnetische Kraft 

dM dZ dX 
dt dx dz 

Femer gelten fOr X und Z Gleichimgen von der Form 

V yj ' « /* x8ma-\- z cos a\ 
A = S sm 2ä [-j; ^ j . 

Durch Einführung dieser Werte in die Grenzbedingungen 

Xi + X/=X, und M,'^M,'=M^ 
gewinnt man die Gleichungen 

(Fl + F/) cos a = I\ cos j3 , 

dt ~ i, ' dt~ ~ X, "^^ dt i; 

Nun erhält man 

(Fl — F/) sin j3 = Fjj • sin a 
und endlich wird 

J,;'=i^t«(P-«) und F,==F,-.^pp^--. 

tg (a + (?) * * sin (a + P) 008 (a — (J) 

Die elektrische Kraft der reflectierten Welle verschwindet, wenn 
{a -\- ß) = 90®. Dieser Fall dient zur Erklärung der Polarisation 
des natürlichen Lichtes durch Reflexion. Wenn nämlich natürliches 
Licht, bei dem Schwingungen nach allen Richtungen normal zum 
Lichtstrahle vorkommen, unter der Bedingung a -(- j3 = 90® auf einen 
Spiegel auffällt, so enthält der reflectierte Strahl keine elektrischen 
Schwingungen, welche in der Einfallsebene vor sich gehen, sondern 
nur Schwingungen normal zur Einfallsebene; der reflectierte Licht- 
strahl ist alsdann linear polarisiert. Die Folgerung entspricht der 
Fresnerschen Theorie, nach welcher die Lichtschwingungen zur Po- 
larisationsebene normal gerichtet sind. 
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Es ist auch von Interesse, zu bemerken, duss Fresnel in seiner 
Elusticitätatheorie zu den eben gewonnenen Gleichungen fftr die 
Amplituden der reflectierten niid gebroclienen Strahlen gelangte, 
indem er die vorstehenden GrenzbedinguJigeu für die elektrischen 
Kräfte als Continuitätsprincip für die elastischen Verschiebungen und 
anstatt der Grenzbedingung für die magnetischen Kraft« das Princip 
der lebendigen Kräfte anwandte; er setzte die lebendige Kraft der 
schwingenden Äthert heilchen der einfallenden Strahlen, die sich in 
einem Räume zwischen einem bestimmten Stücke einer Welleuebene 
und der Grenzebene befinden, gleich der Summe der lebendigen Kräfte 
der reflectierten und gebrochenen Strahlen, die aus den betreffenden 
einfallenden Strahlen entstehen. 

§ 143. BrechangBexponent. DlelektrlcltätscoiiBtaDte. Gohäsione- 
oonstante. a) Der Brechungsexponent für den Fall, dass ein Licht- 
strahl aus der Luft uder ans dem leeren Ranme in einen anderen 
Körper übergeht, ist nach dem vorhergehenden Paragraphen gegeben 
durch 



-n- 



Die magnetischen Inductionsconstanten fi für beide Medien sind als 
gleich angenommen und fortgelassen. Die Constanten k sind nach 
§ 138 die Verwandlungsfactoren der elektrischen Kraft in die elek- 
trische Verschiebung; sie sind die reciproken Werte der Constanten 
2k und A/4ii in § 101b und c. Setzt man A'j = 1, so bedeutet dem- 
nach A', die Dielektricitätsconstante des brechenden Mittels, und wir 
gewinnen den von Maxwell aufgestellten Satz, dass der Brechungs- 
exponent der Quadratwurzel aus der Dielektricitätacunstanten 
gleich ist. Die Übereinstimmung dieser Constanten ist ein wichtiger 
Grund für die Ansicht, dass dasselbe Mittel Träger der Elektricität 
und des Lichtes sei, also ein wichtiger Grund ftir die elektromagne- 
tische Lichttheorie. 

Einige Werte für den Brechungsexponenten n und die Quadrate 
Wurzel aus der Di elektricitätscon stauten nach Tschegläjew sind 

Glas 1-538 1503 

Benzol 1-476 1-473 

Wasser 1323 1320 

Äthylalkohol 1-353 1273 

Amylalkohol 1397 1487. 
b) Die elektrische und die Cohäsionsenergie geben, als 
Volumsenei^ien eines Feldes betrachtet, Werto von ganz überein- 
stimmenden Formen. Die Ladungsenergie eines elektrischen Conden- 
sators, dessen äussere Belegung zur Erde abgeleitet ist, ist nach 
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§ 101b oder c gegeben durch das Product ans dem elektrostatischen 
Druck auf die Flächeneinheit in das Volumen des Dielektricums; man 
hat dafür den Wert 

W ==k ' p ' V = 4nk ' d^ • V. 

Hierin bedeuten l/2k die Dielektricitatsconstante und 9 die elek- 
trische Dichte der Ladung. 

Die Cohäsionsarbeit des Körpers ist (nach §§ 48 und 59) 

wenn a die Cohäsionsconstante, d die Dichte und t; das Eörpervolumen 
angeben. 

Die beiden Energiewerte besitzen ersichtlich ähnliche Formen. 
Nimmt man an, dass dasselbe Mittel Träger der Elektricität 
und der Cohäsion ist, dann sind die Constanten k und a den 
ElasticitätscoefiScienten dieses Mediums proportional, und beide Grossen 
müssen selbst einander proportional sein^). 

Der Umstand, dass die Cohäsion bei den Schallwellen in Wirk- 
samkeit tritt und eine bedeutend kleinere Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit hervorruft als die des Lichtes, spricht nicht dag^en, dass das- 
selbe Mittel Träger der Cohäsion und des Lichtes sei. Denn bei 
jeder Wellenbewegung pflanzen sich Potentialänderungen von einem 
Erregungscentrum aus fort; es ist nun sicher, dass bei den Schall- 
wellen sich die Wechselwirkungspotentiale der Molecüle ändern, 
und dass sich diese Änderungen fortpflanzen; und es ist höchst wahr- 
scheinlich, dass bei den Licht- und elektrischen Schwingungen die 
Selbstpotentiale der Körpertheilchen Änderungen unterworfen werden 
und die Änderungen sich in Wellenform fortpflanzen. Die Anschau- 
ung steht im Einklänge damit, dass der elektrische Spannungsznstand 
von einer elektrischen Polarisation der Molecüle begleitet oder sogar 
durch diese bedingt ist. In dem Werte für die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit yP/ä bedeutet P bei den Schallwellen den Elastici- 
tätsmodul oder ungefähr die Cohäsion ad* des Körpers j^ bei den 
Lichtwellen gibt P = k den Elasticitätscoefficienten des Äthers an, 
der mit a zu vergleichen ist. 

Eine rechnungsmässige Prüfung der ausgesprochenen Hypothese 
ist imter den gegenwärtigen Umständen schwer vollständig durch- 
führbar. Es ist ohneweiters klar, wenn die Cohäsionsconstante a 
und der reciproke Wert der Dielektricitätsconstanten k proportional 
sein sollen, und wenn die Dielektricitatsconstante mit dem Quadrate 



1) Siehe meine Abhdlg. in Exners Rep. 1891 und meine Schrift über den 
Ätherdruck 1893. S. 62. 
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des optiBchen Brechuiigsexpon eilten n übereinstimmt, dass dann das 
Product on' eine conatante Grösse sein müsse. 

Um nun diese Bedingung zu prüfen, müsaten aämmtliehe Werte 
eines Körpers, die zur Berechnung von a und « in Anwendung ge- 
bracht werden, sicli auf genau denselben Zustand beziehen; bei den 
von verschiedenen Forsuhem ermittelten diesbezüglichen Daten wurde 
diese Rücksicht selbstverständlich nicht geübt; ja es weichen die für 
dieselbe Cohäsion, beziehungsweise für den Elasticitätsmodul desselben 
Stoffes angegebenen Zahlen oft sehr bedeutend von einander ab. 
Eine Ursache dessen mag in den verschiedenen molecularen Verände- 
rungen bei den verschiedenen Versuchen liegen. Unter solchen Um- 
ständen bleibt die Verwendbarkeit der verfügbaren Daten unsicher; 
diesbezüglich angestellte Rechnungen können nur den Wert von 
näherungs weisen Schützungen beanspruchen. 

Einige Werte sind folgende'): 



Luft 


o — 1890, 


«—1000294, 


a»^ 


— IG90 


Wasser bei 15" C 


«„ — OdOOlDl, 
ß = 00000455, 
1/^ - 1-00085, 


P _ 950 Ata,, 
o-95fl 
» — 1-312 


a»j' 


— 1640 


Quara bei 17" C 


« — 00000362, 
ß — 000000233, 


P = 4510 Alm. 
o — 670 
« - 1-56 


an' 


= 1650 


Hl»« (bleihaltig) 


a — 0000024, 
ß — 00000025, 
d = 2135, 


P — 2620 Atm. 
a = 575 
»-= 1-701. 


<m 


_ 1660 



Diese Zahlen für an\ welche sich auf Körper aller drei Aggregat- 
zustände beziehen, stimmen gut miteinander überein und sprechen 
jedenfalls zu Gunsten der Hypothese eines einheitlichen Ätherdnickes. 

Dagegen lassen sich allertbngs für andere Körper auch ab- 
weichende Werte berechnen; jedoch ist dadurch die Unhaltbarkeit 
unserer Hypothese noch nicht erwiesen, da die meisten der bezüg- 
lichen Grössen von molecularen Veränderungen der Körper nicht 
unabhängig sein dürften. — (Näheres in der Schrift über den Äther- 
dnick.) 

§ 144. Ähnliche Erscheimmgeu in verschiedenen Gebieten der 
Physik. Im AnschJuss an den vorhergehenden Paragraphen, dei' auf 
einen einheitlichen Träger der verschiedenen physikalischen Energien 
hinweisen soll, mögen zu demselben Zwecke einige ähnliche Erachei- 
nnngen des Lichtes, der Elektricität, der Wärme, der Cohäaion und 
des Magnetismus zusammengestellt werden. 



1 

L 



1) Die beuQtzten Daten Bind Winkelmaniu Handbuch d. Ph., Icmer Wüllucrs 
Lehrb. d. Ph. entnommen. (Vgl. auch S. 2öU; dort ist % = l,p.) 
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§ 145. Theorie der Doppelbrecliimg. a) Niveauf lache oder 
Fläche gleicher Arbeit. Doppelbrechung findet in anisotropen 
Medien statt; so z. B. im Doppelspate, der von der Erscheinung der 
Doppelbrechung seinen Namen hat, und in den meisten anderen Kry- 
staUen. (Bartholin 1669, Huygens 1691.) In diesen Medien sind die 
optischen Kräfte nicht mehr nach allen Richtungen hin dieselben, 
wie es bisher bei den isotropen Mitteln angenommen wurde, sondern 
sind nach verschiedenen Richtungen verschieden; daher vermag ein 
solches Medium kein natürliches Licht fortzuleiten, sondern es treten 
mancherlei Modificationen ein. Um die Gesetze der Eraftvertheilung 
und darnach die Polarisation und Fortpflanzung des Lichtes zu er- 
klären, verwenden wir nach J. Stefan die Niveaufläche oder die 
Fläche gleicher Arbeit rings um einen Punkt im doppeltbrechen- 
den Medium^). 

Wir erhalten Aufschluss über die Form der Fläche durch fol- 
gende Betrachtung. Sei die potentielle Energie des Feldes, das Potential 
aller Maasen des Systems auf ein bestimmtes Athertheilchen ^, dessen 
Coordinaten (x, y, e) sind, gegeben durch 

W = f(x, y, z) . 

Eine Yerschiebung des Punktes f» um die äusserst kleine Strecke 6, 
deren Projectionen auf die drei Goordinatenachsen |, i}, ^ seien, führt 
die Energie über in 

Der Taylor'sche Lehrsatz gestattet nun leicht eine Entwicklung 
der Function nach den Verschiebungscomponenten (6, iy, 5) und die 
physikalische Interpretation. Wir gelangen jedoch auch ohne beson- 
dere Umständlichkeit in elementarer Form zum Resultate, wenn wir 
W als eine Function nach steigenden Potenzen der sehr kleinen 
Grössen 6> ^? 5 ausdrücken, hierbei mit den Gliedern der zweiten \ 
Potenz abbrechen und dann die physikalische Bedeutung der ange- 
nommenen Coefficienten untersuchen. Wir gelangen auf solche Weise 
ohneweiters zu der Form 

TF'= «0 + O.I + &,i? + c,t + 4 o, ■ 6« + 4- 6, • 1,» + 4 c, • 5» + 

Setzen wir zunächst die Verschiebung und ihre Componenten 
iij'^ui gleich Null, dann geht W in den ursprünglichen Wert W der 
Energie über und es ist 



1) J. Stefan, Theorie d. Doppelbr. Wiener Sitzb. Bd. 60. Abth. 2. Heft 1—6 
S. 660 etc. 
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Substituiert man diesen Wiert und bildet 

W*-W _ JW 

und setzt nachher wieder alle Verschiebungen gleich Null, so erhält 

man 

dW _ 

d. h. der Coefficient a^ bedeut.et die längs der 2;-Achse gerichtete 
Eraftwirkung des Mediums auf das Theilchen fi in der Anfangslage. 
Soll die ursprüngliche Lage eine Gleichgewichtslage sein, so muss diese 
Kraft und somit auch a^ = sein. Aus denselben Gründen folgt 

Für die Energieänderung des Mediums erhalten wir nun 

Die Energieänderung gibt den Arbeitswertswert für die Verschie- 
bung 6] sie ist stets gleich derselben Grösse ^W^ so oft die Com- 
ponenten 6, i?, 5 der gewonnenen Gleichung genügen. Der geometrische 
Ort dieser Gleichung ist eine Fläche, welche somit alle Punkte angibt, 
in die das Athertheilchen (i durch Anwendung einer bestimmten 
Arbeit ^W verschoben werden kann. Auf welchem Wege das Theü- 
chen in die Fläche gelangt, ist dabei gleichgiltig. — Eine Verschie- 
bung des Theilchens in der Fläche selbst ändert an dem Werte 
^W und somit auch an der Energie nichts; daraus folgt, dass eine 
solche Verschiebung in der Fläche ohne Aufwand von Arbeit ge- 
schehen kann. Eine Fläche von dieser Eigenschaft ist eine Niveau- 
fläche oder Fläche gleicher Arbeit. 

Die Gleichung für ^ W ist die Mittelpunktsgleichung einer Fläche 
zweiter Ordnung. Der Mittelpunkt der Fläche liegt in der Gleich- 
gewichtslage des verschobenen Punktes. Die Fläche ist nothwendig 
geschlossen, weil es keine Richtung geben kann, nach der eine Ver- 
schiebung bis ins Unendliche ohne Arbeitsaufwand bewerkstelligt 
werden könnte; sie ist daher ein Ellipsoid, und wir haben den Stefan- 
schen Satz: 

Um jeden Punkt eines optischen Mediums lässt sich ein 
Ellipsoid construieren von der Beschaffenheit, dass eine 
Verschiebung dieses Punktes bis zu einer Stelle der Ober- 
fläche des Ellipsoides immer mit demselben Aufwände von 
Arbeit gemacht werden kann. Dieses Ellipsoid heisst das 
Ellipsoid der gleichen Arbeit. 

Da bei einer Verschiebung des Punktes in der Fläche gleicher 
Arbeit kein Arbeitsaufwand erforderlich ist, so folgt, dass auf den 



i 
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Punkt keine tangentiale Kraft wirken kann, und wir haben zwei 
weitere ^tze: 

Durch eine Verschiebung in der Richtung des Badias- 
vectors des EllipsoJdes wird eine Kraft geweckt, die mit 
der Normalen des Ellipsoides gleiche Richtung hat. 

Es gibt drei auf einander senkrechte Richtungen, näm- 
lich die der Achsen des EUipsoides, für welche die Rich- 
tungen der Verschiebung und der durch diese geweckten 
Kraft zusammenfallen. 

Beziehen wir nun die Coordinaten des EUipsoides auf seine 
Achsen als Coordinatenachsen, so werden in der vorhergehenden Glei- 
chimg die |, ij, g in Producten zu je zweien enthaltenden Glieder 
wegfallen, also die von der Lage der Coordinatenachsen abhängigen 
Grössen Oj, h^, r. Null werden. Ersetzen wir weiter die ffir das neue 
Achsensystem geltenden Grossen Oj, Jj, c^ durch a^, b*, c*, so geht 
die Gleichung über in die Form 

Auch die hierin benutzten Coefficieuten haben physikalische Be- 
deutung. Setzen wir nämUch '( = 6 = 0, so erhält man als die 
Arbeit der Verschiebung J„ 

Da ^ als eine Halbachse des EUipsoides den Weg des Punktes 
angibt, so ist {-aO'^j die längs des Weges wirkende, mittlere Kraft 
und somit n* der Elastieitätscooffieient oder im Sinne der elek- 
tromagnetischen Lichttheorie ist 4it/a' die Dielektrioitätseonstante in 
der Richtung der X-Achse. 

Durch ähnliche Schlüsse folgt, dass 6' und c' die betreffenden 
Constanten des Mediums in den Riehtungen der Y- und Z-Achse an- 
geben. 

Aus den Gleichungen 

2W „ aJF ,, 2tr „ 

-r« = " , — r = '' , ^TT = '^ 

6, ' lo Su 

folgt der Satz: Jede der drei Haupteonstanten ist gleich 
der doppelten Arbeit, für welche das Ellipsoid construiert 
ist, dividiert durch das Quadrat der zugehörigen Halbachse 
des EUipsoides, 

Sind die drei Hauptconstanten einander gleich, dann nimmt das 
Ellipsoid die Kugelgestalt an; das Medium ist in diesem FaUe 
isotrop. Wie aus dem Folgenden noch hervoi^hen wird, kann in 
diesem FaUe keine Doppelbrechung eintreten. 
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Fig. 98. 




b) Polarisation und Fortpflanzung des Lichtes. Die Er- 
scheinungen der Lichtfortpflanzung in anisotropen Medien ergeben 
sich am einfachsten aus der Betrachtung einer ebenen Wellen- 
fläche, die sich längs ihrer Normalen^ Wellennormale genannt^ 
fortpflanzt. — Da alle Punkte der Wellenfläche gleiche Verschie- 
bungen zeigen, so genügt es zunächst, einen einzigen Punkt ins Auge 
zu fassen. Die Bewegungsgesetze für diesen gelten auch für alle 
anderen Punkte der Wellenebene ^). 

Ein Theilchen im Punkte C (Fig. 92) sei durch einen einfallenden 
Lichtstrahl { aus seiner Gleichgewichtslage um die Strecke 6 ver- 
schoben worden. Wir denken uns um C das 
Ellipsoid gleicher Arbeit construiert und be- 
achten den Durchstosspunkt D der Verschie- 
bungsrichtung, d. i. den Endpunkt von 6. Zu 
dem betreffenden Flächenelemente steht die ge- 
weckte Totalelasticität T normal; dass T mit der 
Richtung der Verschiebung 6 nicht zusammen- 
fällt, ist sofort ersichtlich. Diese Verschiebungs- 
richtung kann daher durch die Kraft T nicht 
erhalten werden; nur solche Verschiebungen wer- 
den bestehen und solche Schwingungen unter- 
halten werden, welche mit der Kraft gleiche Richtung haben. 

Um die Wirkungen der Kraft T ersichtlich zu machen, beachten 
wir die Wellenebene E und zerlegen die ÜLraft in eine zu E normale 
Componente N und in eine in die Ebene fallende Kraft P. Die 
erstere hätte nur die Anregung zu longitudinalen Verschiebungen zur 
Folge; sie darf in der Optik ausser Betracht bleiben. Die Wirkung 
von P ergibt sich aus dem Schnitte der Wellenebene E mit dem 
Ellipsoide. Derselbe ist eine Ellipse (Fig. 93), in welcher im allge- 
meinen die Verschiebung CD nicht in die Rich- 
tung von P fällt. Der Punkt D muss daher eine 
Ablenkung erfahren, bis Weg und Kraft mitein- 
ander übereinstimmen. Die Übereinstimmung tritt 
ein, wenn der Punkt sich längs der Achsen CG und 
CF der Schnittellipse bewegt. Hat die Verschie- 
bung eine dieser beiden Richtungen, so wird auch 
bei ihrer Fortpflanzung eine Änderung der Rich- 
tung nicht eintreten, da dann keine Kraft vorhanden ist, welche eine 
solche Änderung veranlasst. Schwingungsrichtungen längs der Achsen 
der Schnittellipse sind deshalb stabil. 

Bei einer andauernden Lichterscheinung können ausschliesslich 
nur stabile Schwingungsrichtungen vorkommen. Dieselben stehen 
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1) Siehe meine Schrift über den Ätherdmck S. 49. 
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zu einander nonaal und entsprechen zwei zu einander senkreclit po- 
larisierten Lichtstrahlen. Da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
bei einer Plan welle mit Schwingungen von stabiler Richtung der 
Quadratwurzel aus der zu den Schwingungen parallelen Elasticitäts- 
oder Dielektricitätsconstanten proportional ist, so pÖanzen sich diu 
beiden Schwingungen selbständig, jede mit ihrer eigenen äeschwindig- 
keit fort. 

Jede Planwelle, welche Schwingungen von nicht stabiler Rich- 
tung enthält, theilt sich in zwei, von denen eine die zur ersten, die 
andere die zur zweiten stabilen Richtung parallelen Componenten auf- 
nimmt. Beide Wellen pflanzen sich fort mit Geschwindigkeiten, die 
zu den betreffenden Schwingiingsrichtungen gehören. 

Die Betrachtung lüsst sich auf die Brechung des Lichtes in 
Krystallen unmittelbar Übertragen; es ist also damit auch die Doppel- 
brechung und die bei derselben auftretende Polarisation erklärt. 

Weitere optische Gesetze folgen aus den geometrischen (besetzen 
des Ärbeitsellipsoides. Von Wichtigkeit sind die Wellenebenen, welche 
das Ellipsoid in Kreisen schneiden. 

Ln Kreise ist der Radius stets auch die Normale zu dem ent- 
sprechenden Bogenelemente, daher ist in einer solchen Wellenebene 
keine andere Kraftcomponente vorhanden, als die zur Verschiebnng 
parallele, und diese hat für alle Richtungen in der Ebene einen 
und denselben Wert. Solche Schwingung ist der Erhaltung fähig 
und pflanzt sich im Medium ohne Theilung fort. Die Eichtungen 
dieser einfachen Liehtfortpflanzung heissen optische Achsen. 

Es gibt zwei Ebenen, welche das Ellipsuid in Kreisen schneiden; 
dieselben sind leicht zu bestimmen. Sie gehen durch die mittlere 
Achse des EUipsoides, stehen demnach normal zur Ebene der kleinsten 
und grössten Achse. Verzeichnet man in der Schnittellipse dieser 
Ebene, d. i. in der Ellip.se mit der grössten und ideinsten Achse 
jene zwei Durehmesser, welche der mittleren Achse des Ellipsoidea 
gleich sind, so erhalt man die Spuren der beiden Kreisschnitte, — 
Die Normalen zu den bezeichneten Durchmessern geben die Rich- 
tungen der optischen Achsen. — Der eine Winkel zwischen diesen 
wird von der Achse der kleinsten, der andere Winkel von der Achse 
der grössten EUipse halbiert. — Man hat demnach den Satz: 

Es gibt zwei Lagen für eine Planwelle, in welchen jede in ihr 
enthaltene Schwingungsrichtung eine stabile ist. Es sind dies jene 
Lagen, in welchen die Wellenebene das Ellipsoi<l gleicher Arbeit in 
Kreisen schneidet. Es gibt also zwei Richtungen, nach denen eine 
Planwelle mit beliebigen Schwingungen sich ohne Theilung fort- 
pflanzt. Sie heissen optische Achsen und liegen in der Ebene der 
grössten und kleinsten Achse des EUipsoides, ihre Winkel werden 
von diesen zwei Achsen halbiert. 
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An diesen allgemeineu Fall, dass die drei Achaoii des EUipsoides 
gleicher Arbeit sämmtlich vorscliieden sind, lasst sich noch die Be- 
handlung der zwei epeciellen Fälle knüpfen, in welchen entweder zwei 
oder alle drei Achsen gleich werden. Sind zwei der Achsen gleich, 
was durch einen symmetrischen Bau des Mediums um die dritte 
Achse bedingt wird, ao schneidet nur mehr eine zu dieser Achse 
normale Ebene das Ellipsoid in einem Kreise; diese dritte Achse ist 
daher auch nur die einzige optische Achse des Mediums, das Medium 
ist optisch einachsig. 

Beim Rotationsellipsoid ist in der Schnittellipse jeder Welleuebeae 
eine Achse dem Kreisradius gleich-, jeder solchen Schwin^^ng ent- 
spricht die gleiche Elasticitäts- oder Dieiektricitätsconstanto und des- 
halb auch die gleiche F'ortpflanzungsgesch windigkeit. Bei der Doppel- 
brechung in einachsigen Kristallen wird daher immer eine von 
den beiden entstandenen Wellen Schwingungen parallel mit einem 
Kreishalbmesser enthalten. Eine solche Welle pflanzt »ich nach jeder 
Richtung mit derselben Geschwindigkeit fort; sie genügt dem Gesetze 
der einfachen Brechung und wird deshalb auch ordentliche Welle 
genannt. In optisch zweiachsigen Krystallen gibt es nur zwei ausser- 
ordentliche Wellen. 

Ist das Medium nach allen Richtungen gleichartig, so geht da» 
Ellipsoid in eine Kugelfläche über Jede beliebige Richtung ist 
eine optische Achse; das Medium ist ein einfach brechendes. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit transversaler Schwiuf^ingen 
ist gegeben durch die Form 
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Dieselbe ist der Verschiebung ff umgekehrt proportional. ^B 
Nach den in einem Kraftfelde herrschenden Verhältnissen, welche 
bei der Ableitimg der Maswell'scben Gleichungen dargestellt wurden, 
wird durch jede elektrische Schwingung eine senkrechte magne- 
tische Schwingung erzeugt, und durch die betreffenden Verschie- 
bungen werden beziehungsweise elektrische und magnetische KrÄll« 
geweckt. Daraus folgt leicht, daas jede Welle aus zu einander senk- 
lechten elektrischen und magnetischen Polarisationsschwingungen be- 
steht, die in der Wellenebene liegen, dass auf der elektrischen Pola- 
risation die magnetische Kraft und auf der magnetischen Polarisation 
die elefctrisi'he Kraft senkrecht steht; die Richtung beider Kräfte 
tritt im allgemeinen aus der Wellen ebene heraus. Die Richtung, 
welche auf den beiden Polarisationen senkrecht steht, ist die Wellen- 
normale n, Die Richtung, welche auf beiden Kräften senkrecht 
steht, ist die Richtung des Lichtstrahles / (Fig. 92). 

Die Maxwell'schen Uleicbungen selbst nehmen für die Kryataüa 



unter der Vorauasetzung, dasa die SymnietrieaebBt 
natea parallel sind, folgende Fonn an: 



mit den Coordi- 



**» dt dx rfy ' 



dy 



dx 



Die Constanten sind nach den Ächsenricbtungen Terschieden; bei 
den meisten Krystallen sind jedoch fii ^ fj = |1a„ = 1. Das magne- 
tische Verbalten der Krystallö kommt daher dena der isotropen 
Körper gleict; magnetische Polarisation und maguetiache Kraft fallen 
in eine Richtung. Die Gleichungen ei^ben auch die mittelst des 
Ärbeitsellipsoides gezogenen Folgerungen. 

§ 146. Die äussere oonische Refraction'). Im Nachfolgenden 
soll mittelst dea Ellipaoidea gleicher Arbeit die äussere conische Re- 
fraction durch eine elementare Constructionsmethode erklärt werden. 
Diese Erscheinung tritt bekanntlieh bei optisch zweiachsigen Kryatallen 
ein, wenn ein Lichtstrahl den Krystall in der Richtung einer secun- 
daren optischen Achse durchsetzt. Ea besteht dann anstatt einer 
Wellennormalen eine Schar solcher Normalen, welche eine Kegelfläche 
bilden, in der auch die optischen Achsen liegen. Beim Übergang des 
Lichtstrahles aiis dem Krystall in das umgebende Medium liefert nach 
dem Brechungsgesetze jede Welle nnomaale einen gebrochenen Strahl; 
daher entsteht beim Übertritt des Lichtstrahles in das umgebende 
Mittel ein Lichtkegel, die Erscheinung der äusseren conischen Refraction. 

Um die Lichthewegung bei dieser Erscheinung darzustellen, legen 
■wir die Wellenebene EE durch die mittelgroaae Achse dea Etlipsoides 
Bo, dass sie mit dem Ellipaoide einen Kreis als Schnitt liefert (Fig. 94). 
Der Lichtstrahl l ist in diesem Falle die sogenannte aecnndäre, die 
Wellennorraale n die primäre optische Achse. Da bei jedem drei- 
achsigen Ellipsoide zwei zur kleinsten und grÖaaten Achse aymmetrisch 
gelegene Kreisschnitte besteben, so gibt es auch zwei Paare solcher 
optischer Achsen. Wir beschränken die Betrachtung nur auf einen 
Kreisschnitt. Hier finden sich in der Wellenebene EE nicht bloss 
zwei zu einander normale Achsen als stabile Schwingungsrichtungen 
Tor, sondern die unendlich vielen, gleichberechtigten Richtungen der 
Kreisradien r. In jeder Ebene, welche durch irgend einen Kreishalb- 
tnesserr und den Lichtstrahl Z gelegt wird, besteht auch eine Schwingung 
und dazu normal in derselben Ebene eine Wellennormale n. Infolge 

1) Siehe meine Abhdlg. über d. geometr, Erkl. d. ooniaclien Befraetion in 
A. Monatshsfl«!! f. Math. n. Plrra. V. 8. 120— 1S6. 
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der unendlich vielen Schwingungsrichtungen gibt es auch unendlich 
viele Wellennormalen ^ welche eine Kegelfläche zusammensetzen. Es 
ist nun leicht zu zeigen^ dass dieser Normalenkegel von einer zu l 
normalen Ebene in einem Kreise geschnitten wird. 



Fig. 94. 
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Es ist schon bemerkt worden, dass zur Schwingungsrichtnng CD 
die Normale n (in der 1. Projection der Figur bez. CD' und n') 
und zur Schwingungsrichtung CF, welche sich in C projiciert, die 
Normale { gehört Die zwischen der Horizontalen und Verticalen 
liegenden Schwingungsrichtimgen liefern Normalen zwischen n und /. 
Behufs genauerer Bestimmung legen wir durch eine (Gerade ZZ eine 
zur Lichtstrahlrichtung l normale Ebene, betrachten diese als zweite 
Projectionsebene und f&hren die Gonstructionen in derselben in der 
Umlegung aus. Es sei nun die in der Figur gezeichnete halbe Ellipse 
D"B"F"K" die zweite Projection des Kreisschnittes in jB£; die halbe 
grosse Achse der Ellipse ist C"F'= C'D'=r, 

Wir Bsissen irgend einen Halbmesser BC heraus und construieren 
in der Lichtebene {BCy l) die gesuchte Wellennormale. Dieselbe wird 
ermittelt als Schnitt der Lichtebene mit einer zu BC normalen Hilfs- 
ebene, welche durch den Mittelpunkt C geht. 

Die Lichtebene ist normal, also projicierend zur zweiten Projec- 
tionsebene. Ihre Spuren sind l und B"C'\ Zeichnet man die Spuren 
der Hilfsebene CG und GB*' beziehungsweise normal zur ersten und 
zweiten Projection des Halbmessers JBC, so erhalt man in H*' die 
zweite Projection und in JET die erste Projection eines Punktes der 
Wellennormale: die Projectionen der Wellennormale selbst sind als- 
dann C'JBT und C'JBT'. 

Um die Schnittcurve des ganzen Normalenk^els mit der zweiten 
Projectionsebene zu bestimmen, hat man nur zu bemerken, dass H 
Wmis ein Punkt der Schnittcurve ist, und dass der geometrische Ort 
von H" ein Kn?is ist, welcher über den Durchmesser C^G bescfarieboi 
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werden kann; denn die Punkte C" und G sind vnn der Lage der 
Normalen unabhängige fixe Punkte, und Winkel (G3"C") ist ein 
rechter, also ein Winkel im Halbkreis. Damit ist bewiesen, daas die 
Weileon ormalen wirklieh eine Eegelääche bilden, die mit einer zur 
secundären optischen Achse normalen Ebene einen Kreis als Schnitt 
liefert. Die optischen Achsen liegen selbst in der Kegelfläche. 

§ 147. Die innere conisclie Refractlon. Eine Lichtbewegung, 
welche einen optisch zweiachsigen Krystall in der Richtung einer 
optischen Achse durchsetzen soll, gibt innerhalb des Krystalles An- 
lass icur Bildung eines Lichtkegels, welcher mit einer zur primären 
optischen Achse normalen Ebene einen Kreis als Schnitt liefert. Die 
Erscbeinung ist unter dem Namen der inneren coniachen Refraotion 
bekannt. Sie lässt sich io ähnlicher elementaren Weise, wie oben 
die äussere conische Refraction, erklären. 

Wir betrachten abermals die Ebene EE des Kreieschnittes am 
Arbeitsellipsoide als Wellenebene. In dieser gibt jeder beliebige Radius 
eine Schwingungsrichtung an, und zu jeder Schwingungsrichtung ge- 
hört ein Lichtstrahl. Die Lichtstrahlrichtung ist stets normal zur 
wirkenden Totalkraft, 

also normal zu dem *^s «6. 

Perpendikel, welches 
im Endpunkte des be- 
treffenden Kreishalb- 
messera auf das EUip- 
soid gefällt wird. Zu 
der in der Zeichnnngs- 
fläche liegenden Schwin- 
gung CD' gehört der 
Strahl l, zu welchem 
das von D' aus gefällte 
Perpendikel ö normal 
ist. Zu der auf der 
Zeich nungsflüche nor- 
malen Schwingung, wel- 
che sich im Punkte (■' 
projiciert , gehört die 
Strahlenrichtung n. Zu den zwischen der Verticalen und Horizontalen 
liegenden Schwingungen gehören Strahlen zwischen n und l. Um ihre 
Lage genauer zu ermitteln, fassen wir eine beliebige Schwingunge- 
richtung BC in dem Kreisschnitte ins Auge und suchen den dazu 
gehörigen Strahl. Derselbe wird gefunden , wenn man im Punkte B 
zu dem Flächenelemente des EUipsoides ein Perpendikel zieht und 
auf dieses vom Mittelpunkte C aus eine Normale construiert. Behufs 
Ausführung dieae.s Planes legen wir an den Kreisachnitt des EUipsoides 
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einen berührenden Cylinder, dessen Erzeugenden parallel zum Licht- 
strahle { sind; in den Punkten des Schnittkreises sind die Perpendikel 
zum Ellipsoide zugleich Perpendikel zur Cylinderfläche. Femer be- 
trachten wir die bisherige Zeichnungsfläche als erste Projectionsebene 
und wählen eine durch ZZ zur Wellennormale n perpendicular ge- 
legte Ebene als zweite Projectionsebene; die Constructionen in dieser 
führen wir in der Umlegung aus. 

In der zweiten Protection zeigen sich die beiden Basiskreise des 
Cylinders wieder als Kreise in K^' und K^' . Um nun in ii^nd 
einem Punkte B des Kreisschnittes ein Perpendikel zur Cylinderfläche 
zu construieren, benützen wir die Berührungsebene, welche die durch 
B gehende Erzeugende BJ enthält. Die zweite Spur s^ dieser Ebene 
ist die Kreistangente in J"; die erste Spur s^ ist mit der Lichtstrahl- 
richtung l parallel. Zu den Spuren normal stehen die Projectionen 
p und j}" des von B ausgehenden Perpendikels. Es ist ersichtlich, 
dass |>" mit B"C" zusammenfällt. — Um nun vom Punkte C auf j) 
die Normale zu ziehen, welche die gesuchte Lichtstrahlrichtung angibt, 
legen wir durch C zu j) eine normale Ebene und bestimmen deren 
Schnitt mit |>. Die Ebene ist parallel zur Berührungsebene {SyS^\ 
ihre erste Spur fällt mit l zusammen; ihre zweite Spur q^ geht durch 
¥ und ist parallel zu s^ und normal zu FJ" oder zu ^'\ Der 
Schnitt derselben mit p wird mittelst einer durch p gelegten zweiten 
projicierenden Ebene leicht gefunden; die zweite Spur derselben fällt 
mit 2)" zusammen. — Die Spuren q^ und 'p" schneiden einander im 
Punkte P", die ersten Spuren im Punkte C , Die Verbindungsgerade 
der Punkte P und G gibt die Normale auf das Perpendikel p und 
zugleich den gesuchten Lichtstrahl. Die beiden Projectionen sind 
C'V und C"r\ 

Der Punkt P ist der Durchstosspunkt des Strahles mit der 
zweiten Projectionsebene, d. i. mit der zur ersten optischen Achse 
normalen Ebene; sein geometrischer Ort gibt den Schnitt dieser 
Ebene mit dem Lichtstrahlenkegel. Es ist aus der Figur ersichtlich, 
dass dieser geometrische Ort ein Kreis über C"F als I^urchmesser 
ist; denn die Punkte C" und F sind von der Lage des Perpendikels 
p unabhängige, also feste Punkte, und die Schenkel P"C" und T'*F 
bilden bei P" einen rechten Winkel; imd der geometrische Ort der 
Spitze dieses Winkels ist ein Kreis. Mit demselben ist die Basis des 
zu ermittelnden Lichtstrahlenkegels gefunden. 
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Befraction, innere conische 449 
Regel, Rechtehand- 385 

-— Linkehand- 391 
Reibungscoefßcient 112, 142 
Resultierende Kraft 12 
Reyersionspendel 99 
Rolle 110 
Rotation eines Magnetes 400 

Schallgeschwindigkeit siehe Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit 
Schiefe Ebene 33, 42 
Schmelzen 276, Erklärung 277 
Schraube 114 
Schwerpunkt 88 
Schwimmen der Körper 138 
Schwimmerregel von Ampöre 386 
Schwingende Bewegung 46 
Schwingungsdauer des Pendels 46, 98 
Schwingungsmittelpunkt 98 
Schwingungen von Stäben 189 

— von Saiten 194 

— elektrische 423 
Schwingungsintensität 191 
Secundärelcmente 366 
Secundenpendel 48 
Segelstellung 36 
Seifenblasen 201, 211 
Seitenkräfte 30, 32 
Sicherheitsventil 116 

Sieden 280, Erklärung 282 
Siedepunkt von Salzlösungen 284 

— und Oberflächenform 288 
Siedeverzug 283, 291, 293 

Sinne des Menschen 1 

Solenoid 401 

Sonne, Bewegungsenergie 65 

— MasHe der 64 

— Potential 73 
Sonnenflut 85 

Sonnenwärme, Erhaltung 254 
Spannkraft 11 

Spannkraft der Dämpfe 281, 295 

Specifisches Gewicht 24, 25, 134, 164 

Spectralanalyse 7 

Standfestigkeit 105 

Steighöhe der Flüssigkeiten 210 

Stoff oder Substanz 2 

Stoss unelastischer Körpor 118 

— elastischer Körper 121 
Strom, elektrischer 356 

— -Verzweigung 373, 376 
Sublimation 281 

Temperatur 234 

— absolute 260, 267 
Theilbarkeit 166 

Theorie 6 

ITiermoelektrischer Strom 379 
Thermometer 6, 234 



Thomsons Effect 383 

— Gleichung 274 
Tonhöhe 193 
Tonleiter 196 
Torricellis Theorem 134 

— Versuch 146 
Torsionselasticität 179 
Trägheitsmoment 87, 95 
Trägheitsradius 95 
Transformator 421 

Übcrwucht 26 
Uhr 48, Wasseruhr 136 
[ ündurchdringlichkeit 165 
Ursache der Erscheinungen 2 

Verdampfung 280 
Voltas Fundamcntalversuch 357 
— elektrisches Element 369 
Volumenergie siehe Raumenergie 

Waals Zustandsgieichung 148, 255, 288 

Wage 116 

Wärmeäquivalent, mechanisches 13, 252 

Wärmeerscheinungen 233 

Wärmemessung 239 

Wärmehypothesen 242, 249 

Wärmetheorie, mechanische 261 

Wärmewirkimg des elektr. Stromes 374 

Wasserluftpumpe 140 

Wasseruhren 186 

Wasserstoff flüssig und fest 232 

Watt 27, 374 

Wellenbewegung der Stäbe 189 

— der Saiten 194 

— in Raummitteln 197 
Wellen, elektrische 424 
Wellentheorie des Lichtes 15, 429 
Wellrad 111 

Wetterkarten 156 
Winde 165, Ablenkung 36, 155 
Windruck, -Stärke 159 
Windgeschwindigkeit 158 
Winkelbeschleunigung 94 
Winkelgeschwindigkeit 46, 54, 81 
Wirkungsgrad und Wirkungsraum 18, 

54; weiter siehe Helms Gesetz 
Wirkung und Gegenwirkung 119 
Wurfbewegung 48 

Zusammenhangsformen 164 
Zusammensetzung und Zerlegung der 

Bewegungen 6, 31, der Kräfte 11, 32, 

33, 37, der KiiLfbepaare 102 
Zustände, übereinstimmende 289, 294 
; Zustandsänderungen, isothermische und 

adiabatische 257, 290 
Zustandsgieichung 147, 168, 170, 256, 

die Grössen derselben 265, Discussion 
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